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1. Knickung eines nicht eingespannten druckbelasteten Stabes mit
einer hypothetischen Biegelinie

a Definitionen, Vorbereitungen:

Balken- oder TrégerlangexL =5m;

Balken, Rohrquerschnitt: Aussenradius R = 0.01 m; Innenradius r = 0.005 m;
axiales Flachentragheitsmoment Iy = Pi/4 (R4 - r*4) (Masse Ubernommen);
Elastizitatsmodul eE = 210000 * 1/(1/1000"2) N/ n?;

Kraft F=10"6 N;

Renmove[ "d obal " *"]

a. Approximierte die Differentialgleichung, exakte Lé6sung der Approximation der
Differentialgleichung, Shooting-Methode

My_l:=Fy;

y ' [x] == -My[x]]/(eE ly)

’ __FyIx]

Y IXI="eETy

solv = DSolve[{y''[x] == -My[x]]/(eE ly)},y,x]/.E*(0O. x)->1
. i _Fx oy, in[_Fx_

{{y > Function][{x}, C[l]Cos[\/EvW] C[Z}Sln[\/ﬁmﬂ}}

solv = DSolve[{y''"[x] == -My[x]]/(eE ly),y[0]==0},y,x]/.E*(0. x)->1
R . . \F x

{{y » Function[{x}, C[Z]Sln[i\/é_E_WH}}

xL =5 R=0.1; r =0.01; ly =Pi/4 (R4 - rn4);

eE = 210000 *1/(1/100072); F = 5 1076; eE

210000000000

My_l:=Fy;

y ' [x] == -My[x]]/(eE ly)

Y [X] = -0. 303183y [X]
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solv = DSolve[{y''[x] == -My[x]]/(eE ly)},y,x]/.E*(0O0. x)->1

{{y - Function[{x}, C[1] Cos[0.55062x] +C[2] Sin[0.55062x]]}}

solv = DSolve[{y''"[x] == -My[x]]/(eE ly),y[0]==0},y,x]/.E*(0. x)->1

{{y - Function[{x}, C[2] Sin[0.55062x]]}}

solv = DSolve[{y''[x] == -My[x]]/(eE ly),y[0]==0,y[xL]==0}, vy,x] /.E*0O. x)->1
{{y - Function[{x}, 0. Cos[0.55062x] +0. Sin[0.55062x]]}}

DSol ve[{y' '[x] == -k y[x]}.,V, X]

{{y > Function[{x}, C[1] Cos[Vk x| +C[2] Sin[Vk x]]}}

Keine Losung fur dieses xL ausser die Null-Ldsung, welche nicht interessiert.
Eine Ldsung kann man nur finden, wenn XL so geartet ist, dass (Pi/xL)"2= k=F/(eE ly)

DSol ve[{y' ' [X] == -(Pi/xL0O)"2 y[x],y[0]==0},vV, Xx]

{{y > Function[{x}, C[2] Si n[%]]}}

sol = DSol ve[{y'"'[x] == -(Pi/xL0)"2 y[x],y[xLO]==0},y,x] // Flatten

[y - Function|{x}, C[2] Si”{igff}]}

y''"[x]=-My[x]]/(eE ly) /.sol

2C[2] Sin[2x
Gl SNl ] ~-0.303183C[2] Sin|[ 1X |

xL0? xLO
2
sol ve[ toz==Fl/(eE1Iy1),{xLO}]
X
JeEl /Tyl n VeEl /Iyl =
L0 -=— ¥ = 2 Ixl0» == Y S 7
({xo - EE R (ko o S D)

C[2] lasst sich aus dieser Gleichung nicht bestimmen!

72

Sol ve|[ =F1/ (eEl1yl), {F1}]

xL0?

eEl |yl 2
{{F1~ ___;[%Ejl_}}

Wenn F1(xL0) den oben errechneten Wert hat, so hat die Differentialgleichung eine Losung, welche einer sinusartigen
Biegelinie entspricht. Weil aber die Auslenkung y[x] infolge fehlendem C[2] nicht bekannt ist, kann auch die maximale
Biegespannung wegen dem folglich fehlenden Biegemoment auf diesem Weg nicht ermittelt werden. Es ist daher
vorlaufig nicht entscheidbar, ob der Stab bricht.

Man beachte, dass die Bestimmung von C[2] aus diesem Ranswertproblem aus logischen Griinden unmdglich ist. Das
Problem |&sst sich abstrakt wie folgt formulieren:

y'[X] = -k*y[x], Y[X] =y[XLO] = 0. Wenn man alle Gleichungen hier mit ¢ multipliziert, so ergibt sich: c*y"[x] =
-c*k*y[x], c*y[x] =c*y[xLQ] =0, aso mit z[x] = c*y[X]:

Z"[X] =-k*Z[x], z[x] = z[xLO] = 0. Das Randwertproblem ist daher mit y[x] auch fir c*y[x] erfillt, unabhéngig von c.
Gliicklicherweise hilft hier noch ein anderes Argument: In der eben gewonnenen Formel F - SExly -7 jg F
digenige Kraft, welche bei der Tragerlange xL fir die vorhandene Biegelinie sorgt. In einem solchen durch F
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verursachten Spannungszustand herrschen in den Punkten des Trégers die Gleichgewichtsbedingungen: Die Summe der
Krafte und die Summe der Momente sind gleich null. Ist die bei der Stabldnge XL gegebene Kraft nun grésser als das F
in der letzten Formel, so muss XL bei gleich bleigendem eE und Iy kleiner werden. Wenn das nicht méglich ist, so fallt
der Gleichgewichtszustand zusammen. Der Stab muss brechen!

F = W heisst Ubrigens " Euler-Knickkraft" .

In der nun unlésbaren Situation mit dem unbekannten C[2] versuchen wir es noch mit der exakten Differentialgleichung
und einer numerischen Lésung:

b. Exakte Differentialgleichung, numerische Losung (Shooting-Methode).
(Exakt zu schwierig allgemein zu lI6sen)

(* Rermove["d obal "*"] *)
Removel x, y]

My_]:=Fy;

Rermove[x, y, solutionly;

ys0 =0. 1;

sol utionl=NDSolve[{y® [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X])"2)"(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ysO0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k1l =Pl ot [y[x] /. solutionl, {x, O, 1.2xL}J;

ys0 = 0. 2;

sol ution2 =NDSol ve[{y @ [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X])"2)"(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ys0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k2 =Pl ot [y[x] /. solution2, {x, 0, 1.2xL}J;

ys0 =0. 3;

sol ution3 =NDSol ve[{y ® [x] + Fy[x]/ (eEly) (1 + (y' [X])"2)"(3/2) ==
y[0] =0, y’'[0] ==ys0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k3 =Pl ot [y[x] /. solution3, {x, 0, 1.2xL}];

ys0 = 0. 4;

sol ution4 = NDSol ve[{y @ [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X])"2)*(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ys0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k4 = Pl ot [y[x] /. solution4, {x, 0, 1.2xL}];

ysO0 =1,

sol ution5=NDSol ve[{y ® [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X])"2)"(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ys0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k5 =Pl ot [y[x] /. solution5, {x, 0, 1.2xL}];

ysO0=1.1;

sol ution6 = NDSol ve[{y ® [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X])"2)*(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ysO0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k6 = Pl ot [y[x] /. solution6, {x, O, 1.2xL}];

0.05¢




Knickung.nb

0.3¢

0.6

0.5¢

-0.5¢




Knickung.nb

-0.5¢

-1l

Show k1, k2, k3, k4, k5, k6] ;

ys0 = 1. 05742;

sol ution7 = NDSol ve[{y ® [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X]1)"2)*(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ysO0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k7 =Pl ot [y[x] /. solution7, {x, O, 1.2xL}];

yE = (y[x] /. solution7) /. x - xL

0.5¢

{-3.30076x10°%}
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ys0 = 1. 05741;

sol ution7 = NDSol ve[{y @ [x] +Fy[x]/ (eEly) (L+ (y' [X])"2)"(3/2) =0,
y[0] =0, y'[0] ==ysO0}, vy, {x, 0, 1.2xL}];

k7 =Pl ot [y[x] /. solution7, {x, O, 1.2xL}J;

yE= (y[x] /. solution7) /. x - XxL

-0.5¢

{5. 34041 x 1078}
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FAZIT: Das Randwertproblem ist &quivalent zu einem Anfangswertproblem mit
y[0] =0 und y'[0] irgendwo im Intervall 1.05741 <y'[0] < 1.05742

2. Programm flr das automatische Ausfiihren der Shooting-Methode

Renove[ "d obal ™ *"]

(* Initialisierung *)

xL =5 R=0.1; r =0.01; ly =Pi/4 (R4 - rn4);

eE = 210000 *1/(1/100072); F = 5 1076;

My_l:= Fy;

ys0=1; i=1;

sol uti on=

NDSol ve[{y' ' [x] + F y[x]/(eE ly) (1+(y'[x])"2)"(3/2)-==0,
y[o] =0, y' [0] == ySO }vyv{X101 1.2 XL}]v

Endwert =(y[x]/.sol ution)/.x-xL;
I f[Endwert[[1]] > 0, steuerung
= 0l1];

h=st euer ung;
pl[i]=Plot[y[x]/.solution,{x,0,1. 2 xL}, Di spl ayFuncti on->ldentity];
Print[{i,h, steuerung, Endwert " = y[xL]",ys0}];

1, If[Endwert[[1]] < O, steuerung = -1, steuerung

(* Loop *)

Wi | e[ (h-steuerung) == ,

Print["Vor ",{i,h,steuerung, Endwert " = y[xL]",ys0//N];

ys0=1+i/ 1000;

i ++;

h=st euer ung;

sol uti on=

NDSol ve[{y' ' [x] + F y[x]/(eE ly) (1+(y'[x])"2)"(3/2)-==0,

y[ 0] =0, y' [0] == ySO }vyv {X1 0,1.2 XL}] ;

Endwert =(y[x]/.sol ution)/.x-xL;

I f[Endwert[[1]] > O, steuerung = 1, If[Endwert[[1]] < O, steuerung = -1, steuerung
= 01];

pl[i]=Plot[y[x]/.solution,{x,0,1.2 xL}, Di spl ayFunction->ldentity];

Print["Nach ", {i,h, steuerung, Endwert " = y[xL]",ysO//N},If[(h-steuerung) == 0,"","
Unschl agpunkt"]];

1
Show{ Tabl e[ pl [n],{n,1,i}], Di spl ayFuncti on->$Di spl ayFuncti on];
Plot[y[x]/.solution,{x,0,1.2 xL}];

(1, 1, 1, {0.0474547 = y[xL]}, 1}

Vor {1, 1, 1, {0.0474547 = y[xL]}, 1.}
Nach {2, 1, 1, {0.0466663 = y[xL]}, 1.001}
Vor {2, 1, 1, {0.0466663 = y[xL]}, 1.001}
Nach {3, 1, 1, {0.0458764 = y[xL]}, 1.002}
Vor {3, 1, 1, {0.0458764 = y([xL]}, 1.002}
Nach {4, 1, 1, {0.0450852 = y[xL]}, 1.003}
Vor {4, 1, 1, {0.0450852 = y[xL]}, 1.003}

Nach (5, 1, 1, {0.0442926 = y[xL]}, 1.004}
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Vor {5, 1, 1, {0.0442926 = y[xL]}, 1.004}
Nach {6, 1, 1, {0.0434987 = y[xL]}, 1.005}
Vor {6, 1, 1, {0.0434987 = y[xL]}, 1.005}
Nach {7, 1, 1, {0.0427033 = y[xL]}, 1.006}
Vor {7, 1, 1, {0.0427033 = y([xL]}, 1.006}
Nach {8, 1, 1, {0.0419066 = y[xL]}, 1.007}
Vor {8, 1, 1, {0.0419066 = y([xL]}, 1.007}
Nach {9, 1, 1, {0.0411085 = y[xL]}, 1.008}
Vor {9, 1, 1, {0.0411085 = y[xL]}, 1.008}
Nach {10, 1, 1, {0.040309 = y[xL]}, 1.009}
Vor {10, 1, 1, {0.040309 = y[xL]}, 1.009}
Nach {11, 1, 1, {0.0395081 = y[xL]}, 1.01}
Vor {11, 1, 1, {0.0395081 = y[xL]}, 1.01}
Nach {12, 1, 1, {0.0387059 = y[xL]}, 1.011}
Vor {12, 1, 1, {0.0387059 = y[xL]}, 1.011}
Nach {13, 1, 1, {0.0379023 = y[xL]}, 1.012}
Vor {13, 1, 1, {0.0379023 = y[xL]}, 1.012}
Nach {14, 1, 1, {0.0370973 = y[xL]}, 1.013}

Vor {14, 1, 1, {0.0370973

y[xL]}, 1.013}
Nach {15, 1, 1, {0.036291 = y[xL]}, 1.014}
Vor {15, 1, 1, {0.036291 = y([xL]}, 1.014}

Nach {16, 1, 1, {0.0354833 = y[xL]}, 1.015}
Vor {16, 1, 1, {0.0354833 = y[xL]}, 1.015}
Nach {17, 1, 1, {0.0346743 = y[xL]}, 1.016}
Vor {17, 1, 1, {0.0346743 = y[xL]}, 1.016)
Nach {18, 1, 1, {0.0338639 = y[xL]}, 1.017}
Vor {18, 1, 1, {0.0338639 = y[xL]}, 1.017}
Nach (19, 1, 1, {0.0330522 = y[xL]}, 1.018}
Vor {19, 1, 1, {0.0330522 = y[xL]}, 1.018}
Nach {20, 1, 1, {0.0322391 = y[xL]}, 1.019}
Vor {20, 1, 1, {0.0322391 = y[xL]}, 1.019}
Nach {21, 1, 1, {0.0314246 = y[xL]}, 1.02}
Vor {21, 1, 1, {0.0314246 = y[xL]}, 1.02)

Nach {22, 1, 1, {0.0306088 = y[xL]}, 1.021}

Vor {22, 1, 1, {0.0306088 = y[xL]}, 1.021}
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Nach {23, 1, 1, {0.0297917 = y[xL]}, 1.022}
Vor {23, 1, 1, {0.0297917 = y[xL]}, 1.022)
Nach {24, 1, 1, {0.0289732 = y[xL]}, 1.023}
Vor {24, 1, 1, {0.0289732 = y[xL]}, 1.023}
Nach {25, 1, 1, {0.0281533 = y([xL]}, 1.024}
Vor {25, 1, 1, {0.0281533 = y[xL]}, 1.024}
Nach {26, 1, 1, {0.0273321 = y[xL]}, 1.025}
Vor {26, 1, 1, {0.0273321 = y[xL]}, 1.025}
Nach {27, 1, 1, {0.0265096 = y[xL]}, 1.026}
Vor {27, 1, 1, {0.0265096 = y[xL]}, 1.026}
Nach {28, 1, 1, {0.0256858 = y[xL]}, 1.027}
Vor {28, 1, 1, {0.0256858 = y[xL]}, 1.027}
Nach {29, 1, 1, {0.0248606 = y[xL]}, 1.028}
Vor {29, 1, 1, {0.0248606 = y[xL]}, 1.028}
Nach {30, 1, 1, {0.0240341 = y[xL]}, 1.029}
Vor {30, 1, 1, {0.0240341 = y[xL]}, 1.029}
Nach {31, 1, 1, {0.0232063 = y[xL]}, 1.03}
Vor {31, 1, 1, {0.0232063 = y[xL]}, 1.03}

Nach {32, 1, 1, {0.0223771 = y[xL]}, 1.031}
Vor {32, 1, 1, {0.0223771 = y[xL]}, 1.031}
Nach {33, 1, 1, {0.0215466 = y[xL]}, 1.032}
Vor {33, 1, 1, {0.0215466 = y[xL]}, 1.032}
Nach {34, 1, 1, {0.0207148 = y[xL]}, 1.033}
Vor {34, 1, 1, {0.0207148 = y[xL]}, 1.033}
Nach {35, 1, 1, {0.0198817 = y[xL]}, 1.034}
Vor {35, 1, 1, {0.0198817 = y[xL]}, 1.034}
Nach {36, 1, 1, {0.0190472 = y[xL]}, 1.035}
Vor {36, 1, 1, {0.0190472 = y[xL]}, 1.035}
Nach {37, 1, 1, {0.0182114 = y[xL]}, 1.036}
Vor {37, 1, 1, {0.0182114 = y[xL]}, 1.036}
Nach {38, 1, 1, {0.0173743 = y[xL]}, 1.037}
Vor {38, 1, 1, {0.0173743 = y[xL]}, 1.037}
Nach {39, 1, 1, {0.0165359 = y[xL]}, 1.038}
Vor {39, 1, 1, {0.0165359 = y[xL]}, 1.038}

Nach (40, 1, 1, {0.0156962 - y[xL]}, 1.039)
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Vor {40, 1, 1, {0.0156962 = y[xL]}, 1.039}
Nach {41, 1, 1, {0.0148552 = y[xL]}, 1.04}
Vor {41, 1, 1, {0.0148552 = y[xL]}, 1.04)}

Nach {42, 1, 1, {0.0140129 = y[xL]}, 1.041}
Vor {42, 1, 1, {0.0140129 = y[xL]}, 1.041}
Nach {43, 1, 1, {0.0131691 = y[xL]}, 1.042}
Vor {43, 1, 1, {0.0131691 = y[xL]}, 1.042}
Nach {44, 1, 1, {0.0123242 = y[xL]}, 1.043)}

Vor {44, 1, 1, {0.0123242

y [xL]}, 1.043}

Nach {45, 1, 1, {0.011478 = y[xL]}, 1.044}

Vor {45, 1, 1, {0.011478 = y[xL]}, 1.044)

Nach {46, 1, 1, {0.0106304 = y[xL]}, 1.045}
Vor {46, 1, 1, {0.0106304 = y[xL]}, 1.045}

Nach {47, 1, 1, {0.00978159 = y[xL]}, 1.046}
Vor {47, 1, 1, {0.00978159 = y[xL]}, 1.046}
Nach {48, 1, 1, {0.00893146 = y[xL]}, 1.047}
Vor {48, 1, 1, {0.00893146 = y[xL]}, 1.047}
Nach {49, 1, 1, {0.00808001 = y([xL]}, 1.048}
Vor {49, 1, 1, {0.00808001 = y[xL]}, 1.048}
Nach (50, 1, 1, {0.00722739 = y([xL]}, 1.049}
Vor {50, 1, 1, {0.00722739 = y[xL]}, 1.049}
Nach (51, 1, 1, {0.00637339 = y[xL]}, 1.05}
Vor {51, 1, 1, {0.00637339 = y([xL]}, 1.05}

Nach {52, 1, 1, {0.00551811 = y[xL]}, 1.051}
Vor {52, 1, 1, {0.00551811 = y[xL]}, 1.051}
Nach {53, 1, 1, {0.00466154 = y[xL]}, 1.052}
Vor {53, 1, 1, {0.00466154 = y[xL]}, 1.052}
Nach (54, 1, 1, {0.00380369 = y[xL]}, 1.053}
Vor {54, 1, 1, {0.00380369 = y[xL]}, 1.053}
Nach {55, 1, 1, {0.00294456 = y[xL]}, 1.054}
Vor {55, 1, 1, {0.00294456 = y[xL]}, 1.054}
Nach {56, 1, 1, {0.00208415 = y([xL]}, 1.055}
Vor {56, 1, 1, {0.00208415 = y(xL]}, 1.055}
Nach {57, 1, 1, {0.00122247 = y[xL]}, 1.056}

Vor {57, 1, 1, {0.00122247 = y[xL]}, 1.056}
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Nach (58, 1, 1, {0.000359519 = y[xL]}, 1.057}
Vor (58, 1, 1, {0.000359519 = y[xL]}, 1.057}

Nach (59, 1, -1, {-0.000504706 = y[xL]}, 1.058} Umschl agpunkt

1l
0.5
1 2 3 4 5 6
0.5
1l
0.5
1 2 3 4 5 6
0.5

3. An einem Ende fest eingespannter, am anderen Ende frei gefuhrter
Stab

Damit an der Einspannstelle der Stab senkrecht gehalten wird, muss in diesem
Fall auch eine horizontale Querkraft FQ vorhanden sein. Aus
Gleichgewichtsgrinden finden wir diese Situation an anderen Stabende
gespiegelt wieder. Daher entsteht jetzt im Abstand x vom Stabende noch ein

Moment mit dem Betrage FQ * x, welches entgegengesetzt zu F * y gereichtet ist.

Damit erhalten wir bei den obigen Bedingungen die folgenden Gleichungen:
Renove[ "d obal ™ *"]

My_ x_]:=Fy -FQXx;

y''[x] == -My[x]]/(eE ly)
y (x] = - Mo
solv = DSolve[{y''[x] == -My[x],x]/(eE ly)},y,x]/.E*(O. x)->1

{{y - Function][(x}, F('-‘:)X +C[1] Cos[\/él/éfi\/xw] +C[2] Si n[%\fw}]}}
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Wegen der Randbedingung y[0] = 0 muss hier C[1] = 0 sein. Aus den verbleibenden Teilen erhdlt man dann wieder
Bedingungen firr die Abhéngigkeiten zwischen FQ, F und C[2] bei gegebenen eE und ly. Ebenso erhdlt man weitere
Bedingungen mittels des bekannten Randwerts der Ableitung von y[x].

{

FQxL /F ==- (2] Sin[Sgrt[F] xL /(Sqrt[eE 1y])],

FQ/F == - C2]Sqrt[F]/Sqgrt[eE ly] Cos[Sqrt[F] xL/(Sqrt[eE ly])] ==
}

(FL . cr2ysin] VF xL ] FQ_ VFCr Cos [ 5] |
Fo JeEly 7 F \VeEly B

xL == Sqrt[eE ly]/Sqrt[F] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])]

\JeEly Tan[ﬂ}

\eEly
XL =
VF
xL =5 R=0.1; r =0.01; ly =Pi/4 (R4 - rn4);
eE = 210000 *1/(1/100072);

xL Sqrt[F] == Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqart[eE ly])]

5+/F = 4061. Tan|0.00123122 +/F |

Fi ndRoot [xL Sqrt[F]== Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])].,{F, 1}]
{F>2.42953x107%}

Fi ndRoot [xL Sqrt[F]== Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])],{F, 0.2}]
{F > 4.38516x107°}

Fi ndRoot [xL Sqrt[F]== Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])],{F, 0.5}]
{F>4.1155%x107%}

Fi ndRoot [xL Sqrt[F]== Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])],{F, 1076}]
{F>2.79343x107%}

Fi ndRoot [xL Sqgrt[F]== Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])],{F, 5*1076}]
{(F->1.33192x107}

Fi ndRoot [ xL Sqrt[F]== Sqrt[eE ly] Tan[Sqrt[F] xL /(Sqrt[eE ly])],{F, 1077}]

{(F->1.33192x107}
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Pl ot [{xLSqrt [F], Sqgrt [eEly] Tan[Sqgrt [F] xL/ (Sqrt [eEly])1}, {F, O, 3%10"7}];

100000 |
50000 |
I
540° 1,107 1.5 2107 2.550" 340’
-50000
-100000 |

F l&sst sich bei guinstigen Koeffizientenverhétnissen aus dieser Gleichung numerisch bestimmen. Bei klein gewéhlten F
entstehen hier Werte, welche wegen der numerischen Ungenauigkeit keinen praktischen Wert besitzen. F ist ungefahr
1.33* 10"7.

Hier wollen wir jedoch das Problem einmal numerisch weiter verfolgen:

xL =5 R=0.1; r =0.01; ly =Pi/4 (R4 - r"4);
eE = 210000 *1/(1/100072); F = 5 10”"6;
solv = DSol ve[{y''[Xx] == -My[x],x]/(eE ly)},y,x]/.E*O. x)->1

{{y > Function[{x}, 0. +2. x1077 FQx + C[1] Cos [0. 55062 x] + C[2] Si n[0.55062x]]}}

solv = DSol ve[{y''[x] == -My[x],x]/(eE ly),y[0]==0,y[xL]==0}, y,x] /.E"(O. x)->1
{{y > Function[{x}, 0. +2. x107" FQx +
0. Cos[0.55062x] +0. Sin[0.55062x] -2.63996 x10°% FQSi n[0.55062x]]}}
solv = DSol ve[{y""[x] == -My[x],x]/(eE ly),y[0]==0,y" [0]==0, y[xL]==0}, v, x]
/. Er(0. x)->1

DSol ve: : bvnul : For sone branches of the general
sol ution, the given boundary conditions |lead to an enpty sol ution. Mehr ...

{3
Die Gleichung 2. Ordnung hat bei den drei Rand- und Anfangsbedingungen
y[0] = 0,y'[0] = 0,y[xL] = O keine allgemeine L&sung.

Wenn man nun die gegebene Differentialgleichung nochmals differenziert, so erhdht sich die Ordnung. Dafur geht
andererseits Information verloren. (Die Ableitung einer Konstanten ist 0.)

Renove[ "d obal ™ *"]
My_x_]:=Fy-FQX;
(* Einmal differenzieren: *)

y "' [x] == D-My[x],x]/(eE ly),x]

~FQ+ Fy’[x]

(3)  _
y X = eEly
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Knickung.nb
solv = DSol ve[{y'''[x] == D-My[x],x]/(eE ly),x]},y,x]/.E"(0. x)->1
{{yeFunction[{x},

FOX g \/E\/Wcmmos[vei;j_y} ) \/_eF\/WC[l]Sin[\/eiEfv’:_y} m
F JF JF
solv = (DSolve[{y'"'[x] == Dl-My[x],x]/(eE ly),x],y[0]==0,y" [0]==0, y[ xL] ==0}
y,X] I.E*0. x)->1) // Sinmplify
{{y > Function][{x}, ZF%/Z
2 2
\F x +F xL
ey SlaveE vy )

ZVEFQX\/EFQXLCSC{Z\/\/eiE)iI/_I—y] *\/EFQXLOOS[\/E\/W
_ JE x VEXL P o i AExL
ZEFQWSIH[W}+\/G—EFQWCSC[\/—7\/I—),} Sin [\/_\/W}
\/—xL 2. \/—XL
Vsn[AE )

JGE FQVTY Cos| iE_JW]a [M—F

Nochmals differenzieren:
solv = DSolve[{y'""'"[x] == D -My[x],x]/(eE ly),{x,2}]1},y,x]/.E"(O0. x)->1
{{y > Function[{x}, C[3] +xC[4]
1 \/EWC[”OOSH%EJW] \/E\/WC[Z]Sin[\/eiEF\/’:_y}
e [JEEATY |- 7 - = 1})
solv = (DSol ve[{y'"'""[x] == D -My[x],x]/(eE
ly),{x,2}],y[0]==0,y" [0] ==0, y[xL] ==0}, y,x] /.E*0. x)->1)
{{y - Function[{x}, 3IF (2\/F X C[4] -
JF x VEXL o
Cbs[i]cs [ZFW] -

_ \/EXL 2
_ JE x VExL 2o VF xL
2@@0[4]Sm[\/ﬁ\/—] +/eE /Iy C[4 [Zr\/—]s'”[m]*
VE x VEXL o VF xL
VeE Ty Cia) Gos [ =] Gse [ o] sin[ =] |1}

(y[x]/.solv) [.x->XXXXXX
2
1 +F xL
2 XXXXXX C[4 xLC[4]CsCc| ——F——
{2ﬁ i -VF [Zx/eE\/Iy} "
JF xL }2+

ﬁchwCOS[%ﬁ—ix}cs [zv—ﬂ
\F xL ® o VF xL

ey | " eEiy | YR Cr s ey
\/F xL | -2 eE Ty C[4] Sin[%\);%x} }

+F xL z
el veeviy | S e vy

s VE XXXXXX ]

\JeE /Ty C[4] Csc

Die Lésung ist bei fixem A, B, C, D von der Form
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y[x] == d4] (A+Bx +CSin[x Sqgrt[F/(eE ly)]] + D Cos[x Sqrt[F/ (eE ly)]])

L
eEly

x| +CSin] x]

y[x] = C[4] [A+Bx+DOos[ SETy

Wegeny[0] ==0ist D = -A.

XL
eE

5 R=0.1; r =0.01; ly =Pi/l4 (R4 - rn4);
210000 *1/(1/1000n2); F = 5 1076;

solv = (DSol ve[{y'"""[x] == D-My[x],x]/(eE
ly).{x,2}],y[0] ==0,y" [0] ==0, y[xL] ==0}, y,x] /.E"(0. x)->1)

{{y » Function[{x},
-2.23947C[4] +x C[4] +2.23947 C[4] Cos [0.55062x] -1.81613C[4] Sin[0.55062x]1}}

((y[x]/.solv) [/.x->0) // Chop
{0}
(y[x]/.solv) [.x->xL

{0. C[4]}
Problem: Erflllt diese Losung auch die Gleichungen 3. und 2. Ordnung?

solv = (DSol ve[{y'"'""[x] == D -My[x],x]/(eE
ly).{x,2}],y[0]==0,y" [0] ==0, y[xL] ==0}, y,x] /.E*(0. x)->1)

{{y -» Function[{x},
-2.23947C[4] +x C[4] +2.23947 C[4] Cos [0.55062x] -1.81613C[4] Sin[0.55062x]]}}

(* 3. Ordnung: *)
0 ==((y"""[x] - D-My[x],x]/(eE ly),x])/.solv)[[1]] // Sinplify [/ Chop

1. FQ==5. x10° C[4]
Hier ist also C[4] durch FQ bestimmt.

(* 2. Ordnung: *)
0 == ((y'"'"[x] + My[x],x]/(eE ly))/.solv)[[1]] // Simplify [/ Chop //ExpandAl I

1. FQx +1.11974x107 C[4] -5. x108x C[4] =0

Hier l&sst sich x nicht ausklammern und wegklrzen. (z.B. fir x = 0 wird C[4] = 0.) Man sieht sofort, dass die letzte
Gleichung nur fur C[4] = FQ = 0 bestehen kann. Nun lassen wir Ffrei:

Renove[ "d obal ™ *"]

XL
eE

5 R=0.1; r =0.01; ly =Pi/l4 (R4 - rn4);
210000 *1/(1/100072);

My_ x_]:=Fy -FQX;
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solv = (DSol ve[{y'"""[x] == D-My[x],x]/(eE
ly),{x,2}],y[0]==0,y" [0] ==0, y[xL] ==0}, y,x] /.E*(0. x)->1)
{{y » Function[{x},
(8.24586 <107 FC[4] - 1. 64917 x 107 Fx C[4] + 1. 64917 x 10" F x C[4] Cos [0. 00123122 \/F | -
8. 24586 x 10’ F C[4] Cos [0. 000246245 +/F x| - 6. 69728 x 10° +/F C[4]
Sin[0.00123122+/F | + 6. 69728 x10'° 1/F C[4] Cos [0. 000246245 +/F x|
Sin[0.00123122+/F | + 6. 69728 x 10 +/F C[4] Si n[0. 000246245 +/F x| -
6. 69728 x 10'° \/F C[4] Cos [0. 00123122 +/F | Si n[0. 000246245 \/F x| ) /
(F (-1.64917x10" + 1. 64917 x 107 Cos [0. 00123122 \/F | )} | } }

(* 2. Ordnung: *)
((y'"[x] + My[x],x]/(eE ly)/.solv)[[1]] // Sinplify // Together // Chop
/I ExpandAl'l // Together) ==
(1. FQx +5. FC[4] - 1. Fx C[4] - 1. FQx Cos [0. 00123122 \/F | +
1. Fx C[4] Cos[0.00123122+/F | - 4061. +/F C[4] Sin[0.00123122+/F |) /
(-1. 64917 x 107 + 1. 64917 x 10" Cos [0. 00123122 +/F | ) =

Hier hat man einen Ausdruck der Form

FQ x (1 - Cog[A Sart[F]]) - Fx C[4](1 - CodA Sqrt[F]]) == B Sqrt[F] C[4] SIn[A Sqrt[F]] - C F C[4] fur alex.
Daraus folgt FQ = F C[4] und B Sin[A Sgrt[F]] = C Sqrt[F]. In Anbetracht der Konstanten sollte man F approximativ
berechnen kénnen, C[4] oder FQ bleiben hier jedoch wiederum frei. Das bedeutet, wie oben, dass man die exakte
Differentialgleichung behandeln muss.



