LaplaceTransformationenDGI_Bsp.nb

Beispiele zu Laplace-Transformationen
und Differentialgleichungen

1 Schwingungsgleichungen

a Interpretation der Parameter: Angelegenheit der Physik oder der technischen
Mechanik. Wichtig: Bei einer eindimensional gereichteten Bewegung kann z.B. m
eine Masse bedeuten, d eine Dampfungskonstante und k eine Federkonstante. Bei
einer Drehbewegung wéare entsprechend Statt m das Massentragheitsmoment |
oder J zu setzen etc.

D ware im ersten Fall eine auf die Feder und die Masse bezogenes

Dampfungsmass und wpeine Kreisfrequenz, welche in der LOsung erscheint.

Renove[ "d obal ™ *"]

b my"[t]+d y'[t]+k y[t] =0, y[0] yO,y'[0] b

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransform{my''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0] »y0,y'[0]-b}

kY[s]+d (-y0O+sY[s]) +m(-b-sy0+s?2Y[s])

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

. bm+dy0+msy0}

{Y[s} k +ds + ms2
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4. Ricktransfor mation

Us]:=Y[s]/. solv; Us]

bm+dy0+msy0
k +ds + ms?

U s]// Apart

b m . (d +ms) yo
k +ds + ms2 k+ds +ms?

uO[t _]: =l nverselLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

e Zm

(dir/d2-akm)t
{ Jt (2 b

(* Allgemeine Losung bei freier Schwingung! *)

¢ my"[t]+d yt]+k y[t] =0, y[0] O,y'[0] b

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransform{my''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0] -0,y [0]-b}

kY[s]+dsY[s] +m(-b+s?2Y[s])

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

bm }

{Y[S} 7 K+ds +ms?

4. Rucktransformation

Us]:=Y[s]/. solv; Us]

bm
k +ds + ms?

U s]// Apart

b m
k +ds + ms?
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uO[t _]: =l nverseLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

- (’d*wz"‘km‘lt_ Jd2 akmt

e zm -1l +e m

d2-4km

(* Allgemeine Losung bei freier Schwingung! *)

d y"[t]+1/2y'[t][+1y[t] =0, y[O] O,y'[0] 1

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornfl y''[t]+1/2 y'[t]+1 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[O0] -0,y [0]-»1}

~1+Y[s] + % sY[s] +s?2Y[s]

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ O ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechts|dsen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

2

{YIs1 = 55 77 )

4. Ricktransfor mation

Us]:=Y[s]/. solv; Us]

2
2+S+2s2?

U s]// Apart

2
2+5+2s2?

uO[t _]: =l nverselLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

4et/4sin[ Bl
\/15




LaplaceTransformationenDGI_Bsp.nb

Plot[uO[t],{t,0,15}];

0.6
0.4¢

0.2¢

2 4 6 8 10— 17 14

e y"[t]+1/2y[t]-1y[t] =0, y[0] Oy'[0] 1

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

| inks = LaplaceTransfornf1l y''[t]+1/2 y'[t]-1 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0] -0,y [0] -1}

-1-Y[s] +%SY[S] +s82Y[s]

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

2

{Yis) > 55747

4. Rucktransformation

Us]:=Y[s]/. solv; Us]

2
-2+S+25s2?

U s]// Apart

2
-2+5+25s2

uO[t _]: =l nverseLapl aceTransforn Us],s,t]//Sinplify; uO[t]
2 e"llf (117t (—l + eﬁp

V1T
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uO[t]// Expand// N

-0. 485071 2. 71828°1-28078t , 9 485071 2. 718280 780776t

Plot[uO[t],{t,0,10}];

800 |
600 |
400 |
200 |
. = 5 8 10
* ===> Expl osi on *)

f my"[t]+d y'[t]+k y[t] = DiracDelta[t], y[0] O,y'[0] O

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransform{my''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornjy[t],t,s]-Y[s],y[0] -0,y [0]-0}

kY[s]+dsY[s] +ms?Y[s]

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{DiracDelta[t] ,t, s]

1

3. Gleichung links = rechts|dsen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

1

{Y[S}% k+ds+m52}

4. Rucktransformation

Us]:=Y[s]/. solv; Us]

1
k +ds + ms?

U s]// Apart

1
k +ds + ms?
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uO[t _]: =l nverseLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

(’d*wz"‘km‘J‘_ Jd2 akmt

e Zm -1l +e m

d2-4km

g Yy"[t]+1/2 y'[t]+1 y[t] = DiracDelta[t], y[0O] O,y'[0] O

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

I inks = LaplaceTransfornf1l y''[t]+1/2 y'[t]+1 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0] -0,y [0] -0}

Y[s] + i

> sY[s] +S%2Y[s]

2. Rechte Seite transformieren

recht s=Lapl aceTransforn{DiracDelta[t] ,t,s]

1

3. Gleichung links = rechts|dsen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

2

Y81 > 557297

4. Rucktransformation

Us]:=Y[s]/. solv; Us]

2
2+5+2s2?

U s]// Apart

2
2+S+25s2

uO[t _]: =l nverselLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

4et/asin[ 5L
V15
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Plot[uO[t],{t,0,15}];

0.6
0.4¢

0.2¢

2 4 6 8 10— 17 14

h my"[t]+d y[t]+k y[t] = A Sin[ t+ ], y[0] 0,y[0] O

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswerte anpassen

l'inks = LaplaceTransformfmy''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0]-0,y'[0]-0}

kY[s]+dsY[s] +ms?Y[s]

2. Rechte Seite transformieren

recht s=Lapl aceTransfornf A Sinf[w t+ ¢] ,t,s]

A (Vw? Cos[e] Signw] +sSinfe])
S2 + w2

3. Gleichung links = rechtslésen
sol v=Sol ve[ |l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

Vw? Cos[¢] Signlw] +sSinfe])
(k +ds+ms2) (s2+w?) }

{Y[s] > Al

4. Rucktransformation
Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

A (Vw2 Cos[e] Signlw] +s Sin(e])
(k +ds +ms2) (s2 +w?)

Us]:=(UL[s]//Apart)/.Sign[w]->1
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uO[t _]: =l nverseLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

d\/d2 4kat
Ae Zm
m m 2_4km
Sinfo] [dk-de ™ I K K@ Akm - o TR V@ Ak m e dme? - de T
\d2-4kmt d\/d24kmjt
me? + myVdZ -4kme? +e m o mydZ-4kmuo?-2e  zm d2-4km
d\/d2 4kat

(-k + mw?) Cos[t w] +2de ™ Nd2 Z4kmowSin[t w] | +Vw? Cos[o]

[42_akm 2 4km B
o0 [1e e va 1 TR V@ AR 2 (10 TR ke ma?) | -

dw24km
2de*27x/d2 4kmwCos [t w] -
\dVdZAkm

2e——zm—— ~JAZ_4Kkm (-K + mw?) Sin[t ]

|/

(2+/d2-4kmw (k? +d? w? -2k mw? + n? w*))

imy"[t]+d y'[t]+k y[t] = A Sin[ 1], y[0] 0y'[0] O

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswerte anpassen

l'inks = LaplaceTransformfmy''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0]-0,y'[0]-0}

kY[s]+dsY[s] +ms?Y[s]

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransfornf A Sinf[w t] ,t,s]

A+ w? Signlw]

2+ w?

3. Gleichung links = rechts|dsen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

A~ w? Signlw] }

{Yis1- (kK+ds+ms2) (s2+a2)

4. Rucktransformation
Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

A~ w? Signiw]
(k +ds +ms2) (s2 +w2)

Us]:=(UL[s]//Apart)/.Sign[w]->1
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uO[t _]: =l nverseLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

1
2 (k2 +d2 w2 -2k mw? + n? w?)
_ dr/d2_akm) JaZ akm 2 akm
A~ w? B e’(*hﬂi/t (dz [—Z|.+<e%]+d[l+eJd M t)\/dz 4Kkm+
VA2 24k m

AJd2-4km
2 (—1+e$) m (-k + mw?)

k - mw?) Sinft w] )
w

2[-dCos[t 0] +

|

u0[ t]// Expand

(de /a2 akm) @ akme  [(d/d2-4km)t
Ade Sl o ag T BRIl
2 (k2 +d2 w2 -2k mw?2 + n? w?) +2(k2+d2w2—2kmw2+m?w4)
2 4km) [ arm (dn/aakm _
Ad? e de 4k _____ — \/wz . Adzewdz 4k t (d sz::]k )t \/wz )
2+/d2 -4km (k2 +d2 w2 -2k mw? + n? w4) 2+/d2-4km (k2 +d2 w2 -2k mw? +n? wt)
(d+/d2-4km Ja2akm diJd2 4km)
Ae T K myaE e e A
Vd2 -4km (kZ +d2 w2 -2k mw? +n? wt) \/d2 4km (k2 +d2w?2 -2k mw? +n? wt)
2 m m a2 akm)
Ac- __Lf__l_‘f_z_;_'f___l‘ M (w?) %2 PR =T t [ szfﬂk LI (02)3/2 )
Vd2 -4km (k2 +d2 w2 -2k mw?+n? wt) \/d2 4km (k2 +d2w?2 -2k mw? +n? wt)
Ad +w? Cos [t w] Ak Vw? Sin[t w] Amw w2 Sin(t w]

k21 d2w? - 2kmw? + M o? w(kZ+d2w? -2kmw? + M w?)  kZ+d2w? -2k mw? + n? w?

joy'[t+dyTt+k y[t] = A Sin[ t], y[0] 0y'[0] O

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornm{1l y''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0] -0,y [0]-0}

kY[s]+dsY[s] +s?Y[s]

2. Rechte Seite transformieren

rechts=Lapl aceTransfornfA Sin[w t] ,t,s]

A~ w? Signlw]

S2 + w?

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

Aw? Signw] }

(k +ds +s2) (52 +w?)

{Y[s] -
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4. Rucktransfor mation
Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

A~w? Signiw]

(k +ds +s2) (52 +w?)

Us]:=(UL[s]//Apart)/.Sign[w]->1
uO[t _]: =l nverselLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

1
2 (k2 +d2 w2 -2k w? +w*)

A w?

e 2 (0VPAK) U (g2 (L1 4 VI Ak L) L (1+eVEAK1) A2 4Kk -2 (-1 +eVHAk L) (k- u?))

dz -4k
Y i
+2(—dCos[t ] + LK “)ws'n[t w)
(* Fornel probl ematisch fir 4 k = d?2 (0 imNenner)! *)

k y"[t]+d y'[t]+k y[t] = A Sin[ t], y[0] O,y'[0] 0,d->2 Sqrt[k]

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

l'inks = LaplaceTransfornf1l y''[t]+d y'[t]+k y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0]-0,y'[0] -0,d->2 Sqrt[k]}

kY[(s]+2+k sY[s] +s2Y][s]

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransfornfA Sinf[w t] ,t,s]

A~w? Signiw]

S2 + w?

3. Gleichung links = rechts|dsen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

A+w? Signlw]
(\/F+s)2 (82 + w?)

{Y[s] >

4. Rucktransformation
Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

A+w? Signiw]
(\/F+s)2 (S2 + w?)
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Us]:=(UL[s]//Apart)/.Sign[w]->1
uO[t _]: =l nverseLapl aceTransform Us],s,t]//Sinplify; uO[t]/.d->2 Sqrt[K]

A~ w? (2 eVt Kk veVktt (k+aw?) -2~k Cos[t w] + M)

(K + w2)?

[, m Untersuchung eines auftauchenden Terms

sol v=Sol ve[ w"4+(d"2-2 k) w"2+k"2==0, {w}]//Sinplify //Fl atten

d7+i JIZ 4K 1k,

2
{we—\/—%+%dx/d2—4k Pk, o

2
u)»\/dd\/d2 4k +k, w- \/dz; d2—4k+k}

sol v[[3]]

2
we—\/—%—%dx/d2—4 K

wel[e_]:=w+e /. solVv[[1]]; wel[e]

2
sz —d\/d2 4k +k +e

we2[ e_]:=wtel/ .solv[[2]]; we2[E€]

2
\/d+d\/d2 +k +e

(* Fall mit den neisten positiven Anteilen unter Wirzeln *)

we2[ 0]/ / Ful | Sinplify

1 e
J?d(—d+x/d ~4k) +k

we2[ 0] // Ful | Simplify//IlnputForm

Sqrt[(d*(-d + Sgrt[d*2 - 4*K]))/2 + K]

(* (d*(-d + Sgrt[dr2 - 4*k]))/2 ist fiUr positive k negativ *)
Sol ve[ (d*(-d + Sqgrt[dr2 - 4*k]))/2 + k == 0, {k}]

{{k->0}}

(* we2[0] ist daher nie positiv *)

we2[ 0] / Sqrt[d”2]// Power Expand

J-L e Ld/d2 o4k +k
d
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we3[ e_]: =wte/ .sol v[[3]]; we3[E€]

> 14/ 4K
—\/—7—7d\/d -4k +k +€

wed[ e_]: =wtel/ .solv[[4]]; wed|E€]

2
\/—%—%d\/d2—4 +k +e

n y"[t]+2qy'[t]+ 0"2y[t] =0, y[0] 1,y'[0] O

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornml y''[t]+ 2 y'[t]+w0”2 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[0] -1,y [0]-0}

s +82Y[s] +w0®Y[s] +2q (-1+sY[s])

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

29+S }

Y[s = e
{Yis1 - 2qs +5s2+w0?

4. Ricktransfor mation

Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

2q9+S
2qs +52+w0?

Us]:=(UL[s]//Apart)/.Sign[w]->1

uO[t _]: =l nverseLapl aceTransform Us],s,t]//Sinplify; uO[t]/.d->2 Sqrt[K]

et (a+Va2-w0?) ((71 + @2t Va2-w0? ) q+ (l + @2t Vg2-u0? ) \/qz _ w02 )
2 /g2 - w0?
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ol y"[t]+2qy[t]+ 0*2y[t]=0, y[0] 1y0] 0,g->1, 0->1/2

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornml y''[t]+ 2 y'[t]+w0”2 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornm{y[t],t,s]-Y[s],y[0] -1,y [0O] -0, g->1, wO->1/2}

Y[s]

4 +s2Y[s]+2 (-1+sY[s])

-S +

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

4 (2 +5s)
{Ys1> 17857257

4. Ricktransfor mation

Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

4 (2+5s)
1+8s+4s2

Us]:=(ULl[s]//Apart)/.Sign[w]->1
uO[t _]: =l nverseLapl aceTransforn U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

%e-%@@t (3-2/3+(3+2+/3) eV?)

Plot[uO[t],{t, 0, 10}];
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14

02 y"[t]+2qyTt]+ 0"2y[t] =0, y[0] 1y'[0] 0,9->1,

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornml y''[t]+ 2 y'[t]+w0”2 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornmy[t],t,s]-Y[s],y[0] -1,y [O] -0, g->1,

-s+Y[S] +S?Y[s] +2 (-1 +sY[s])

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

2+S

{Y[s} %W}

4. Ricktransfor mation

Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

2+S
(1+S)2

Us]:=(ULl[s]//Apart)/.Sign[w]->1
uO[t _]: =l nverseLapl aceTransfornf U s],s,t]//Simplify;
et (1+1)

Plot[uO[t],{t,0,10}];
1

0.8¢

0->1

w0- >1}

uo[t]
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15

03 y"[t]l+2qyt]+ 0"2y[t] =0, y[0] 1y'[0] 0,9->1/2, 0->1

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornml y''[t]+ 2 y'[t]+w0”2 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornm{y[t],t,s]-Y[s],y[0] -1,y [0O] -0, g->1/2, wO->1}

-1-s+Y[s] +sY[S] +S?2Y[s]

2. Rechte Seitetransformieren

recht s=Lapl aceTransforn|{ 0 ,t, s]

0

3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

1+s

s> 375752}

4. Ricktransfor mation

Ul[s]:=Y[s]/. solv; Ul[s]

1+s
1+s+5s2?

Us]:=(ULl[s]//Apart)/.Sign[w]->1

uO[t _]: =l nverselLapl aceTransfornf U s],s,t]//Sinplify; uO[t]

L 3005[\/§t ]+ﬁ$in[€t ]

Plot[uO[t],{t,0,10}];

0.5}

é 4 6 8 10
-0.1¢
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16

Eigene Experimente....

q y'[tJ+2* 1y [t]+2*2y[t] =Sin[ t], y[0] 1y'[0] O

Renove[ "d obal ™ *"]

1. Linke Seite transfor mieren, Anfangswer te anpassen

links = LaplaceTransfornfl y''[t]+ 2*1 y'[t]+2"2 y[t],t,s] /.
{Lapl aceTransfornfy[t],t,s]-Y[s],y[O0] -1,y [0] -0}

-s+4Y[s] +s2Y[s] +2 (-1+sY[s])

2. Rechte Seite transformieren
rechts=Lapl aceTransforn{Sin[w t] ,t,s]/.Signfw]->1
a3
212
3. Gleichung links = rechtslésen

sol v=Sol ve[l i nks==rechts, {Y[s]}] // Flatten

252+s3+2w2+sa)2+\/52-}

{vis) - (4+2s+5s2) (s2+42)

4. Rucktransformation
Us]:=Y[s]/. solv; Us]

2s524+834+2w2+sw?+uw?
(4 +25s +52) (82 +w?2)

uO[t _]: =l nverseLapl aceTransforn Us],s,t]//Sinplify; uO[t]
1
3w (16 -4 w? + w?)
(et (Bw (-4w?+w*+2 (8+w?2)) Cos[V/3t]-6e' w\w2 Cos[t w] +16+/3 wSin[+/3t]-
43 *sin[V3t]+V3WSSin[V3t]-2v3 weZ Sin[/3t]
V3B PV Sin[3t] 126 VoZ Sinft w] -3 () ¥ Sinit w]))
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5. Konstant schwingender Term isolieren, herausrechnen, Plot der Amplitude als Funtion der
Frequenz

col 1=Col | ect[ Eval uate[uO[t]/.{Sin[w t]->x,Sin[Sqrt[3] t]->x"2, Cos[w
t]->x"3,Cos[Sqrt[3] t]->x"4}], {x, x*2,x"3, x"4}];

col 1

2 %3 /12 et x2 (16\/§w—4\/§w3+ 3w5—2\/§w\/w2+\/§w3\/w_2)
1642+ 3w (16 -4 w2 + u?)

et x (12<et Vw2 -3 et (w2)3/2) et x4 (—4 2wt 42 (8+\/w2))

+

3w (16 -4 w? + w*) 16 -4 w2 + w*

col2 =((coll)/.{x->Sinfw t],x"2->Sin[Sqrt[3] t],x"3->Cos[w t],x"4->Cos[Sqrt[3] t],
Sqrt[ 2] ->w})// Cancel

e' (16 +2w-4w?+w*) Cos[V3t] 2wCos[t w]

16 -4 w? + w4 16 -4 w2 + w4
et (16-2w-4w?+wd+0w?) Sin[\/évt] (74+w\/w2)8in[t w]
A3 (16 - 4 w2 + wh) h 16 - 4 w? + w*

col3 = col2/. {EM(-t)->0, Sqrt[e"2]->w}

2wCos[tw] (-4+w?) Sinftw]
16 - 4 w? + w? 16 - 4 w? + w?

col4 = col3/. {Cos[w t]->1, Sin[t w]->0}

2w
16 - 4 w? + w?

col5 = col3/. {Cos[w t]->0, Sin[t w]->1}

~ -4+ ?
16 -4 w? + 0

cwl = col 4/ Sqgrt[col 472+col 5°2]//Sinplify

16 - 4 w? + w?

cw2 = col 5/ Sqgrt[col 4"2+col 5°2]// Sinplify

| 1
Cda?y L
4+ T d oz om

schwing = -(Sqgrt[col 4*2+col 572] (Sin[a] Cos[w t]+Cos[a] Sin[t w])//Sinplify)/.
a- >ArcSi n[ cwl]

1 . . 1
16 azor SNl “NCS'”[“JWH

am =-Sqrt[col 4"2+col 572]// Sinplify

N S R
16 -4 w? + w*
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am / /| nput For m

-Sqri[(16 - 4*wh2 + wh4)~(-1)]

anplitude[w ]:=1/Sqrt[16 - 4*w"2 + w™4]

Pl ot [ anplitude[w], {w, 0, 10}];

2 4 6 8 10
Sol ve[ D[ anpl i tude[ x], x] ==0, {x}]
{{x-0}, {x>-v2}, {x->+2}}
N[ %4
({Xx 0.}, {x->-1.41421}, {x >1.41421})

6. Bemerkung: Die Amplitudenformel gibt dasselbe Resultat:

Sqrt[272-2%172]//N

1.41421
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2 Systeme: Beispiel mit gekoppelten Pendeln

a Wir betrachten hier das gekoppelte Pendel. Zwei durch eine Feder mit der
Federkonstanten k verbundene Massen sind an gleichlangen Stangen aufgehangt,
welche wir als gewichtslos annehmen. 1, 2 sind die Auschlagswinkel. Diese
nehmen wir als klein an, sodass L *sin( (t)) den Ausschlag y(t) approximiert und
die Hohenanderung einer Masse etwa konstant ist. Nun stellen wir durch
Betrachtung der durch die Massen verursachten Drehmomente eine Gleichungen
auf:

Rucktreibende Kraft infolge Audenkung =-mgsin( 2) -mg 2
Ruicktreibendes Moment infolge Audenkung=-L mgsin( 2) -Lmg 2
Federkraft=k L sin( 2) kL 2

Entgegengesetzt wirkendes Moment der Feder -L kL 2=-kL"2 2

K ompensation dieses Moments durch das andere Pendel: k L"2 1
Gleichgewicht mit "Tragheitsmoment mal Winkelbeschleunigung” = (mL*2) 2"

Gleichung fir das zweite Pendel:
(mL"2) 2'=-Lmg 2-kL"2 2+kL"2 1

Gleichung fir das erste Pendel:
(ML™2) 1"=-Lmg 1-kL"2 1+kL"2 2

Anfangsbedingungen:
10)=a, 1(0)=0, 2(0)= 2(0)=0

Erhaltenes System:
{
2"[t] +g/L 2[t] - k/im 2[t] + k/m 1[t] ==0,
1"[t] + g/L 1[t] - k/m 1[t] + k/m 2[t] == 0,
1[0] == a,; 1'[0]==0, 2[0]==0, 2'[0]==
}

1. 1. Gleichung, linke Seite transfor mieren, Anfangswerte anpassen

Renove[ "d obal " *"]

linksl = LaplaceTransfornfe2''[t] + g/L @2[t] - kime2[t] + k/imel[t], t,s] /.
{Lapl aceTransformn ¢1[t],t,s] »&1[s], LaplaceTransfornf ¢2[t],t,s]-»&2[s], ¢l[0]-»a,
ol' [ 0] -0, ¢2[0] -0, ¢2'[0]-0}

k @1[s] . gs2[s] ka2[s]
m

2
m L +8°32[s]
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links2 = Lapl aceTransfornfel' '[t] + g/L 1[t] - kimel[t] + k/ime2[t], t,s] /.

{Lapl aceTransforn ¢1[t],t,s] »&1[s], LaplaceTransfornie2[t],t,s]-»&2[s],
01" [0] -0, ¢2[0] -0, ¢2'[0] -0}

gel[s] kK ®l[s]

: . k @2[s]

—as + +s23l1[s]

2. Rechte Seitetransformieren

rechtsl = LaplaceTransfornf0 ,t,s]

0

rechts2 = LaplaceTransfornf0 ,t,s]

0

linksl==rechtsil

kells]  Q22[s] Kk22[S] 245
m L m -

| i nks2==recht s2

-as +

gal(s] k a1[s]
L - m

3. Gleichung links = rechts|dsen

sol v=Sol ve[ {l i nksl==rechtsl, |inks2==rechts2},{&l[s],&2[s]}] // Flatten

{@1[5] >

aLs (-kL+gm+Lms?) 52(s] > akL?s }
(g+Ls2) (-2kL+gm+Lms2)’ (g+Ls2) (2kL-gm-L ms2)
4. Ricktransformation

Ul[s]:=a1[s]/. solv[[1]]; U1[s]

aLs (-kL+gm+Lms?)
(g+Ls2) (-2kL+gm+Lms2)

Ul[ s]// Apart

aLs . aLms
2 (g +Ls2) 2 (-2kL +gm+L ms2)

ul[t_]:=lInverseLapl aceTransfornf Ul[s],s,t]//Sinplify; ul[t]

ale W%‘m re erL?mmt +2005[\/Et ]
L

W[s]:=82[s]/. solv[[2]]; UW2[s]

aklL?s
(g+Ls2) (2kL-gm-L ms2)

U2[ s]// Apart

aLs - aLms
2 (g+Ls2) 2 (-2kL+gm+L ms2)
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u2[t_]: =l nverseLapl aceTransfornf U2[s],s,t]//Sinplify; u2[t]

V2KL-gm t 2/2kL-gmt
La[-e R (12 R Lo cas [ YOL
4 N
4. Plots

ulP[t]:=ul[t]/. {g -> 10, m>1, L->1, k->1, a->1}; ulP[t]

(e21V2t 212t 2 Cos[V/10t])

NS

u2P[t]:=u2[t]/. {g -> 10, m>1, L->1, k->1, a->1}; u2P[t]
T (eVPU (1.t V7Y 2 Cos [VIO t])
Pl ot[ Eval uate[ulP[t]],{t, 0, 22}];

1

0.5¢

-0.5¢

L L
Kl

S1lk

Pl ot [ Eval uate[u2P[t]],{t, 0, 22}];

1t

: VAV/\ l WAVMZWA

-0.5¢




LaplaceTransformationenDGI_Bsp.nb

4. Progamm

Renove[ "d obal " *"];

linksl = LaplaceTransforn{e2''[t] + g/L @2[t] - kime2[t] + kK/imel[t], t,s] /.
{Lapl aceTransforn ¢1[t],t,s] »&1[s], LaplaceTransfornf ¢2[t],t,s]-»&2[s], ¢l[0]»a,
0l' [ 0] -0, ¢2[0] -0, ¢2'[0]-0};

links2 = LaplaceTransfornfel' '[t] + g/L 1[t] - kimel[t] + k/ime2[t], t,s] /.
{Lapl aceTransforn ¢1[t],t,s] »&1[s], LaplaceTransfornf ¢2[t],t,s]»82[s], ¢l[0]-a,
©1' [ 0] -0, ¢2[0] -0, ¢2'[0]-0};

sol v=Sol ve[{l i nks1==0, |inks2==0},{&l1[s],&2[s]}] // Flatten;
Ul[s]:=®1[s]/. solv[[1]];

U2[s]:=82[s]/. solv[[2]];

ul[t _]: =l nverseLapl aceTransfornf Ul[s],s,t]//Sinplify; Print["ul(t)
u2[t_]:=lnverseLapl aceTransfornf U2[s],s,t]//Sinplify; Print["u2(t)
ulP[t]:=Re[ul[t]]/. {g -> 10, m>1, L->1, k->1, a->1};
u2P[t]:=Re[u2[t]]/. {g -> 10, m>1, L->1, k->1, a->1};

Pl ot [ Eval uate[ulP[t]], {t, 0, 22}];

Pl ot [ Eval uate[u2P[t]], {t, 0, 22}];

Soulft]];
tou2ft]];

_AZkL-gmt V2KL-gmt

UL(t) = Fale JLim se JCim c200s[ 9L
N

V2KL-gmt 2\/2KL-gmt
u2(t) = yal-e Lim [lie JLum ]+2cOs[§t‘}]
1
0.5 /\ /\

v 11\1/\\/ 1 20

0.5
1t
1t
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