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Ana. 1ii

I Draft! Deutsche Version

(Gebrauch auf eigene Verantwortung.)

Dieses Script ist mit ITEX fiir den doppelsprachigen Unterricht programmiert worden. Dabei wurden
alle franzosischsprachigen Textteile jeweils mit dem Aufruf einer Subroutine verbunden, um den Font
Style Italics aufzurufen. Diese Subroutine ist hier modifiziert worden um den franzosischsprachiggen Text
zu unterdriicken. Titel, Inhaltsverzeichnis und deutschsprachiger Text kénnen so nicht sofort behandelt
werden. Es wire hier auch bei jedem Textstiick ein Unterprogramm—Aufruf notwendig, was nur durch
eine grosssere Arbeit zu erreichen ist. Dafiir fehlt im Moment die Zeit.

Bei offensichtlich fehlenden kleinen Textteilen, unschénen oder missverstandlichen Zeilenumbriichen kann
es sich um automatisch schwer auffindbare Programmierfehler handeln. In einem solchen Fall ist es ratsam,
den doppelsprachigen Referenztext zu konsultieren. (Der Autor bittet in einem solchen Fall um eine
Benachrichtigung und dankt dafiir im voraus.)

Information erscheint nur in der deutschen Ausgabe.
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Reelle Funktionen — Fonctions
réelles

2.1 Grundlagen — Fondements

2.1.1 Einfiihrung — Introduction
Literatur — Littérature

Kurze Liste: Vgl. Anhang.
Lit. fiirs Selbststudium: Vgl. spezielle Literaturliste. : Voir liste de littérature spéciale.

Vorausgesetzter Stoff — Matiere dont on exige la connaissance

Funktionen und reelle Zahlen sind elementare Werkzeuge der Mathematik. In vereinfachter Version
gehoren sie zum Schulstoff, der vorausgesetzt wird. Es geht hier vor allem um eine kurze Repetition und
dann um den Ausbau der Begriffe.

2.1.2 Anschaulicher Funktionsbegriff — Version simple de la notion de fonc-
tion

Wir gehen hier von einer anschaulichen Def-

inition aus, die von der Schule bekannt sein X Y

sollte. Im Teil ,,Algebra® wird im Zusammen- X Y
hang mit Mengenlehre und Relationen eine

allgemeinere Definition erarbeitet, auf die im ’—,

Moment noch nicht zuriickgegriffen werden
muss. Zudem beschrinken wir uns hier auf
reelle Funktionen.

Geg.: Zwei Mengen X, Y.

Definition: (Anschaulich: )

Eine Funktion f ist gegeben durch eine Vorschrift, die jedem El-
ement z € X (X = D;: Definitionsbereich) genau ein Element
y €Y (Y = W;: Wertebereich) zuordnet.
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Reelle Funktionen sind solche mit Dy C R (reelle Zahlen).

Problem:
fix — y=f(n)=sin(n), ne Dy =N, ye Wy =(0,1), By ={y=sin(n) | n € N} C W,

Dyl = IN[ = |By| < [Wy| = [(0,1)]
(Spéter gezeigt. .. )

2.1.3 Zahlen — Nombres

Wir werden mit folgenden Zahlensystemen arbeiten: N (natiirliche Zahlen), Z (ganze Zahlen), Q
(rationale Zahlen), R (reelle Zahlen), C (komplexe Zahlen). Diese Systeme werden wir spéter auch
genauer behandeln. Fiir den Moment merken wir uns: QQ = Menge aller moglichen dquivalenten Klassen
von Briichen (z.B. % = ¢). R = Menge aller méglichen Dezimalbriichen.

Wichtige Eigenschaften von R:

© R ist geordnet: VY, per (@ <b) V (a=0b) V (a >b)

@ (R ist liickenlos. )
Q ist nicht liickenlos: V2 & Q ~ Liicke .

© R ist dicht:
Zwischen zwei reellen Zahlen gibt es immer eine dritte.

@ R ist geordnet. ~ R ldsst sich durch eine skalierte Gerade darstellen, die Zahlengerade.

2.1.4 Standardkoordinatensysteme — Systemes de coordonnées standard

Wir werden vorerst vor allem mit einer unabhéngigen Variablen z € R und einer davon abhingigen
Variablen y = f(z) € R arbeiten. (f : R — R) Wir brauchen somit zwei Dimensionen. Graphisch gehort
dazu die Ebene R?.

Standardkoordinatensysteme sind demnach:
© Kartesisches Koordinatensystem
© Polarkoordinatensystem
Bekanntlich kann man mit Hilfe solcher Koordinatensysteme Graphen von Funktionen skizzieren, indem
man sich Wertetabellen erstellt oder den Graphikrechner benutzt.
2.1.5 Einteilung der reellen Funktionen — Distinction des fonctions réelles

Folgende Einteilung ist tiblich:
Reelle Funktionen:

@ Transzendente Funktionen

@ Algebraische Funktionen
— Algebraisch irrationale Funktionen

— Rationale Funktionen
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* Gebrochen rationale Funktionen
x Ganzrationale Funktionen

Ganzrational bedeutet, dass die vorkommenden Ausdriicke Polynome sind, d.h. nur plus, minus und mal
sowie Potenzierungen als Operationen auftreten.

Gebrochen rational bedeutet, dass die vorkommenden Ausdriicke Quotienten von Polynomen sind.
Algebraisch irrational bedeutet, dass in den vorkommenden Ausdriicken neben Quotienten von Poly-
nomen auch Wurzeln vorhanden sind.

Transzendent bedeutet, dass in den vorkommenden Ausdriicken nicht algebraische Konstruktionen
auftreten wie z.B. Sinus, Cosinus u.s.w..

2.1.6 Definitions— und Wertebereiche — Domaines de définition et de valeur
Bei reellen Funktionen hat man bekanntlich:

Dy ={zeR| f(x) definiert } Wr={yeR|3ep, : y= f(x)}

Dy und Wy sind haufig Intervalle I, I,...

Wir treffen folgende Intervalltypen:
© Abgeschlossenes Intervall: [a,b] = ={z €R |a <z <b}

@ Offenes Intervall: (a,b)=I={z€R|a<xz<b}

© Halboffenes Intervall: [a,b)=T={z € R|a <z <0b}
oder (a,b)=T={zeR|a<z<0b}

© 6—Umgebung: Us(zg) ={z€R|z0—0 <z <z0+ 0}

© Punktierte Umgebung;:
Us(zg) ={x €R|zp—d <z <a0+0d A x#x0}

@ Einseitig unendlich: [a,00)={z € R | a <z}
oder (co,b])={reR |z <b}

© Beidseitig unendlich: (—oo0,00) = {z | z € R}

Problem: Oft sind die Wertemengen Wy nicht geometrisch klar erfassbar. Wir benutzen daher auch
den Ausdruck Bildbereich B (mit Wy C B) fiir eine Menge, die genauer fassbar ist.

Bsp.: Sei neN~ f(n)=sin(n)~ Wy={y=f(n)|neNcB=(0,1)CR
~ Struktur von W;7 ...

2.1.7 Gleichheit von Funktionen — Egalité de fonctions
Definition: Zwei Funktionen f und g heissen gleich in I: < V,¢r f(2) = g(x)

Bemerkung: In der Mathematik unterscheidet man diverse Arten von Gleichheit oder Gleichungen.
Beispiele: Bestimmungsgleichungen wie 3+x =4, x =?. Oder: f(z) = g(z), x =?. Zuweisungen wie z.B.
x = T7: Der Variablen x wird der Wert 7 zugewiesen (,auf den Speicherplatz geschrieben®). Identitéiten,
7.B. Vayer f(x) = g(x). Syntaktische Identititen, z.B. sogar gleiche Zeichenfolgen in zwei Ausdriicken.
Z.B. (a +b)? und a® + 2ab + b? sind verschiedene Zeichenfolgen.
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2.2 Einige reelle Standardfunktionen — Quelques fonctions
standard réelles

2.2.1 Einige algebraische Typen — Quelques types algébriques
Gauss—Klammer—Funktion — Fonction aux parentheéses de Gauss

flx)=[z]:=n, z€nn+1), neZ

(Intervalle links abgeschlossen, rechts offen! ) v
— A, ..
f(z) ist stiickweise (auf [n, n+1)) algebraisch X
definiert. -
Signum—Funktion — Fonction signum
AY
1 z >0 10—
fz) = sgn(z): = 0 =z =0 X
-1 <0 >
_—

Man sieht sofort ein, indem man die verschiedenen Vorzeichenkombinationen durchgeht:

Eigenschaft: sgn(z - y) = sgn(x) - sgn(y)

Betrags—Funktion — Fonction de valeur absolue

Definition: flx) = |z| :=+Va?

Satz:

f(x) = [z] := z - sgn(z)

AY

¥

Eigenschaften: (Rechnen mit Betégen: )

L. |22 = (z-sgn(z))?> =22, (x#0 = Sgn(z)? =1, 2=0 = Sgn(z)? =0)

2. |-yl = z]- |yl
Beweis:
|z -yl = (z-y)-sgn(zx-y) =2 y-sgn(z)-sgn(y) = (x-sgn(z)) - (y - sgn(y)) = |z| - [y]
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x|z
R
y |yl

(Ersetze im letzten Ausdruck y durch ;

|
N

4 Jz £yl < fx|+ 1yl
(Auf der Zahlengeraden ablesbar. )

5. |z £yl = [lx] = [yl
(Auf der Zahlengeraden ablesbar. )

Bemerkung: sgn(z) =

‘/$2+0\/‘7’7

Zahlenfolgen — Suites de nombres

f:N+— R, f(n) = ay, heisst Folge
Folgen sind somit Funktionen f mit Y
Dy =N. ™

Fiir die Funktion als Punktmenge {(n|f(n))} schreiben wir abgekiirzt:

{(n]f(n)) | f(n) =an} =la1,a2,as3...] =< an >.
an in (a,) nennen wir das allgemeine Glied.

Man unterscheidet zwischen induktiv und rekursiv definierten Folgen (vgl. Algebra-Kurs).

Konstante Funktion — Fonction constante

f(x):cvxe]Ra ceR
AY

Lineare Funktion — Fonction linéaire

flx)=a-x+b

Steigung:

Ay _ f@) - fwo)
Alxr)  x—x = tan(a) Vo

Ahnliche Dreiecke ~» Gerade.

y—Achsenabschnitt: : ~ b

b
x—Achsenabschnitt oder Nullstelle: ~ zg= ——
a

Graph: Gerade.

¥
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Sdgezahnfunktion — Fonction en forme de scie

f@) =~ [a]

/// ‘ / / X

~» Periodisch!

Quadratische Funktion — Fonction quadratique

> f(r) = z?> Parabel (Normalparabel),
Scheitel im Ursprung, f(x) =a > 0 fiir x # 0
» f(x) =a>0fiir z#0

> f(z) = a- 2% Parabel, Scheitel wie vorhin
(Nullstelle (NS oder NS) (0,0)), Offnung a
> f(x) = a- 22+ ¢ Parabel verschoben um ¢
in y-Richtung, Scheitel in (0, c)), fiir a-¢c <0

zwei NSz10==% —i

> f(xr) = a-2%+b-x+ c Parabel ver-
schoben in z-Richtung und in y-Richtung,
Symmetrieachse bei noch unbekanntem g, y— y=ax'+bx+c

Achsenabschnitt ¢
X

0 iy
>

Bemerkung: f(x) =a-2%+b-x+ c heisst Grundform.

Problem: NS =7
Sei #—x9g =2 x=z2+1x0 = fla) =a-22+b-x+c=a- - (z+20)>+b-(z+m0) +c=
az? 4 2azwg + axt + bz + brg + ¢ = az® + (2axg + b)z + (azd + bxo + ¢) = h(2)
Da die Symmetrieachse von f durch xy geht, muss die Symmetrieachse von h durch z = g — x9 = 0
gehen. ~ h(z) = h(—2z) = (2a20+b) =0 (22 = (—=2)2V,, z# —2V,)
= X0 = —34s x:z—i—xozz—%
NS: 0= h(z) :az2+0-z+(a(—%)2+b(—%)+0)=a(22+% —%—i—i) :a(z2+%)
= 22 + % =0 (a 75 0) = 212 = i\/ b24—a42ac ==+ b22;4ac = T1,2 =20 + 21,2
- _b 4 Vb2—dac _ —bEt\b2-4ac

2a 2a 2a

Offensichtlich hiingt es von v/b? — 4ac ab, ob die quadratische Gleichung f(z) = 0 Losungen hat und
wieviele es sind. Wir definieren daher:
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Definition: D = b? —4ac heisst Diskriminante der quadratischen Gleichung
f@)=a-22+b-x+c=0

Satz: Vor.:

f@)y=a-22+b-2+c=0

Beh.:

—b+ Vb2 —4dac  —b++D
2a B 2a

D >0~ zwei Lésungen

D =0~ eine Losung

D < 0~ keine Losung

1,2 =

Nochmals zur Bedeutung der Koeffizienten a, b, c:

f(x) :a-x?—i-c
~ a: Offnung
~ c Translation in Richtung der y—Achse

~ b~ 7

Wir wissen:

b+ Vb2 —dac _ —b+VD 1+ 12 b

2a 2a Lm = 2 - 24

Nullstellen: zq0 =

Es gilt:  f(zm +d) = f(xm — d) (Symmetrie, nachrechnen)
~> Die Parabel hat in z,, ihr Maximum oder Minimum.

—b
~» b beschreibt linear die Lage des Extremums z,, := %a auf der x—Achse.
a

—b —b b?
~ Ym Zf(xm)=a30,,2n+b$m,+02a(%)Qﬁ-b(%),—i—x2—5 +c
-b b .
~ (T, Ym) = (2—, 1 + ¢) ~ Parabel, Variable b
a

Quadratisch erginzen — Compléter de fagon quadratique

D)=L ()

b b
ar?+brtc=0 = 22+ -z =—— = 22 +2—x+(—
a a 2a 2a a 2a

b, b ¢ b>—dac b Vb2 —4dac Vb2 —4ac—b
= @t+—)P=——"s--="—=>2+—=4—""" = g="T "
2a 4a2 a 4q? 2a 2a 2a

Scheitelpunktsform — Forme du point culminant

b
Sei a #0, f(x):a-xQ—i—b-x—i—c:a(JcQ—i——x—l—E)
a a
2 b b b c b c b
(220 RV IR B A R B R N N2 -~
a2 L (L (ot S malet o P+ (o)) =ale—m)
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Formel: Scheitelpunktsform

flx)=a(r—m)P*+n=— (=a-22+b-z+c), D=b>—4dac

Quadratische Ungleichungen — Inégalités quadratiques

Bsp.:

422 —3x —1>2x+1
oder :

422 - 52 —2>0

7
Losungsmenge vgl. Skizze \|\_/

Potenzfunktion — Fonction puissance

Definition: f(z) =2z™, n €Z heisst Potenzfunktion

f(z) = 23: Parabel 3-ter Ordnung
f(z) = 2% Parabel 4-ter Ordnung
f(z) = 2™, n € N: Parabel n—ter Ordnung y=x
Dy =
1
flx)y=2"1= o Hyperbel (1-ter Ordnung)
1 1
flx)=2"%= —+ Hyperbel 2-ter Ordnung X
x
f(z) = 27", n € N: Hyperbel n-ter Ordnung _

Eine Hyperbel besteht aus zwei Asten, die durch einen Pol »getrennt sind“.

Bemerkung:

Polynome vom Grad 3 haben immer einen punktsymmetrischen Graphen, Polynome vom Grad hoher
als 3 jedoch nicht mehr, wie das Beispiel f(r) = 2% — 1223 4 3522 — 24 x unten rechts zeigt.
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f(a-x)
f(a)Fb f(a+x)
/ J |~ -
-
a-x a atx
Hinweis zur Symmetrie:
Sei f(x)=a%+bx?+cx+d
~» Wendepunkt (siche Differentialrechnung):
Fr(w0) = Gazy+2b=0 = Plro, f(r0) = P2 20 - &y
o) =D a%o - 10, A0 = 30272 T 3a 2
Sei =7+ = fi(Z):= f(z) — flxo) = f(Z + x0) — f(x0) = ad® + (c — 352

f1 ist aus f durch Koordinatentransformation entstanden: Translation in y—Richtung f(x)— f(zo), Trans-
lation in z—Richtung & = x — 2. Da f1(Z) ungerade ist, ist die Symmetrie zum Ursprung nachgewiesen.

2.2.2 Einige Eigenschaften — Quelques qualités

Transformationen und Geometrie — Transformations et géométrie
h(z) = f(z) +a h(z) := f(z —a)

NI
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h(z) == f(—x) h(z) == —f(x)
S .
X
w ] N
hiz):=a- f(x) h(z):=—f(a-x)

A : A
\ﬂ"‘" X/ ax

Beschrinkte Funktionen — Fonctions bornées

Beispiele:

> f(z) =sin(z), Dy =R

> f(x) =2 Dj=[-1,1]

> flx)=e*, D;=R

Definition: [ beschrinkt < Jp;cp+ Yoep, @ [f(x)| <M
Funktion mit Polen — Fonction avec des podles

Wir betrachten die nachfolgende Skizze:
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Sei C = Kreis
N = Nordpol
Die Abbildung y — P = Cy)

(resp. P+—y) ist bijektiv (eineindeutig)
Vpec, P#N

Daher beniitzen wir folgende Definition:

Definition: xo heisst Polstelle von f, wenn sich y = f(z) gegen o0 resp. P =
C(y) gegen den Nordpol N bewegt, falls wir 2 gegen x¢ bewegen.

r—3
~» Polstelle =3 \\
y=2

Funktionen mit Asymptoten — Fonctions avec asymptotes

Zeichnet man im Graphen von vorhin durch die Polstelle eine senkrechte Gerade, so stellt man fest,
dass die Distanz zwischen der Funktionskurve und dieser Geraden immer kleiner wird, je grosser wir |y|
werden lassen. Diese senkrechte Gerade hier ist somit eine ,,Schmiegegerade” oder Asymptote.

Betrachtet man im Graphen von f(z) =

1 YA
p— + 2 die horizontale Gerade y = 2, so y=f(x)=lx+x
stellt man ebenfalls dieses Anschmiegeverhal-
. &(x)
ten asymptotisches Verhalten fest. Man
spricht hier von einer waagrechten Asymp- . o
tote. X TX

Asympt.

/Ir.{cr(y)

1
Im Graphen von f(z) = — + x dagegen tut dies die Gerade y = .
x

Zu einer exakten Definition der Asymptote kénnen wir erst gelangen, wenn wir den Grenzwertbe-
griff erarbeitet haben.

Fiir den Moment kénnen wir uns aber schon merken, dass seine nicht vertikale Asymptote y = h(x)
dann gegeben ist, wenn die Distanz |f(z) — h(z)| mit grosser werdendem z (oder —z) immer kleiner
wird, beliebig klein, falls man nur « (oder —z) geniigend gross macht.
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Jedoch konnen wir schon heute Funktionen mit Hilfe von Graphikrechnern auf Hinweise auf Asymptoten
untersuchen und Erfahrungen sammeln.
Periodische Funktion — Fonction périodique

Wir kennen bereits die Séigezahnfunktion:

f@) =z~ [a]

y= f(x)= f(x+k)

AVAVAVA

x+k

Es gilt: Voer, ren: f(x) = f(x + k). Diese Funktion zeigt offensichtlich ein periodisches Verhalten.

Wir definieren allgemein:

Definition: Eine Funktion heisst periodisch mit der Periode p
& Vaer, ken: f(x) = f(z +kp)

Bsp.:  f(z) =sin(x), f(z)=cos(x), f(z)=2—[z]...

Bsp.:

J() = sgn(sin(x 2))

Punktweise definierte Funktion — Fonction définie par points

Beispiele:
) reN vA yA
> f(x) -9 xER\N ¢ oo 0 0 X _—;——X
d(zr) = 1 z€Q — I
> 0 z¢Q(zeR\Q)

Im letzten Beispiel ist der Funktionswert d(z) je nach Zahlentyp des Wertes von z anders definiert. Das
fithrt hier zu einem unendlich dichten Kamm. Es ist prinzipiell unméglich (auch fiir einen Graphik—
Rechner!) den Graphen dieser Funktion sinnvoll zu zeichnen (auch fiir einen Graphik—Rechner!). Man
sieht hier eindrucksvoll die Grenzen der Darstellbarkeit.

Diskret definierte Funktion — Fonction définie de maniére discreéte

Definition: Ein Punkt z € M heisst isoliert, wenn zwischen x und dem
néchstgelegenen Punkt y € M ein positiver Abstand d > 0 ex-
istiert. (z ist also vom Rest der Menge M durch einen gewissen
Abstand getrennt.)

Definition: M = Dy heisst diskret, wenn diese Menge nur aus isolierten Punk-
ten besteht.

Beispiele fiir diskrete Mengen:
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N, Z, {1,2,3,4,5} ...

Definition: Diskrete Funktionen sind Funktionen, deren Graph eine
diskrete Menge bildet.

Konsequenz:
Ist Dy diskret, so ist f diskret.

Ein Beispiel fiir diskrete Funktionen sind die Zahlenfolgen:
Definition: Zahlenfolgen sind Funktionen mit Dy = N.

> f(@)=f(n)=a,=n? z=neN y‘y:an (xeN)
{ | x € N} ={(n,a,(|neN}=

,(2,4),(3,9), (4,16), (5,25),...}
= [1,4,9,16,25, .. ] .

Allgemeines Glied: N
<ap >=<n?>

1
Bsp.: <a, >=<(—-1)"+ — >~ funktional.
n

1 2 .
ar =1, apy1 = 5" (an + a_) ~ 1 ekursiv.
n

Stiickweise definierte Funktion — Fonction définie par morceaux

Man kann Funktionen auf verschiedenen disjunkten Teilintervallen einzeln definieren:

Bsp.
A y=f1(x) .-t
1 -
o0 +1 r < =2
T
flz) = 2 —2<r<?2
lLyts  3<a2 -
X
L
Fir 2 < =z < 3 ist die Funktion nicht b (ungenau)
definiert. \) ® (non exact)

Verkettete Funktion — Fonction composées

Bsp.: (Vgl. Algebral )

vy = f(2) < 2 = gly) = 9(f (@) = (g0 F)(@) = w = h(z) = hg(f(2))) = (ho (g0 f))(@)
Speziell:

si g(f(2)) =sin(2z + 3) = (g0 f)(z) ~ w
et = h(g(y)) = W) = h(g(f(x))) = @43 o (go f)(x)
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oder
ey =f@) =2+ L =gy =y - =9(f(@) = (& + 1) —[& +1]= (g0 HHlz) "> w
w=h(z) =4z — 2= h(g(y)) = 4(ly]) — 2 = h(g(f(2))) = 4((& + L) — [E + i) —2=ho (g0 f)(z)

D,
f f(a).= b g
\\\EgiS w, J| e

c=g(f(a)) :=(a) := (gof)(a); #:=gof

[ ho(gof)=(hog)of ]
y=f(x), 2=9(y) = g9(f(x)) = (90 f)(x)
gof heg w = h(z) = h(g(y)) = (hog)(y) ()
AN o ) Z o) < Mot
S T e x) = (hog)(y) = hg(y) = h(g(f(z
Xe e W =h((go f)(@) = (ho(go f)(x)
= ((hog)o f)(xz) = (ho(go [f))(x)

ho(gef) = (heg)ef
= (hog)of)=(ho(gof))

Wie man aus dem Beispiel erkennt, kann man mit Hilfe der Gauss—Klammer—Funktion und der Verkettung
beliebige Sidgezahnfunktionen aufbauen. Das wird wichtig, wenn man mit Computeralgebra—Programmen
(z.B. mit Mathematica) solche Funktionen bearbeiten will.

Einige Beispiele — Quelques exemples

1. Es gilt:
b - 1
Max(a,b)z%—i—%=§(a+b+(a—b)-sgn(a—b))
b - 1
Min(a,b)=a+ _ e |:—(a+b—(a—b)-sgn(a—b))
2 2 2
2. 1 "
‘ sin(m z
1 aw) = (2 4y
3.
4. .
|+
1 ) = 1
.8
.6
4
1 0.5 0.5 i
5.

0 é[ / v(x) :=h(z) — h(z —1)
0.4
0.2
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6.
zzm v1(2) := () +v(~z +3)
7. ,
Y4 va(x) := v(x) + v(z + 3)
8. ]
T t+x
3 H (@) = sgn( L)
3 2 1 1 2 3
9.
34 Hy(2) = H(z — 1)
3 -2 -1 7 3
10.
u(z) :=1 — sgn?(x)
0.8
0.6
0.4
0.2
1 -0.5 0.5 1
Monotone Funktionen — Fonctions monotones
Bsp.:
f@) =2~ z1 <wo = flx1) < fla2) y A
Falls x wichst, so wichst auch y = f(x).
f(x,);
_d
X, X,
Solche Verhaltensweisen fassen wir in strengen Definitionen:
Definition: f Theisst:
© monoton wachsend
54 r1 < T9 = f(xl) < f(xg)
© strengmonoton wachsend
& 1 <wp = fla1) < f(22)
© monoton fallend
54 r1 < T9 = f(xl) > f(xg)

© strengmonoton fallend
& 1 <wx2 = f(1) > f(x2)
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7.B.

> f(x) =7 fallt und wichst monoton!

> f(x) = 2 wichst streng monoton .

> f(x) = 22 fillt streng monoton fiir z < 0 und wiichst streng monoton fiir = > 0. .

Gerade und ungerade Funktionen — Fonctions paires et impaires
Funktionen, deren Graph symmetrisch zur y—
Achse ist, nennen wir gerade vA
Bsp.: f(x,) = f(-x,)
fl2) =2 = (—2)* = f(-=) x
o
_xo X,
Funktionen, deren Graph symmetrisch zum y
Ursprung ist, nennen wir ungerade f (xo)‘ f(x,) = - f(-x,)
Bsp. -X, X
fl@) =2 = —(~2)° = - f(-2) x |
f(-x,)
Definition: f heisst gerade
< Vaeny f(@) = f(-=)
Definition: f heisst ungerade
And vJL‘EDf f($) = —f(—$)
Es gilt:
1. a,8€R, f, ggerade
= af+Bggerade, f-g gerade , ! (g9(x) # 0) gerade
g

2. a,B€R, f,gungerade

= «af+ (g ungerade , f-g ungerade , = (g(x) # 0) ungerade

Q [~

Ganzrationale Funktionen — Fonctions polynomiales

Geg.: Polynom

p(z) = apa™ + o1z P4+t axt Fagr’ =apa Fan_12" M 4.+ ax+ag, an #0

Esgilt: (...((apxz+an—1)z+an—2)x+...+a1)x+ap
(Horner—Schema. Mit dieser Darstellung kommt man bei der Berechnung mit wesentlich weniger
arithmetischen Operationen aus.)

GnyQp—1,--.,01,00: Koeffizienten des Polynoms .
n: Grad des Polynoms (pgrad) .

Ganzrationale Funktionen sind solche, die durch ein Polynom gegeben sind.
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Fiir Polynome gilt der Hauptsatz der Algebra (vgl. Teil Algebra). Obwohl die komplexen Zahlen
hier nicht behandelt worden sind, ist dieser Satz nachstehend wiedergegeben. Er ist uns auch fiir reelle
Funktionen niitzlich.

Satz: (Hauptsatz der Algebra )

p(z) = Polynom mit Grad n n.

Beh.:

p(z) hat in Cn NS z;.
~» p(z) hat in R m <n NS.

p(z) =an(x —x1)(x —22) ... (x —2p) (~ @1,...,2, NS)

p(z) = an(x —x1)(x — 23)...(x — 2,,) ~ Linearfaktorenzerlegung

Speziell:

n=2:p(r) = aww?®+a1x +ag = ax? + bx +c = a(r — z1)(z — 22) = ax® + a(—x1 — 22)T + azx172
= a1 =b=—a(x1 +x2) = —ap(x1 + x2), ap =c = ax122 = asr122 (Vietal )

Bsp.: p(r)=22+32x—4, z,29 = { 1_4 (r—1)(r+4)=22+32x—4

Gebrochen rationale Funktionen — Fonctions rationnelles fractionnaires

Seien p(z),q(x) Polynome .

Definition: flx) = p(z)

@) heisst gebrochen rationale Funktion
q(x
2% — 422 +22+9

22 —8x—3

Bsp.: f(z) =

Falls pgrad(p(xz)) > pgrad(q(z)) gilt, kann man p(z) durch ¢(z) dividieren, wobei ein Rest r(x)
iibrigbleiben kann mit pgrad (r(x)) < pgrad(q(z)).

p(x) r(z)
flz) =—= =h(x)+ —=, pgrad(r(x)) < pgrad(q(z
(z) @) (z) @) P8 (r(x)) < pgrad (q(z))
9+2x —42%+ 23 214+ 37x
B .e =14 - =4 R
P —3—8x+a? +x+—3—8x+x2 T2+ Rlw)
442 ~ Asymptote, R(z) — 0 (z — o)
Bemerkung: Da rationale Funktionen nur endlich viele Nullstellen haben

(beschréinkt durch den Grad des Zidhlerpolynoms), kénnen peri-
odische Funktionen nicht rational sein.
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Satz: Eine periodische Funktion ist nicht rational.

2.2.3 Umkehrabbildungen — Applications inverses
Begriff — Notion

f(x) = f(—x) = 2% ist nicht bijektiv : YA g A‘
T +—s 9

X
L

A
)

f(x) =y = ax + b hingegen ist bijektiv
y—b Y Y

a =X, ? ? X, @

Bei der Behandlung der Abbildungen (vgl. Teil Algebra) wird die Umkehrabbildung genau erklért. Hier
nur kurz: Wird eine Abbildung A — B durch die Menge {(a,b) | a € A A b € B} gegeben, so definiert
die Menge {(b,a) | a € A A b e B} die Umkehrabbildung.

©

xr =

Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~! wieder Funktion mit D -1 = Wy

f o= f1 — (g
ER F ) = £ (@)

laSd

x
="' = y=f(@)=ff"'v)
Manchmal wird f erst durch Einschrénkung von Dy bijektiv.

laSd

Bsp.: f(z) =22, Dy =R

Beispiel Quadratwurzel — Exemple racine carrée
v Loy=a?
T=\Y

~ [THy) =z =4y

x=f_1(y)=W
=y=f"(x)=Vx

Darstellungsproblem, Variablenwechsel — Probléme de représentation, changement de vari-
able

Problem: Oben war z die unabhéingige Variable von f und y die abhéingige Variable y = f(x). Jedoch
war y die unabhingige Variable von f~!. Sowas ist manchmal ungeschickt: Besonders dann, wenn zwecks
Vergleich der Graph von f und derjenige von f~! in einem Diagramm dargestellt werden sollen. Dann
ist es erforderlich, auch bei f~!  als unabhingige Variable einzufiihren, d.h. bei f~! die Variablen zu
vertauschen.

Vertauschen der Variablen bedeutet aber vertauschen der Axen, d.h. Spiegelung an der Geraden, die den
ersten Quadranten halbiert.
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Y 4 ,
-1 . _ _1
— ) \< y=f0o=5
Xe o y=f(x) R4 X=l=f_1(y)
=T —F "=ty . (s y
x=f"(y) =f(f'(f(x)) e
=f7(f(x)) \
~ oy =fl@)=f( @), f=Ffo(ftof)y=fof T tof [fTl=fTlofof ..
(Abbildungen sind assoziativ, vgl. Algebra. )
Speziell:  f(x) ! = !
eziell: r)=—= r=-
p - ) y
= f(z) = f~'(z) (nach Variablenwechsel ).
Satz: Bei einer streng monotonen Funktion ist die Umkehrabbildung wieder eine
Funktion mit Wy = Dy.
Beweis: Bei strenger Monotonie ist die Injektivitét offensichtlich.

2.2.4 Transzendente Funktionen — Fonctions transcendentes
Elementare Begriffe — Notions élémentaires

Problem: Nach langen Schuljahren stellen wir uns nun eine Frage: Was ist ein Winkel und was ist
das Mass eines Winkels? Vergleichbar sind die Fragen: Was ist eine Flidche und was ist das Mass einer
Flache? — Fldchen sind zum Beispiel ein Kreis, ein Quadrat oder ein Dreieck in der Ebene. Flichen
haben also eine Form. Das Mass kann 1m? sein. 1 ist eine Zahl. Wie ist das nun entsprechend beim
Winkel und beim Winkelmass?

Horen wir dazu Euklid: FEuklid sagt: Zwei nicht parallele Geraden zerschneiden eine Ebene in vier
Winkel. — Ein Winkel ist demnach eines dieser vier von zwei Geraden ausgeschnittenen Ebenenstiicke.
Ob wir die Rénder dazu zéhlen oder nicht — das lassen wir vorerst einmal offen. Dass aber ein Winkel
ein Teil einer Ebene ist, werden wir unverzichtbar gebrauchen, wenn es darum geht, dem Winkel einen
Richtungsvektor zuzuordnen.

Problem:

Durch zwei von einem Punkt ausgehende
Strahlen s; und sy werden zwei Winkel
definiert: X(s1, s2) und X(so, s1).

(X(s1,82) ~ Drehe s; um den Schnittpunkt
S in s9.)

S,

= (s,,8,)

.- SZ
+ Winkel / Angle

Orientierung: Positiv in Richtung Gegenuhrzeigersinn.

Messung des Winkels :

Idee: Unterteile den Winkel in kongruente Teile.

Altes Babylon: Ca. 360 Tage pro Jahr ~» 360° (Altgrad) im Vollwinkel. (Der Sternhimmel verschiebt
sich pro Tag um ca. ein Grad.) ,,Moderner“ Neugrad: 100 Teile statt 90 Teile im rechten Winkel.

Fiir die Mathematik ist das Bogenmass besser geeignet: Messe als Winkelgrosse die Liange des Bogens
auf dem Einheitskreis. (In der Physik verwendet man dazu die iiberfliissige kiinstliche Einheit Radiant.)
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Winkelfunktionen — Fonctions trigonométriques

Hier gehen wir von der Geometrie aus und definieren vorerst die Winkelfunktionen (trigonometrische
Funktionen) geometrisch am Einheitskreis. Von der mathematischen Problematik der Winkel- und
Langenmessung sehen wir vorerst einmal ab. (Messung ~ Physik.)

Siehe Skizze :

yi « ~ Standard: Bo
: Bogenmass
1 ©tg (P\ P b
Sinus: sin(a) = p
sin . C
T ‘P tan(P Cosinus: cos(a) = -
111 - X a: Bogen ~» arcus.
T - ,
cos? Secans: sec(a) := -
1
Cosecans: csc(a) :=
sin(a)
Tangens: tan(a) := sin(a)
cos(a)
1
Cotangens: cot(a) = ctg(a) := tan(a)
an(a

sin?(a) + cos?(a) = 1

Graphen:
sin(a), cos(a) € [0, 1]

NS: sin, tan~ a=nm, n€Z
T

(Pythagoras )

cos, cot ~ a=nm+ 5
Polstellen :
tan ~ o =nm+ 5
cot ~ o =nmw
Periodizitét : sin(@) = sin(a + 2nm)
cos(a) = cos(a+ 2nm)
tan(a) = tan(a + nm)
cot(a) = cot(a+ nm)
Bemerkung: Trigonometrische Funktionen sind als periodische Funktionen nicht

rational.

Arcusfunktionen — Fonctions circulaires inverses

Auf gewissen eingeschrankten Bereichen sind
die trigonometrischen Funktionen bijektiv und
somit dort umkehrbar.

D.h. f~! ist bereichsabhingig. Wir wihlen
als Standardbereich jeweils den Bereich um
den Ursprung oder unmittelbar rechts davon.
~» Arcusfunktionen.

.

~ .
arcsin

arccos
/
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arctan

\

Anwendung bei Polarkoordinatensystemen — Application pour les systémes de coordonnées
polaires

P:P(xay):P(Ta(p)M

x = rcos(p) /_\ P
y = rsin(p)
r — /x2 + y2

p = arctan(g)
x

cot(a) = cot(a+ nm)

Bsp.:

(~Spirale)
) (~Cartinoide)

()
()

14
sin(

(VIS

Exponentialfunktion — Fonction exponentielle
Bsp.: f(n)=2" neZ
~ Wertetabelle:

|ln | =4 | -2 | 0 | v | 2 | 4 |
fn)y|2t=LT]22=1]2=121=2[22=4[2"=16|
4

Wir definieren allgemeiner:

Definition: f(z) = a” heisst Exponentialfunktion
a~ Basis (a > 0)

r ~ Exponent

a® ~» definiert fir z €N
* r=72€Q, neZ meN
~ aF =g = (a”)% = %/a™ definiert
r ¢ Q~ x anndhern durch € Q
~» @® anndhern durch aw € Q

oo
v il A
—

e

l
!

X

L

(Annéiheruﬁgspr(;zesse ;/gl. A‘usfiihrlimgenn iiber Folgen und Reihen. )
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Wichtig:
Eulersche Exponentialfunktion
~ f(x)=e", e~2718281..., e¢Q, e € R (Eulersche Zahl )

Nachfolgend einige bekannte Regeln fiir das Rechnen mit Potenzen:

Regeln: 1. a®-a¥ =a"""

2. (a®)¥ = a™¥

1
5. a7 "=—, a#0
a/J,

6. a* - b* = (a-b)*
7. a>1 Nax>0 = a*>1

8. a>0 = V,a" >0

Logarithmusfunktion — Fonction logarithme

Sei a>1, <y, t+d=vy, d>0~ a?=a"T"=a"a?>0a" = d*"<a’~ a>1 = a*
streng monoton wachsend .
Ebenso: 0 <a <1 = a* streng monoton fallend .

Konsequenz:

1) f(z) =a® a>0, a#1 = fHz)ex-
istiert fir 2 > 0. Esist: Dy =R

2) f(x) = a® = y monoton wachsend =
f1(y) = log,(z) ebenfalls monoton wach-
send

yi

Definition: flx)=a"
~ f71(z) heisst Logarithmusfunktion zu Basis a

Speziell:  log.(z) :=In(z) heisst Logarithmus naturalis.

Die folgenden Gesetze oder Regeln oder Eigenschaften beweist man durch Riickgriff auf die Exponen-
tialfunktionen:
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Regeln: 1. z =log,(a®) = aloga ()
2. log,(a) =1
3. log,(1)=0

4. log, () + log,(y) = log,(x - y) (log: bji.!)

log, (z) ,
5.1 = - B hsel!
ogy(x) Tog. (5) (~ Basiswechsel! )
T = blogb(w), r = plogs(®) — glog,(z) — (blogb(a))loga(ft) o
— Hom @195, = log, (z) = logy (a) - log, (1)
(Monotonie!)
6. log, (™) =n-log,(x) log, (z - ) = log,(z) +log,(x)...

Hyperbolische Funktionen — Fonction hyperboliques

Definition: Sinus hyperbolicus:

Cosinus hyperbolicus:

inh
Tangens hyperbolicus: tanh(z) = th(z) := i:hifc))
1
Cotangens hyperbolicus: coth(x) = cth(zx) :=
tanh(z)
Bemerkung:
\\‘ y 7
\ : / X y1= 1
Y, Vergleiche mit der Hyperbel z2 —y? =1

e x (Sei x = cosh(t), y=sinh(t))

/ ! X = cosh(t)

/ - y = sinh(t)

t_ et
x = cosh(t) = , y=sinh(t) = <
2 2 y=\x-1
22 — % = cosh?(t) — sinh?(t) y =sinh(t
- x
2 i 2
(=t (et X = cosh(t)
2 2 X yz= 1

1 1
:1(62t+2et6—t+e—2t_62t+2et6—t_e—2t) - x2—y2=z4et_t:eozl
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Konsequenz: ~» z?—y? = cosh?(t) —sinh?(t) = 1

inh(¢
Nach Definition gilt: tanh(t) = sinh(f)
cosh(t)
inh tanh(t
~ 2 ®) = tanh(t) = anh(t) ~» tanh richtig in der Skizze.
cosh(t)

t 1
A= 5=73" arsinh(y) Siehe Integralrechnung Seite 138.
Aus der Definition kann man ablesen:

Folgerungen:

= sinh(x) ~ ungerade Funktion
) ~ gerade Funktion

= tanh(z) ~ ungerade Funktion
) ~ ungerade Funktion

5. Zusammenhang:
cosh?(t) — sinh?(t) = 1

6. Zusammenhang:

cosh?(t) + sinh?(t) = cosh?(21t)

Bemerkung: Anwendung: Funktionsgleichung fiir die Kettenlinie:

Kurvenlédnge:

Sei uze“‘>0:y=sinh(x):e ) = = uw—2yu—1=0

2y ++/4y?+4 - 2 4y? 44
= u172=—y vt , u=¢€e">0 = uze*z—y—i_ 2y i =y+Vy2+1

2
= z=In(y+ 12+ 1) =sinh '@ := arsinh(y)

In dhnlicher Weise kann man weitere Formeln herleiten: ~-
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Folgerungen:
1. sinh~!(z) := arsinh(z) = In(z + V22 + 1)
2. cosh™*(x) := arcosh(z) = In(x + V22 — 1), =z >1
1 1+

. tanh™'(z) := h(z) = =1 1

3. tanh™" (z) := artanh(z) 5 n(1 —x)’ |z <
1 1

4. coth™(z) := arcoth(z) = 5]11(1 + ), Jz] >1

2.3 Reelle Zahlen und Folgen — Nombres réels et suites

2.3.1 Darstellungsarten — Facgons de représentation
Dezimalbriiche — Fractions décimales
In 2.1.3 auf Seite 4 haben wir die reellen Zahlen bereits getroffen. Sie bilden unsere wichtigste Grund-

menge fiir Definitions— und Wertebereiche.

Von frither wissen wir, dass die reellen Zahlen diejenigen Zahlen sind, die als Dezimalbriiche darstellbar
oder vorstellbar sind. Z.B. 7 oder e (Eulersche Zahl):

m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164 . . .
7 ist nicht periodisch! Ebenso:
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724077 . . .

Weiter sind bekanntlich die rationalen Zahlen genau diejenigen Zahlen, die sich auch als periodische
Dezimalbriiche schreiben lassen und umgekehrt. Die Periode kann dabei auch 0 sein. Z.B.:

1
i = 0.25 = 0.250000000. .. oder - = 0.142857142857142857 . ..

% ~» Periodenlinge < b (Wiederholung der Ziffern bei der Division, Vorrat beschrinkt!).

Oder:
£=0333... = 100=3333... > 10c—2=9r=3333...-0333...=3 = a=2=1
— 3r=3-1=1=3.0333...20.999... = 120.999...7

Stimmt das: 1 = 0.999... 7 — Das bedarf einer Erklérung. Wir miissen iiber die reellen Zahlen mehr in
Erfahrung bringen!

Wir merken uns:

Wichtig:
r € R < x darstellbar als unendlicher Dezimalbruch .
r € Q < z darstellbar als unendlicher periodischer Dezimalbruch .

Bemerkung: Statt Dezimalbriiche (im Dezimalsystem, Basis 10) kann man auch
p—adische Briiche (Basis p) mit beliebigem p € N, p > 1 ver-
wenden.
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Kettenbriiche — Fractions continues

Beispiel eines Kettenbruchs:

r=1+ 11 :=1+,%/+,%/+,%/+,%/+---(=\/1+\/1+7\/T)

1“1‘1—1
1+...
1 1+vV5
~ EBsgilt: t=14+=- = 22 —2—-1=0 = z= 2\/_
T
Da sicher gilt z > 0, kommt nur die Losung 1+2\/5 in Frage.
Oder: ) ) ) ) Y
1 = = = = 1+v2
r=1+ =1+ + + + +o- = =
1 1 1 1 1 2
4+—1
4+4+71
4+ ...

Interessanterweise gilt hier z.B.:

Lemma: \/5, \/5 ZQ

Indirekter Beweis fiir v/2: ,
p

Annahme: 2 € Q, V2= b gekiirzter Bruch , p,q € N (teilerfremd ). = 2= — = 202 =p* = p
q q

gerade = p=2k, k€N = 2¢> =4k> = ¢® =2k?> = ¢ gerade = p,q haben den gemeinsamen

Teiler 2 (ggT(p,q) >1) = Widerspruch!

~»  Annahme /2 € Q falsch.

Bemerkenswert ist, dass sich einerseits /2 re-
sp. V5 sofort als geometrische Strecke bestim- y
men lisst (Pythagoras: 12 + 12 = Vo 2),
dass v/2 resp. /5 einfache Kettenbruchen- 2
twicklungen haben, dass sie jedoch wegen

V2,v/5 ¢ Q keine periodische Dezimal- o 1 \V2
bruchentwicklungen haben. et

Folgende Zahleneinteilung ist geldufig:
N
z{ o
N Zg
Q...... Z) gebrochen rat.

irrat.Z. < algebraisch irrational
transzendent,z.B. 7
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Irrationale Zahlen als nichtperiodische Dezimalbriiche lassen sich sofort aufschreiben, z.B.:
r =0.10110111011110111110111111011. ..

Eine Moglichkeit, die reellen Zahlen mit Hilfe exakter mathematischer Grundlagen zu gewinnen, sind
auch die Dedekindschen Schnitte (vgl. Lit.).

2.3.2 Zahlenerweiterung — Elargir les ensembles de nombres

Bekanntlich muss man die ganzen Zahlen Z einfithren, weil in den natiirlichen Zahlen N Gleichungen
wie 2 4+ x = 1 nicht 16sbar sind. Q fiihrt man ein, weil in Z Gleichungen wie 2 - z = 1 nicht 16sbar sind.
Und die irrationalen Zahlen muss man einfiihren, weil in Q Gleichungen wie 22 = 2 nicht lésbar sind.
Die letzte Gleichung nennt man algebraisch, weil sie mit den Mitteln der Arithmetik formulierbar ist.
So gelangt man zu reellen Zahlen. Dabei begegnet man aber sofort zwei neuen Problemen: Einmal hat
eine Gleichung wie 22 = —1 in R keine Losung. Man kann die Losbarkeit solcher Gleichungen wieder
erzwingen, indem man R zu den komplexen Zahlen C erweitert. Andererseits ldsst sich z.B. die Zahl 7
nicht durch einen endlichen arithmetischen Ausdruck beschreiben, ist also nicht algebraisch. (Der Beweis
dieser Tatsache ist recht kompliziert und daher momentan hier nicht méglich). Es zeigt sich jedoch,
dass man Zahlen wie 7 oder e (Eulersche Zahl) durch ,,Grenzprozesse* gewinnen kann. Z.B. wenn man
die Folge (an) = ((1 + 1)) studiert, so beobachtet man, dass sich a, immer mehr e nihert (gegen e
konvergiert), beliebig genau, wenn man n geniigend gross wéhlt.

Wie wir spédter beim Studium der Folgen sehen werden, hat R FEigenschaften, die in Q nicht
vorhanden sind. Zwar ist Q dicht (d.h. zwischen zwei Zahlen a,b € Q gibt es immer eine dritte, z.B.
c= “T‘H’ €Q, a<ec<b).Q hat aber Liicken, z.B. V2 ¢ Q oder 7 ¢ Q. R hingegen ist nicht nur dicht,
sondern auch liickenlos. Zwischen die reellen Zahlen kann man nichts Verniinftiges, nicht Reelles, von
reellen Zahlen durch endliche Differenzen Verschiedenes mehr einpacken. Spéter zeigen wir:

Satz: 1. Jede monotone und beschrénkte Folge konvergiert in R:
R =R U{+oo} ist ,abgeschlossen®.

2. Jede nichtleere Teilmenge M C R, die eine untere Schranke hat
(Zahl s unterhalb allen Elementen von M), hat auch eine maximale
untere Schranke.

(Die Konvergenz wird spéter besprochen. Danach gilt z.B.:
r=099... = 102=999... = 92=9 = z=1
= lim 0+107'+10724103+...+10"=1 d. h. 1-0.999...9"=°

n—00

0)

=0.999...9 n

Konsequenz:
Reelle Zahlen sind daher Klassen von Dezimalbriichen mit gleichem Grenzwert.

2.3.3 Das Problem der Michtigkeiten unendlicher Mengen — Le probleme
de la puissance des ensembles infinis

Zwei endliche Mengen nennen wir bekanntlich gleichméichtig, wenn sie die gleiche Anzahl Elemente
haben — oder, was dasselbe bedeutet, wenn sich die Elemente gleich durchnummerieren oder bijektiv
aufeinander abbilden lassen. Wie ist das nun entsprechend bei sogenannten ,,unendlichen Mengen“ wie
N, Q@ oder R? Ersichtlicherweise hat es in Q oder in R Zahlen, die in N fehlen: Es hat also in N
weniger Zahlen als etwa in R. Es gilt ja N C Q C R. Andererseits hat es in N und in R unendlich viele
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Elemente. Ist daher etwa ,,weniger unendlich® wie in N das Gleiche wie ,,mehr unendlich® wie in R —
oder ist es anders? Man merkt schon: Unendlich ist noch kein scharf gefasster Begriff. Er bedarf einer
Untersuchung oder Prizisierung. Den Anstoss zu solchen Untersuchungen hat Kummer! gegeben mit
seiner Mengenlehre oder ,, Theorie der transfiniten Kardinalzahlen® (d.h. {iberendliche Miichtigkeiten).

Um die Méchtigkeit zweier unendlicher Mengen vergleichen zu kénnen, definieren wir:

Definition: M gleichméchtig wie N
f bji.
(|M| = |N|) L= HBjjectjon I M —=" N

Falls alle f hochstens injektiv, nie aber surjektiv sind:
[M] < |N|

Wir wollen nun zeigen: |N|=|Q|. (= |N|=1Z|=]Q].)
Das gelingt, wenn wir jeder rationalen Zahl fl—’ €Q, peZ, qe N eine Nummer (oder ein Index) n € N
zuordnen konnen. Dann haben wir Q abgezihlt oder bijektiv auf N abgebildet.

Trage dazu die Zahlen fl—’ in ein Koordi-

natensystem ein. fl—’ ist eindeutig einem Punkt
P, = (p,q) zugeordnet. Diese Punkte lassen
sich wie folgt abzéhlen: Gehe die Punkte
vom Ursprung aus einer Spirale folgend im {42
Gegenurzeigersinn durch, einer nach dem an- y ( .
dern, und verteile jedem Punkt eine Num-
mer, falls er eine Zahl darstellt, die noch nicht Ve w12 DR A2 A 211 B 23T+ VR A/ 2B 2R
vorgekommen ist. Auf diese Weise erhilt jede

rationale Zahl eine Nummer. Q ist daher so

abgezéhlt.

| —|2/3

) )
=)

e
=
N

Ed

o/
NI
\

p

Lemma: IN| =1Z| = |Q|

~» Problem: Wie verhilt es sich mit |Q| und |R|?

Wir wollen zeigen: |Q| < |R| indem wir wesentlich mehr zeigen:

Lemma: |Q| < [0, 1]|

[0,1] C R ist die Menge Zahlen, deren Dezimalbriiche, die mit '0.” beginnen. (1 = 1.000...=0.999...)

Wir fithren die Begriindung indirekt: Wir nehmen an, es gelte |Q| = [0, 1]. D.h. die Zahlen im Intervall
[0, 1] lassen sich vollstindig durchnummerieren: . Z.B. :

1 = Oznzizzizzia. - Es gilt demnach:

xro = 0.291299223%224 ... {.131,.132,.133,134,...} = {.131 | i€ N} ZQ
r3 = 0.2312’322332’34 e

Ty = 0.2412’422432:44 e

IKummer: 1810-1893
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mit z; € Z=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (Ziffern )

Nun kann man aber sofort eine Zahl x = r € [0, 1] konstruieren, die nicht in der Liste resp. Aufzidhlung
vorkommt:

Sei r=0.21222324..., 2z € Z =1{0,...,9}. Wéhle fiir diese Konstruktion: z; # z11, 22 # 292, 23 #
233 ..., 2 # zii, - (Wegen z; # z;; stehen fiir z; jeweils 9 Ziffern zur Auswahl! )
= r#ux (da 2z # 211), 7 # X2, ¥ # x3...7 #x;... = 1 fehlt in der Liste, die Nummerierung ist

nicht vollsténdig.
~ Problem:
Lasst sich C so wie R ordnen?

Untersuchungen zeigen, dass man sehr einfach in C eine strenge Ordnungsrelation definieren kann.
Jedoch ist bis jetzt keine totale Ordnung bekannt, die elementargeometrisch Sinn macht. Der Preis fiir
die Erweiterung von R zu C ist also der Verzicht auf eine geometrisch sinnvolle Ordnung.

Bsp.:
(Definition einer Ordnungsrelation in C: )
Wir werden dabei zeigen:

Lemma: IR| = |R?| = |C|

(In der Algebra wird gezeigt, dass man die komplexen Zahlen C als Punkte einer Ebene auffassen kann. )

Yy
bij. bij.
R2 2 My mit ¢ 'R g,
bij. bij.
R2 2 My mit o el %, 2,
2
bij. bij. 3¢ ¥

p'
R21—>M3/4 mit o VI >
P

= [My| = |[Ms| = |Ms;y| =|R?| (Bij) A My C My CR2, C M3,y CR* = |R2,| = [R?|
Trotz der Anschaulichkeit obiger Abbildung haben wir noch keine Bijektivitéit. Das kann man aber wie
folgt erreichen:

Seien (z,y) € R2, =R xR (y > 0).

2

R

Sei

1
fa) — {(m)_1 z€0,1)

—x+1 x € [1,00)

f bildet R bijektiv auf R ab. ~» h = f~! bildet R bijektiv auf R ab.

~» Mit h kénnen wir daher C auf die obere komplexe Halbebene (Im(z) > 0) abbilden.
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~» Seien somit: 2z =ai +1by, 29 =as +1iby, ap €R, bkERa’.«» Im(z) >0

T =VjV—1 ... V2V L1 T2X3 ..y, Y =W Wk—1...-W2W1Y1Y2Y3 ..., Vi, Ti, WiY; € Z = {0,...,9}
Betrachte den Fall j > k. Fiille nun y vorne bis zur j—ten Stelle mit 0 auf.
~ Yy =0;0_1...0p41 We Wr—1 .. . W2 W1Y1Y2Y3 - - - = Wj Wj—1 - - - Wh-1 Wk Wh—1 - .. W2 WY1 Y2 Y3 - - -

Fiir die Abbildung (z,y) € RZZO — z € R ,mischen“ wir die Dezimalbriiche wie folgt:

(x,y) = (.ﬁ/y) = (’Uj Vj—1...02V1.21 L2723 .. / WjWj—1...-W2W1-Y1Y2Y3 - - ) — Z =
=V Wj Vj—1Wj—1...V2W270V] W1.T1Y1 L2Y2X3Y3 ...
mit sgn(z) := sgn(x)

(Fiir j < k argumentiert man ebenso.)

Ersichtlicherweise ist diese Abbildung ,,beinahe“ bijektiv, denn die ,,Entmischung* bei der Riickabbildung
geht stellenweise eindeutig und ist somit problemlos méglich.
Es besteht noch das Problem, dass einige reelle Zahlen nicht eindeutig darstellbar sind.

Bsp.:  1.0000...=0.9999...

Das Problem besteht aber nur fiir abzédhlbar viele periodische Dezimalbriiche, d.h. fiir rationale Zahlen,
fir die gilt:

Q < [R], Q|+ [R] =R|
~ R RE ©
Als erste Konsequenz haben wir nun:

Satz: IN| =|Z| = |Q| < |R| = |R?| = |C]

Konsequenz: Es gibt somit verschiedene Typen von ,unendlich“: Z.B. oo vom Typ |N| (~ ooy) oder
oo vom Typ |R| (~ oog)

Wir werden weiter unten sehen, dass fiir immer grosser werdende n (n geht ,gegen unendlich®) die
Folgenglieder a,, = % von (a,) immer néher zu 0 riicken, was uns dann spéter zu Feststellungen wie
. 0% = oo fithrt. Daraus sieht man, dass zu verschiedenen Typen von co auch verschiedene Typen von 0
gehoren miissen, eine Entdeckung, die sich in der ,,Non—Standard—Analysis* ausbeuten lisst. Elemente
aus diesem Bereich werden uns fiir die Anschaulichkeit und das Verstédndnis im Folgenden eine grosse
Hilfe sein.

Konsequenz: Dimension # Michtigkeit

2.3.4 Weitere Resultate — D’autres résultats
Siehe Seite 30:

(B2Ppq = (p,a) €ZxN) A (Zx N/ =|Q=IN)) = QCZxN

~ ([Ar] = [A2[ = IN[ = [A; x Ao = |N|
~ (|Ail=...= Al = IN|) = |A; x A2 x ... x 4] = |N|
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Satz: (A1 =...= |Ax] = IN|) = |A; x Ay x ... x Ag| = |N]|

Analog sieht man (vgl. Seite 32):

Satz: (A1 = ...= |Ag] = |R]) = |A; x Ay x ... x A = |R]

Weiter gilt:

Sata: Al < |N| = |A| €N,

Zum Beweis: Sonst Widerspruch zum zornschen Lemma (Lit.).

Satz: IN| < |[P(N)| =1[0,1]| = IR| < [P(R)] < |P(P(R))| < ...
Zum Beweis:

L fre ™ fa) = S £ 011 [1,00) ~ 0,1]] = 10, 1] = [[1,50)
0311 = I[1,50)] A [0,1]U[L,00) =R = 1[0, 1]] = Ry

RS =|R7| A R§UR™ =R = [[0,1]| = [Rj| = [R|

2. Sei z, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (Ziffern)
~ binéir: zp=by € {0,1,10,11,100, 101,110, 111, 1000, 1001}

Entsprechend im 11-er System:
2t €40,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C {011y, L(11), 2(11), 3(11)> 4(11)> 5(11), 611, T(11), 8(11)s 911), A(1n)}

Sei z=0.z21222324...€[0,1) ~ Ty in; : [0,1) g P(N) :

ing.
z = 0.21222324 o= M= {21, 22,3, %4,5,65 27,8,9,105 - - .}, M € P(N)

Dabei ist:

21 =Aanzana €N, 223 =Aanzan2zans €N, za56 1 =Aa)2a1)42a1)5201)6 €N ..
Wegen der Anzahl Ziffern gilt: 2 < 223 < 2456 < ... Durch die vorgestellte A(H) wird erreicht,
dass die jeweils entstehende Zahl z_ nicht mit 0 beginnen kann und so die Ordnung nicht mehr
stimmt.

= [0,1)] < [P(N)|
3. Sei M eP(N), M={ny,na,n3ng ...} EN mit ny <ng<nz<ng<...

ing.

~ 3f ing.: PN)—10,1), P(N)> M = {ny,ne,ng,na, ...} e [0,1)
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Dabei ist:

ny = b1, no = by, n3 = bs,..., by = Bindrdarstellung von ny,

und z:= 0b12b22b32b42 e

Durch die eingeschobene 2 wird jeweils die eindeutige Trennung der verwendeten Binérzahlen
garantiert. Damit wird die Abbildung fi injektiv.

= [P(N)[ < [0, 1)]

(0, DI < PM)) A (PN <0, D)) = [PN)] = [0, 1)] = |R|

5. Sei |N| < |M|

Vor.: Jjf i 0 M LR P(M) ~ Frage: |M|<|P(M)|?

Sei T ={m; |m; ¢ f(m;) CP(M), j€ {Ind.}},
{Ind.} = Indexmenge

Es gilt: T # {}
Ansonst: T'={}~ Vp, : {mp} € P(M) A f7H{mi}) = my
~> f nicht injektiv, alle Bilder haben Michtigkeit 1.

~T# ()

ing.
[ —

~ dfbig, wo: M P(M) AN T = f(zg) € P(M), o= f""T)

Sei x0T = f(xg) = x0 € T (nach Def. von T)
Sei xp€T = f(xg) = x0 ¢ T (nach Def. von T)
= (x0T & a9 T)~ Widerspruch!

~» Voraussetzung falsch! ~» =3y 45+ M R P(M)

Es gilt: (IN|<|M| A M CP(M)) = |N|<|M|<|P(M)]

2.3.5 Folgen — Suites
Umgebungen — Voisinages
In 2.1.6 auf Seite 5 haben wir den Umgebungsbegriff kennengelernt. Wir werden ihn jetzt brauchen.
Bsp.:

0—Umgebung C R™: C R™: v
Us(Py) ={P €R" | |P— Py| <6}

0-Umgebung C R: C R: Us(zg) = {z €
R | |x —zo| < 0}

U(P)={P.....}

={zeR|zg—d<z<m+d} e

= {z0 — 8,0 + &} >

~» Offenes Intervall . X Udx) X
L &/.. .1 -

\ 7
X~ 6 X, X * 6
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2.3.6 Nullfolgen — Suites vers zéro

Folgen sind uns bereits bekannt (vgl. 2.2.1, Seite 7 N — R(N). Folgen also sind spezielle Funktionen
mit Df = N)

Nullfolgen sind spezielle Folgen, bei denen

sich a,, immer mehr an 0 annéhert, je grosser Ay
n wird.
Wiéhle € > 0 beliebig ~ a, < ¢, sobald n 1 :
geniigend gross. » .
o.es * . . T
0 ® e e ¢ o . .o ?
0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ;(
Bsp.:
1 111 1
=\=/ = 15_5_5_5"'5 —>0
)= (=) = L5z s+
Problem:

Offensichtlich ist es schwierig, die Graphen der Folgen so zu gestalten, dass das Verhalten sichtbar wird.

Die beiden Aspekte von unendlich — Les deux aspects de l’infini

Auf der einen Seite haben wir den Zugang zum Unendlichen als Prozess: Z.B. eine Nullfolge (a,) hat
unendlich viele Glieder. Man kann eines nach dem andern berechenen. Aber wie viele man auch berechnet,
immer sind es nur endlich viele, die man berechnet hat. Die noch nicht berechneten aber sind immer
unendlich viele. Man kommt dem ,,Unendlichen®“ so zwar ndher, aber man hat immer praktisch nichts zu
dem was noch bleibt. Und doch kénnen wir uns vorstellen, dass die Nullfolge immer niher gegen 0 riickt,
wenn wir n wachsen lassen. Bei (a,) = (&) freilich wird man durch Rechnung die 0 nie erreichen. Das
Unendliche ist hier nur erfahrbar durch den Prozess des stindigen Weiterschreitens, des nie enden
Wollens. Man hat so den Zugang zum Unendlichen durch die Prozesshaftigkeit von unendlich im Sinne
einer Abzidhlung mit Hilfe von N. Bei Folgen haben wir diesen Zugang.

Ganz anders beim aktualen Zugang: Stellt man sich das Intervall [0, 1] als geometrische Strecke vor,
so muss man feststellen, dass in dieser Strecke offensichtlich unendlich viele Punkte liegen, die sogar von
grosserer Michtigkeit sind als |N|, die man jedoch mit einem Blick erfassen kann. Man hat hier das aktual
Unendliche, unendlich auf einem Blick gefasst in einer {iberschaubaren Strecke. Welch Gegensatz zum
prozesshaften Zugang, wo man nur das Weiterschreiten tiberblickt, nie jedoch das Ende oder das Ziel. An
diese beiden Zugéingen wollen wir uns jeweils erinnern, wenn wir mit dem Unendlichen arbeiten.

U—-Graphen — Graphes inverses

Ein Problem bei der Darstellung von Folgen ist die Prozesshaftigkeit. Was man im Graphen links sieht,
sind die ersten Glieder, die eigentlich nicht gross interessieren. Das was interessiert liegt soweit rechts,
dass es in der Darstellung nicht erfassbar ist. U~Graphen? sind eine Darstellungsart fiir Folgen, die
sich auf das aktual Unendliche stiitzen und den interessanten Teil ins Zentrum holen.

2Die Technik der U-Graphen ist vom Autor 1980 in Basel vorgestellt worden.
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Im U-Graphen zur Darstellung von Folgen
(ay) skalieren wir die z—Achse reziprok. Das
bedeutet, dass wir den Wert n statt in der Dis-

tanz vom Ursprung x = n nun in der Distanz

L rechts vom Achsenschnittpunkt eintragen.

n

Der y—Wert resp. a,, behalten wir wie iiblich
bei.

U-Graph

Bsp.:  (a,) = (1) Wir haben das Problem, dass oo gar keine Zahl ist. (co ¢ N)

Schreibweise: = Um auszudriicken, dass n immer und immer grosser wird, schreiben wir:
n — oo

Problem: Wie héingen nun n — oo und = — 0 zusammen? Ist die Schreibweise /= = 0" zuléssig?

Idee: Betrachte den Kreis {iber dem Ursprung

mit Mittelpunkt M = (0, %) und Radius r = N

1. ) pa=h?=1

Im rechtwinkligen Dreieck AABC, h=1

C = N (Nordpol) gilt der Hohensatz: /N s . .
lal - % p‘= n

W =1=1p|-lgl.~ [pl =g Ipl=n = lal=3.

Wenn nun |p| = n wichst und wichst (wenn ,n gegen unendlich strebt“) so wird im Grenzfall das
Dreieck entartet: Die Strecke AC' wird zu einer Parallelen zur z—Achse und die Strecke BC wird zu
OC = SC. Das bedeutet: Im Grenzfall "n = oo wird £ zu 0. Im Beispiel (a,) = (+) liegen daher die
Punkte auf einer Geraden durch den Achsenschnittpunkt. Dieser stellt nun hier den als Punkt sichtbar
gewordenen Grenzwert oder Grenzpunkt (oo, 0) dar.

Vergleiche mit der Skizze: Wie man auch eine

Zahl ¢ > 0 wiahlt, so gilt a,, < € von einer e\ (e frei-libre) -
gewissen Schranke oder Zahl Ny = Ny(e) € N

lal<e
an (n > Np).

-€

Dieses Verhalten konnen wir als Grundlage einer abstrakten Definition der Nullfolge gebrauchen, wie sie
heute gebrauchlich ist:

Definition: (ay) Nullfolge

Aad vf;‘>0 3N()EN vn>No : |an| <e

Diese Definition enthélt drei Quantoren V,3,V, was in der Umgangssprache nicht vorkommt. Es braucht
also eine grosse intellektuelle Anstrengung fiir den Lernenden und viel Geduld, um damit klar zu
kommen.

Symbol: (an) NF~ a,—0, lim a, =0

n—00

~» a, konvergiert gegen 0 resp. 0 ist Grenzwert von a,.
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Konvexe Schlingen — Lacets convexes

Wir denken uns im U-Graphen in jedem
Punkt der Folge einen unendlich diinnen Nagel

eingeschlagen. Wenn man um alle Négel einen .
Faden legt und diesen spannt, so entsteht eine ST
konvexe Schlinge. Diese nennen wir die kon- % ®
vexe Schlinge des U—-Graphen.

Schlinge-Lacet

Wir sehen sofort, dass bei einer Nullfolge die konvexe Schlinge die y—Achse nur in einem Punkt beriihrt,
in (00, 0) ndhmlich.
Wir sagen:

Definition: Eine konvexe Schlinge heisst einfach, wenn sie mit der
y—Achse genau einen Berithrungspunkt hat. Einen solchen
Beriihrungspunkt nennen wir Kontakt.

Man sieht unmittelbar:

Korollar: (an) NF = die konvexe Schlinge beriihrt links nur in (oo, 0)

Bsp.:

{1 n=2m—-1, meN /
an — | 1

[ 3

0 n=2m, meN

~» Schlinge nicht einfach.
Bsp.:

1
a, = 0.5+ —

n
~» Schlinge einfach.
Kontakt in (00,0.5) = (00, a)

Das letzte Beispiel legt folgende Definition nahe:

Definition: (an) konvergiert gegen a = (a, —a) NF
( = einziger Kontakt in (o0, a))
a heisst Grenzwert der Folge

Symbol: lim a, =a
n—oo

(ay) hat demnach einen Grenzwert, wenn die Folge eine konvexe Schlinge besitzt mit nur einem Kontakt.

Definition: Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, nennen wir konvergent
( conv ).

Eine Folge, die nicht konvergiert, nennen wir divergent.
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Konvergenzkriterien — critéres de convergence

Die Katze beisst sich nun in den Schwanz: Einerseits mochte man Grenzwerte von Folgen bestimmen,
von denen man sich aber erst iiberzeugen muss, dass sie konvergieren, d.h. einen Grenzwert besitzen.
Andererseits muss man den Grenzwert a schon kennen, um die verfiigbare Konvergenzdefinition
anwenden zu konnen.

Ein Instrument zur Beurteilung der Konver-

. a L

genz ohne Kenntnis des Grenzwertes haben k . *
wir mit dem Kriterium von Cauchy? al e —

- v |12, 2,/
das man am U-Graphen unmittelbar ablesen A .

. Ol
und nachvollziechen kann. Man nennt es auch ..
grenz-wertfreie Konvergenzdefinition. = N -—
n, m>N,

Satz: Cauchy

(an> konv. & V.o 3NOEN vn,m>N0, n,meN : |Qn — aml <e

Zum Beweis

= : Klar.
<=: Widerspruch, da sonst mehrere Beriihrungspunkte.

Definition:

yo Hiufungspunkt ( HP) von (a,) : <
V. (yo) 3 00 viele Folgeglieder in U, (yo)

Man merkt gleich, dass Grenzwerte HP sind. Weiter ist ein  HP in einem U-Graphen immer Kontakt-
punkt.

Weiter gilt der erstaunliche Satz:

Satz: Jede Folge besitzt mindestens einen HP, der auch +o0o sein kann.

Um diese Tatsache einzusehen, betrachten wir

in einem U—-Graphen die Kontaktpunkte. Falls * L,
+o0o HP ist, brauchen wir nichts zu zeigen. v h ho Yigss et 0"
Sei also +co nicht HP. Die Kontaktpunkte h f,z al v %:."-'" <t
und damit unendlich viele Folgenglieder liegen o _'..': S P
somit in einem endlichen Intervall Iy = [yl, yg] Y% T e
der Lange h.

Teilen wir dieses Intervall durch y3 in der Mitte, so ergeben sich zwei neue Teilintervalle [y, ys], [y3, y2]
der Liange %h, von denen in mindestens einem wieder unendlich viele Folgenglieder liegen. Dieses eine
Intervall nennen wir Iy. Mit I verfahren wir genauso und erhalten ein Intervall I3 der Linge (%)Qh

3Cauchy: 1789-1857
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mit unendlich vielen Folgengliedern und so fort. Nach n solchen Schritten haben wir ein Teilintervall
I, 41 der Linge ( %)(”‘H)h mit unendlich vielen Folgengliedern. Daraus ersieht man, dass sich bei der
Fortsetzung dieses Prozesses die Intervalllinge auf 0 zusammenzieht und so ein Kontaktpunkt entstehen
muss. Dieser ist aus dem Prozess ersichtlich ein HP. (Nach Konstruktion existieren in jeder Umgebung
Intervalle, die unendlich viele Punkte enthalten.)

Bsp.: Sei neN, a,:=sin(n) ~ a, € (0,1), a, #0

1. Annahme: a, =sin(n)=+l~ n=k-7 (k€Z) = (7= % €Q) v (k=0)
= Widerspruch!
2. Annahme: a, = a,,, = sin(n) =sin(m) (n,m € N A n #m)
-n m-+n

\/:
EQ7T2

m
=ntk27Vm=r-nt+k2r = 1= —
~ m =n+ TV m=mT—n+ s s (k;—i— 1)

2k €Q, (k#0)V (k+1+#0)

= Widerspruch!

Konsequenz:

{an | (an) = (sin(n))} C (0,1), [{an =sin(n) | n € N}| = [N| <|(0,1)]
~ {ap) ist in (0,1) verteilt und es gibt mindestens einen Haufungspunkt. Doch ist es momentan
iiberhaupt nicht vorstellbar, wo ein solcher in (0, 1) liegen kénnte.

Definition: (b,) Teilfolge von (a,): <
(by,) entsteht aus (a,) durch weglassen von Gliedern

Symbol: (b,) C (a,)

Dabei kann man beliebig viele Glieder weglassen. Die Reihenfolge darf aber nicht geéndert werden. Und
die Nummerierung muss angepasst werden.
Es ist sofort einsichtig, dass gilt:

Satz: Vor.: <bn> - <an>; ap — a
Beh.: b, — a

Satz: Vor.: yo HP von (ay)
Beh.: Fibn)Clan) © b — Yo

Definition: (a,) Majorante von (b,):

= 3N()EN v'rL>N0 : |an| > |b”|

~  (b,) Minorante von (a,)

Mit Hilfe eines U-Graphen macht man sich
leicht das folgende Majorantenkriterium {a,)

klar: (b))
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Satz:

Vgl. U-Graph

(an) NF & (lan|) NF (a)  (al)
ioa:no?
/<(an>

Satz:

Bsp.: Es gilt:

KAPITEL ¢ CHAPITRE 2. REELLE FUNKTIONEN — FONCTIONS REELLES

Majorantenkriterium

(an) NF und Majorante von

Beh.: (bn) NF

{an) NF & (lan|) N

= n<p"fir n> Ny

n>1 p>1 = In(n) <In(p") =n In(p) M‘(x)

Das sieht man aus den Graphen von: f(x) =
In(x)
und g(x) = x In(p) = x - ¢. (Vgl. auch die / tan(a} = In(p) > Ini1) = 0
Umkehrfunktionen. )
= =) =q"< o~ e =() NE Qg <1 = "< = (b} = (") N
p" D n n
Beweis:

lgf <1 = 1<

1
._1+d:_n:(1+d)n:1n+<1>1n1d+<>1n2d2 ..+dn>

1
lq| lq]

-1 n2
1"+<?>1"‘1d+(Z)l"‘%ﬁzl—ﬂzd—k%d _1+nd——d2 o d? > fiir 0> No

1 n : n __
«»n>NO:E>|q|, nh_}rrgo|q| =0 ©

Definition:

Korollar:

Bemerkung:

Die Folge (b,) = (¢") heisst geometrische Folge .
(Allgemeiner: : (b,) = ¢ {¢"™))

lgl <1 = {an) =(ld|") = (bn) =(¢") — 0 (NF)
g=1 = {ap)=({1")—1

g=-1 = (an) =((-1)") — +1 (2 HP)

g>1 = (a, >=(q") (Div.)

Geometrische Folgen sind keine polynomiale Folgen mehr wie z.B. die arithmetischen Folgen es sind
(an, = a1 + (n — 1) d). Sie verhalten sich exponentiell, denn a,, = ¢"~! ist ein Spezialfall der Funktion
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€T

1 -
f(x)=q¢"1==.¢" =c-¢", zum Beispiel f(z) =c-e
q

Nebenstehend ist eine Iteration einer

Ahnlichkeitsabbildung gezeigt. Man priift
[ sofort nach, dass die Teilpunkte auf den
Schenkeln je eine geometrische Folge bilden.
Wir sind hier mitten in der Geometrie. ~»
Geometrische Folge.

Problem:

16 4 e 114
BYr ..

|
|

128 112
|
|

64

a) Totale Streckenldnge: b) Totale Streckenlénge:

L =1424224234. . = 1424448+... —» 0 11 11 1
L=14+-+—=+—=+4+...= — -+ ... =7
+2+22+23+ 1+2+4+8+ —
Vergleich:
A=2 1/8...
A —1+1+1+1+ <1l+1=2
tot = sT1tgT S =
?
1 1 172 |1/4 Frage: Ajor = 2
Hinweis: Man denke an das Problem von
1 1 Archilles mit der Schildkrote. ..

Um das obige Problem zu lésen miissen wir die Summe der Glieder einer konvergenten geometrischen
Folge exakter behandeln:

Definition: Die Folge (cn) = () qk>
k=0

heisst geometrische Reihe .

Es gilt:
) ) ) 1_ n 1
(ar@ 4 tq ) (=g =1-¢" = L+gt @+ 4¢" = 5= = o= (ldl < 1)
Korollar: Vor.: lg <1
n k 1
Beh.: (Zq)—>—
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Bemerkung:

Falls man weiss, dass die Reihe konvergiert, kann man den Grenzwert auch wie folgt berechnen:

2 3 2., .3 1
r=14+q+¢G+¢+...=1+q-(1+q¢+q¢°+¢q +...):1+q-x:x-(1—q):1ﬁx:q
11 1 1 1
~> Konsequenz: At()t:1+§+1+§+”':1_%:g:2
Im nebenstehenden Bild ist ein unendlich
hoher Turm mit quadratischem Grundriss
gezeigt. Der Volumeninhalt ist:
1 1 1
Ve 14 (2)2 4 ()2 4 ()2 _
P ) () +
1_‘_14_1_‘_1_‘_ _1_1_475
PRV ERE R
(h=1+1+4+1+...— 00)
Weitere Beispiele:
1 1 1 1 1 1 1 1
Aip=14+=-4+-+—-+...= =2 b) Aipr=1+=-+-+-+...= =2
a) Ao =145+ 3+5+ 1-1 J A =1+t gtgt 1-1

Weiter wissen wir, dass jede Folge mindestens einen HP hat. Was heisst das fiir Folgen, die monoton
und beschrankt sind?
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Vgl. U-Graph
Sei: (a,) monoton wachsende und beschréinkte
Folge .

Wegen der Monotonie kann die Folge im
U-Graphen nur einen Kontakt haben, der
beschriinkt (# +00) sein muss .

Ebenso fiir fallende Folgen

Satz: Vor.:

(an) monoton und beschrinkt

Beh.:

{an) konvergent

(Eselsbriicke: Denke an die konvergente Lektion: Sie ist monoton und beschrinkt. )

1
Bsp.: Sei a1 =2, ag =3, Gn41 =0an +
(an—1)"
1. >0 = < =
(@n—1)" fin an+(an—1)" i
~» {(an) monmoton wachsend
1 11 111
2. Gny1 an+(an_1)" < n+min(an)" —an+2—n < an—1+F+2—n < an_2+m+ﬁ+2_" <
TR P Y S P R R R
<ottt —=+.. ot ——t——F+— =24 —=+... F— = —t—=+.. . ==
Ty g2 =2 " gn—1 " on 2 22 2n 2 22 2n
~ 1 - () 1 )
=1+Z2—k=1+T<1+1_% =14+2=3~ (an) beschrankt
k=0

3. (an) monoton und beschrénkt ~» (a,) konvergent

Rechenregeln — Reégles de calcul

Seien (a,), (b,) Folgen mit a, — a, b, — b, c€R.

Mit Hilfe von U-Graphen kann man die meisten der folgenden elementaren Regeln sofort ablesen:

Regeln:
1. ap, b, —axbd 6. c®,c* def. = ¢ — c®
2. ap-b, —a-b 7.cm =0 =1
3.ap-c—a-c 8. sin(a,) — sin(a)

4. bb, #0 = Z—" — % 9. cos(a,) — cos(a)
n
5. at,a¢ definiert = af — ac 10. Mehr bei den stetigen Funktionen.
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Trick: Bringe alle Potenzen in Z#hlern zum Verschwinden: Dividiere hier Z&hler und Nenner durch

nZ. ~

1 11 1
P L _ W w2 1 0+40+0 0
T e ) = T eos() ~ g g 0 =5 1=0
+ (—3n) +2n n Licatio n
n n
Die Eulersche Zahl als Grenzwert — Le nombre d’Euler comme valeur limite

In 2.3.1 auf Seite 27 wurde der Wert
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724077 . . .
genannt. Woher kommt dieser Wert?

e ist eine Zahl, die man als Grenzwert einer Folge definieren kann:

1
Definition: (a) e:= lim a, := lim (14 —)", (b) e:= lim >

n—00 n—00 n n—0o0 k!

Problem: (a) Konvergiert diese Folge?

Konzept: Wir zeigen zwei Dinge. Erstens: (a,,) ist beschrénkt. Zweitens: (a, ) ist streng monoton wachsend.
Somit muss (a,) konvergent sein. Man kann den Rechner einsetzen, um zu numerischen Néherungen zu
gelangen.

1. n n\ 1 n\ 1 n\ 1
Ll<a,=(010+-)"= >1+ -+ n—+...+<>_:

n 0 1/n 2 ) n? n) nn
hoopa-(n=1) A-(n=1)-(n-2) n\ 1
—14+ £ S
+/L+ 2-n- N * 2-3-n-n- et nj)n"
1 1011 1 2. 11 1 1 2 3 1
— 141+ -(1-NF-——(1-H -y +=.2.Z - 1-5H1-+... +—
* +2( n)+2 3( n)( n)+2 3 4( n)( n)( n)+ +n”
<141+ +1 1+1 ! 1+ =
2 2 3 23 4 7
2+1+1+1+1+1+1+1+ ! +1+1+~—
T 77276 24 120 0 720 0 5040 42320 ' 362880(=r)  r-10 @ r-10-11 T
+ ! + ! + ! + +(1+1+ ! + ! +..)
= .=a+r — L) =
¢ 3628%0(=r) | 7-10  r-10-11 10 " 10-10 ' 10-10-10
1 1 1
— 14—+ — 44 )= S(1.1111..) ==z € R,
a+r( +10+100+1000+ ) 1a+7“ (1 )=z
S e e e T : , ) beschrinkt
o=2+5+5+ 50t ot 70 V5000 T amma0 — Tnen 0 < @n <2 = (an) beschrin
1 1. 11 1 2 1 1 1 1 2 3 1
2 ap=1414+-(1-N4F=--(1=)1=)+=.2.- -1 -H5a-)+...+—
N 1+ +21( Tf);FQ 3(1 n)( 2n)+12131 4( 1n)( nz)( n)+3 T
Tl —(l—— ) m(l—— )1 ——Z 4. 2.2 - 1— 1— ..=a,
AR G DR S| G 9L Cebeurr DA S5 171 Ui DA gy DAC b D Gnt1

~ 7<” st richtig .
1 1 1

Denn wegen — > —— folgt (1——-)< (1———).
n n-+1 n n

Zudem hat a, 41 einen positiven Summanden mehr.
~ @y ist streng monoton wachsend . ©
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Satz: Vor.:
(an) = (1 + =)™
Ap) = n
Beh.:

(ayn) conv (Grenzwert = e )

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass gilt:

1.e£Q

2. e=2+ =
1+

2+
1+
1+

4+...
9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n
+ 1 + 2 + 1 + 1 + 4 + 1 + 1 + 6 + 1 + 1 + 8 1 1 10 1

3e=y -t L b Loy L
T AR o o Tty T T T e Ty

Vgl. Potenzreihen

L 1 1 1 1 1
Konvergenz: CTL:Z___+F+§+_+"'+_

o k! 0! 3! n!
i vn P Cp41 = Cp + m > Cn,
2.70833 < —1+1+1+1+1+ +<1+1+1+1+1+
' TR T U 12 2T
=2.70833
=1+ ioj L =1+ ! =1+2=3
j=1 2" 1-3
~» 2.70833 = 2.708333333 ... < coo =€ < 3
Rekursionsformel fiir Kettenbriiche — Formule de récurrence pour le développement en

fraction continue

Problem: Wie findet man e =2+ =
1+

2+
1+
1+

4+
PJFRRLE [ANE'S [PRNS RE PU U S RE S S [ RSSO
T I S I I I T I T O I I R I R S N RN VR :
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Sei [z] die Gauss-Klammer—Funktion von z. Soit [x] la fonction aux parenthéses de Gauss de z.

1
Sei z:i=z9=2z + i , z2=z0: =20 €R, 2z, €Z (keN)
zo + 1
z3 + T
z4 +
z5 +
5 26+ ...
. . 1 1 1
Wir schreiben:  z := g = [x0] + 1o = [x0] + — = [20] + ——— = [20] + — =
1 [331] +7r1 [331] 4+ =
T2
1 1 1
= [xo] + i = [x0] + i =..., TE:= €(-1,1)
Tk+1
[z1] + [z1] +
[332] + 7o [332] 4+ =
€3
1 1
~ z=2x ro = — = o — [zo] = =—"
Ty %o~ [z0]
7“1:—:331—[331] = I9 = —————
X9 X1 —1 [331]
7“2:—:332—[332] = 3= —————
T3 Xro — [332]
1 o
TL = =T — [xk] = T4l = ——————
Thi1 Ty — 2]
1
Formel: Zp 1=z =Tg, 21 =|20] = [x0], Zhy1=[2k] =[——F—], k>1
Tk—1— [Jck—l]
Hinweis: Die Programmierung dieser Formeln z.B. mit Mathematica ist sehr einfach (vgl.

Mathematica—Demo-File CM9).
Die harmonische Reihe — La série harmonique
1 1 1 1 1 1 1
Definition: l+=-+ -+ =F+=+...= ) —
efinition tatgtitstetit=l g

heisst harmonische Reihe

Wir wollen etwas vorgreifen. Mit Hilfe der Integralrechnung und des Minorantenkriteriums kénnen wir
spéter zeigen, dass die Harmonische Reihe divergiert.

Direkt kann man das wie folgt einsehen:

1 +1+1+1+1+1+1+ >1+1+1+
—+ = -+ -+ +=t+... 2+ -+ .
—~— T273 15T T T 22T >
=t T Soonass
z1t1=3 Zgtststs=z
Nun zu einer Anwendung von Folgen aus der Finanzmathematik:
2.3.7 Stetige Verzinsung — Continuement rapporter des intéréts

Sei Ky = Anfangskapital, K, = Kapital nach m Perioden, p = Zinsfuss, t = n—ter Teil des Jahres, Z,, =
Zins nach m Perioden.
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Fiir den Zins und das Kapital nach m Jahren gilt, wenn das Geld auf der Bank bleibt: Si on laisse I'argent
a la banque, il vaut pour 'intérét apres m années:

co— P
" 100 »
Ki=Ko+Z1=Ko+Ky-—=Ko+Kp-e=Kp-(1+¢)

100
K2:K1+Z2:K1+K1-E:K1-(1+8):KQ-(1+8)2

Km:Km—l +Zm:Km_1+Km_1-E:Km_1-(1+8):KQ-(1+8)m

Fiir den Zins und das Kapital nach m Perioden eines Jahres mit h Perioden gilt, wenn das Geld auf der
Bank bleibt:

h-T =1 (Jahr)
5 5
KIZKO+Z1:KO+KOE:KO(1+E)
5 5
K2:K1+Z2=K1+K1'E=KO'(1+E)2

: ) €\,
Km:Km—l'i‘Zm:Km—l'i‘Km'E:KO'(1+E)m

Fiir den Zins und das Kapital nach m = n - h Perioden in n Jahren mit h Perioden pro Jahr gilt, wenn
das Geld auf der Bank bleibt:

€ 1 h

m:n-h, E:ﬁ, hI:E,hTzll
€. n-h'-
Kn,TZKO'(1+E)M=K0'(1+§)ME

Fiir T — 0 und gleichzeitig h — oo, h’ — oo gilt:

1 o . 1 ’ B B
%151}0 KFMT = Kn,O = KO'Limh’—m)o(l‘i‘ﬁ)h en KO'(Lth’—m)o(l‘i‘ﬁ)h )(E n) _ KQ-E(E n)

Die erstaunliche Erkenntnis hier ist, dass das Kapital bei stetiger Verzinsung zwar exponentiell wéchst
und damit aber immer endlich bleibt.

p ;
K llar: = = . = . elem)
orollar € 100 Kno=Ko-e

2.4 Grenzwerte bei Funktionen — Valeurs limites de fonctions

2.4.1 Konvergenz bei Funktionen — Convergence de fonctions
o g(n) = ap =y iR
/ N\
Betrachte: n f(zn) = flan) = f(g(n)) = yn
\ /
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Durch Zusammensetzung von (a,) und f er-
halten wir eine neue Folge (y,,) 'y

Sei an=xn —ao=x0 A Yo = f(zn) = f(an) — yo.
D.h.: lim f(x,)= lim y, = yo
n—oo n—oo

Achtung: Yn = f(xn) = flan) — f(xo) = f(ap) wird nicht vorausgesetzt!

Bsp.
f
X242
x2 z <0
f(x) - {$2+2 J?ZO ng
X
>
Sei weiter: o
1 . . 1
Tp=—, >0 = lim f(z,)= lim — +2=2= f(0) = f(zo) AN
nl n—oo n—oo n 1 7&

Konsequenz: lim f(z,) = f(z¢) ist ein Spezialfall !
n—oo
Aus z,, — x¢ folgt nicht unbedingt auch f(z,) — f(xo)

Daher definieren wir fiir den Spezialfall, in dem lim f(z,) unabhingig von der gewéhlten Folge z,,
n—oo

immer gleich ist:

Definition: f hat fiir x — z¢ einen Grenzwert :
< lim f(z,) hingt nicht von der gewihlten Folge ab
n—oo
© Iy Vizn), oa—ao nlfgo f(@n) =0
Abstrakter formuliert:

& Veso03ds>0 VeeUs(ao) * f(x) € Us(vo)

Oder: &
fy ye
Ves03550 1 Vo, ja—aol<s ¢ | f(2) — w0l <€ ol . f
f(x) f
yy-< / } [0) - v,
i | X
1 X,=8 /Xy "X+ 8
/

Die Definition der Konvergenz fiir Funktionen ist somit ein Spezialfall von Konvergenzverhalten von
Folgen.

Konsequenz: Speziell fiir die Konvergenz der Folgen (y,) gelten die vorgéingig erarbeiteten Konver-
genzsitze fiir Folgen immer noch!
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Bsp.:

Aus der geometrischen Erfahrung weiss man:

x>0 = sin(z) <b=z< tan(x)

x tan(x) 1 20
= 1< = - = — 1 i -
sin(z)  sin(z)  cos(x) sin{x) < b=x < tan(x)
x x
er: 1< < 1=1lm1< 1 <1 =1 lim —— =1
= Veer: 1< sin(z) — cos(z) = Fraar sin(z) — m:nécos(x) a5 sin(zx)

2.4.2 Einseitige Limites — Limites unilatérales
Betrachte: 1ir% flz) mit f(z) ==

xr—
Man merkt sofort:

lim /z ist fir 2, = -, n € N sinnlos

xp—0

~» lim /z macht nur Sinn, wenn man den Definitionsbereich einschrinkt auf Ry .

xp—0

~»  Schreibweise: 1if101\/5 =v0=0.
x

Problem: Diese Idee wollen wir allgemein fassen.
Untersucht werden soll der Limes der Funktion f(z) an der Stelle .

Definition: Sei x <z, Dy = (—00,z0).
~  lim f(2)|g<az, ;= lim f(z) heisst
T—xo zTxo

Linksseitiger Limes

Definition: Sei x>z, Dy = (xg,+00).
~ lim f(2)|g>z, = lim f(z) heisst
T—T0 zlzo

Rechtsseitiger Limes

Konsequenz:
lim f(z) = lim f(x) ist eine besondere Forderung.
zTxo zlzo

Aus der Logik wissen wir: Falls fiir x < x¢ und fiir z > x( eine bestimmte Beziehung gilt, so gilt sie auch
fir (x <o) V (x> xz0). ~

Satz: Vor.:
lim f(z) = lim f(x)
zTxo zlzo
Beh.:

lim f(x) existiert
T—T0

und” lim f(2) = lim f(z) = lim f(2)

T—TQ



50 KAPITEL ¢ CHAPITRE 2. REELLE FUNKTIONEN — FONCTIONS REELLES

flx) = = =z =0¢ Dy, 1gr01f(x) =1, limf(zx)=1 = 1gr01f(x) = 1j%f(x) = lim f(z) =1

Sin(x) x|0 x—0

Das Beispiel zeigt, dass im Falle xg ¢ Dy

(Definitionsliicke in xy) der Limes lim . %
x—xT0

trotzdem existieren kann. Durch die Defini- \3'(-/
tion f(xg) := lim f(x) ldsst sich dann

T—x0 X
die Defini-tionsliicke auf natiirliche Weise 04D -
,,stopfen*. x= f

2 -1
Bsp.: f(z) = 1 Dy =R\ {1}. Fiir x # 1 kann man jedoch kiirzen: ~»

T —

-1 (r—1(x+1) |
= = = = 1 1. = 1. = 1. 1 == 1

f($) z—1 r—1 loz1 T = 11—% f($) al—% z—1 11—>r%x +

2.4.3 Stetigkeit — Continuité

Flugbahnkurven von Objekten der Makrophysik sind immer Kurven, die keine Liicken aufweisen. Das

Objekt kann nicht augenblicklich seine Position wechseln, ohne dafiir Zeit aufzuwenden: Es kann nicht

»springen®, es muss sich stets bewegen. Bahnkurven nennt man daher stetig. Man kann sie mit einem

Zeichenstift in einem Zuge skizzieren, ohne den Stift abheben zu miissen. Ist die Bahnkurve durch eine

Funktionskurve dargestellt, so gilt in jedem Punkt (xg,y0 = f(z¢) daher: llirgl flx) = flxzo) = yo.
o

Gleiches gilt fiir den Rand begrenzter Flichen. Das motiviert uns zu der folgenden Definition:

Definition: f(z) heisst stetig in 1z
: < lim f(z), f(zo) existieren und
T—TQ

lim f(z) = f(zo)

T—TQ

(Schreibweise: , stetig “ fiir stetig )
Bemerkung: Eine in z( stetige Funktion hat dort somit keinen Sprung, keine Definitionsliicke und
keinen Pol.

Diese Definition ldsst sich sofort auf ganze Urbildmengen ausdehnen. f nennen wir stetig auf M, wenn
fin jedem xy aus M stetig ist:

Definition: f stetig auf M
i & Vaoem f(x) stetig .

Wir fassen es noch abstrakt, indem wir die schon erwidhnten abstrakten Definitionen kombinieren:
Definition: f stetig auf M
& Vagem lim f(z) = f(zo)
T—TQ

ad Va-oeM vf;‘>0 36(1‘0,6)>0 : vx, |x—x0|<6(x0,e) * |f($) - f(xO)l <e
g oneM Ves0 36(1‘0,6)>0 : verJ(woya)(xg) : f(x) € Ue(f(xo))
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Bemerkung: Nach dieser Definition wihlt man sich zuerst ein zg € M aus (Vy,ecp). Dann wéhlt
man sich ein £ € R* aus (V.sg). Dann gilt es dazu ein § € RT zu finden (J50). Dieses § muss demnach
auf die vorher gew#hlten Parameter ¢ und xy abgestimmt sein. Man muss ja ein geeignetes ¢ finden, das
bei den schon gewéhlten € und zy die dann folgenden Bedingungen erfiillt. Das heisst: Ein geeignetes ¢
hiingt demnach von € und xg ab: § = §(xo, €).

Konsequenz: Fiir die Stetigkeit auf einer Menge M gilt: d = 6(xo,¢).

Ist M speziell ein Intervall I, so bedeutet das, dass f in I keinen Sprung, keine Definitionsliicke und
keine Polstelle hat. Der Graph ist problemlos in einem Zug skizzierbar.

Am Ende eines abgeschlossenen Intervalls kann es jedoch Probleme geben, wenn die Funktion ausserhalb
des Intervalls nicht mehr definiert ist. Daher benutzt man dort folgende Definitionen:

Definition: f Theisst linksseitig stetigin xg ¢ : < 11Tm f(x) = f(xo)
T|xo
Definition: f heisst rechtsseitig stetig in zg z9 : < 1ilm f(x) = f(xo)
xTrlxo

Bei Funktionen, die ab und zu einen Pol aufweisen, eignet sich die folgende Definition:

Definition: f heisst stiickweise stetigin I [
: < f stetig in I ausser an isolierten Ausnahmestellen .

Isolierte Ausnahmestellen kann u.a. heissen,

dass die Funktion an endlich vielen Stellen 1A\y .
nicht stetig ist — oder auch dass f auf R\ N !
stetig ist. 1 X

2.4.4 [—Stetigkeit — ”Continuité L”

In den letzten Jahren hat man infolge Zeitknappheit begonnen, mit einem stérkeren, einschrinkenderen
Stetigkeits—Kriterium zu arbeiten. Die dabei verwendete Methode orientiert sich an der Lipschitzbe-
dingung, welche im Zusammenhang mit der Eindeutigkeit von Loésungen von Differentialgleichungen
eine Rolle spielt. Es ist iiblich geworden, die dabei verwendete Konstante L auch bei der Stetigkeit
,,Lipschitz—Konstante L* zu nennen. Daher werden wir hier kurz von , Lipschitz—Stetigkeit“ reden.

Fiir die Lipschitz—Stetigkeit verwenden wir folgende Definition:

Definition: Lokale L—Stetigkeit
Die Funktion f heisst L-stetig in xg

& IpsertVeevs ¢ [f(w) = f(zo)| S L |z — 10
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Definition: Globale L—Stetigkeit
Die Funktion f heisst L-stetig in I

& Veer: [ ist L—stetig in xg
Fiir abgeschlossene Intervalle folgt sofort:
Korollar: Die Funktion f ist L-stetig auf I = [a, ]

< 3L€R+vw,fls061 : |f($) - f($0)| < L |$ - xol

Wihlt man § = L - ¢, so sieht man sofort, dass
aus L-stetig ,,gewohnlich stetig” folgt. Konse- ‘ f
quenz:

f(x,)
f(x)

. -
X, X X
f(x)+L(x-x,)
Satz: f L—stetig
f stetig
2.4.5 Eigenschaften stetiger Funktionen — Qualités de fonctions continues

Stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall sind beschrinkt. Sonst miisste eine solche
Funktion ja irgendwo auf I = [a,b] iiber alle Schranken wachsen, also einen Pol aufweisen. Das kann
aber nicht sein, da fiir alle xg € I gilt: lim f(z) = f(x0) € R, # *oo.

T—x0o

Schreibweise:

f stetig(xg) ~ f stetig in xq

f stetig(I) ~ f stetig auf T
beschrinkt fiir beschrénkt

~» beschrinkt(I) fiir beschrinkt auf I

Satz: Vor.:

f stetig(I), I =[a,b]

Beh.:

f beschréankt(I), I = |a,b]

Aus der Definition der Stetigkeit folgt direkt:
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Satz: Vertauschung des Limes
f stetig(xzg) < lim f(z) = f(xo) = f( lim z)
T—xTo T—xTo

Stetige Funktionen zeigen die Zwischen-

. Ay
werteigenschaft: v
Ist z.B.zua < b, f(a) # f(b), z.B. f(a) < f(b) YoeW Wely,, ¥,
und yo € [f(a), f(b)] so gibt es mindestens ein W4| a by
xo € [a,b] mit f(xo) = 1. f(x) kann nicht an y I~/ %=b
Yo ,,vorbeispringen‘. R -

(Sonst kénnte man das Intervall [a, ] in
zwei Teilmengen teilen, sodass auf der einen f(zg) < yo und auf der andern f(xzg) > yo wire. Es gibe
einen Grenzpunkt zg zwischen diesen Teilmengen, bei dem man x von der einen in andere Teilmenge

wandern lassen konnte. Z.B. wire dann hTm < 9o nach Konstruktion der Teilmengen — und hm > Yo,
T|To x 10

also lim # lim. Man hiitte hier Unstetigkeit.) -~

zlxo zlxzo

Satz: Vor.:
f stetig(I), I =a,b], a#b, f(a)# f(b),
Yo € [f(a), f(b)]  (oder yo € [f(b), f(a)] )

Beh.: Jaoer = f(xo) = o

Da die Stetigkeit mit Hilfe von Grenzwerten von Folgen definiert ist, kann man die Eigenschaften der
Grenzwerte von Folgen auf die stetigen Funktionen iibertragen. Dann folgt:

Satz: Vor.:

f, g stetig(xo) resp. f,g stetig(zg), o, 5 € R

Beh.:
1. a f(z) £ B g(x) stetig(xg) resp. f, g stetig(I)

2. f(x) - g(x) stetig(xg) resp. stetig(I)

3. g(x) #0 = ‘;Eg stetig(I) resp. stetig(I)
Korollar: Vor.:
p(z), ¢(x) Polynome
Beh.:
p(z), q(x) € stetig(R)
q(z9) #0 = p(z) € stetig(xzg)

q(x)
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Bemerkung: f(z) = e*,In(z), sin(x), cos(x), .. . € stetig(Dy)
~» Vgl. auch Theorie der Potenzreihen!

Bsp.: f(z) = e® € stetig? — Zeigen: Ty, — To = € — o
~s e = ePnTTotTo — o(Tn—T0)HT0 — eTa=To L To — efn . T0 o =g, — 20 — 0 (N — 00)

Wir betrachten den Fall €,, > 0. Der Fall ¢,, < 0 wird dann genauso behandelt.

1 1
Wir wissen, dass die Exponentialfunktionen monoton sind. ~ 1 <e*» < 3°» <3m, 0<¢g, < —
m
1
Wegen ¢,, — 0 kénnen wir — — 0 wihlen.
m
/\»1§65”§3#—>3021:65”—>1$e“‘”—>60-e”0:e“‘0 @
2.4.6 Anwendung auf Graphen — Applications a des graphes
Bei einer stetigen Funktion folgt unmittelbar
aus Zwischenwerteigenschaft, dass der Graph f(b\“y
nicht iiber die z—Achse , hiipfen“ kann, ohne !
einen Schnittpunkt oder eine Nullstelle zu
erzeugen: Y%o=0la Y/ bl
f(a) y
Satz: Vor.: f(z) stetig auf I = [a,b], f(a) - f(b) <O
Beh.: ooer=(yp) © f(@0) =0
2.4.7 Schranken, Grenzen, Extrema — Bornes, limites, extréma

Definitionen — Définitions

Im Folgenden sei I C R ein abgeschlossenes, halboffenes oder offenes Intervall.

(ZB. I=Ia,f], (a,0], [a,0), (a,f).)

Wir sagen:

Definition: {a, b} := OI heisst Rand von I

Fiir Intervalle hat man in der Mathematik verschiedene wichtige Begrenzungsarten besonders bezeichnet:

Definition: a heisst untere Schranke von I & V,cr: a<zx

Entsprechend fiir eine obere Schranke

Definition: Die grosst mogliche untere Schranke von I heisst Infimum oder
untere Grenze.

Entsprechend Supremum oder obere Grenze
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Bsp.: z€(0,7] = 0< f(z) = 51230 <1, hr%f(x) =1=Sup,_,f(x)

Man sieht sofort:
Lemma: Vor.: Veep, My < f(z) < M

Beh.: [f(2)] < Mazx(| M|, [ M)

Bei abgeschlossenen Intervallen hat man besondere Verhéltnisse:

Definition: Gehort ein Infimum a zu I (a € I), so heisst a Minimum von T

Entsprechend fiir Maximum
Anwendung bei Wertebereichen — Application pour des domains de valeurs
Falls f(xo) das Minimum des Wertebereichs von f ist, so sagen wir:

Definition: f hat in z( ein absolutes Minimum < V,cr: f(zo) < f(z)

Entsprechend fiir absolutes Maximum

Definition: f hat in x( ein relatives oder lokales Minimum
< Jus(zo) ¢ f(xo) = absolutes Minimum in U (zo)

Entsprechend relatives oder lokales Maximum

Sei xg €0l :

Definition: f hat in ¢ ein Randminimum (lokal oder absolut)
< Jser ¢ f hat in 2 ein absolutes Minimum beziiglich INUs(xg)

Entsprechend Randmaximum

Da jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall beschrénkt ist, ldsst sich durch Betra-
chtung von Grenzwerten von Folgen (z,), deren Bilder y, z.B. gegen ein Supremum der Wertemenge
konvergieren, zeigen, dass auch das Supremum als Grenzwert ein Urbild 2y haben muss. Somit muss der
folgende Satz richtig sein:

Satz: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion nimmt dort min-
destens ein absolutes Maximum oder Minimum an.

Wichtig: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist dort beschréinkt, hat dort ein
absolutes Maximum und Minimum und erfiillte den Zwischenwertsatz.

2.4.8 Gleichmaissige Stetigkeit — Continuité uniforme

Wir erinnern uns an die Stetigkeitsdefinition fiir Funktionen auf einem Intervall:

[ stetigauf M : & Vagenm Ves035(20,6)>0 1 VaeUs iy o (w0) © f(2) € Ue(f(0))
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Bei einem gegebenen € > 0 und zg hingt dem-

nach das mogliche § von € > 0 und z( ab. } U=t
0 = d(wo,€). Skizziert man bei gegebenem & ) fx)
zu jedem f(xo) auch f(xg) —e und f(xo) + ¢, Ue(@’» 1
so erhilt man den fixen e—Schlauch. fx)
U%(x: > T'(X:T
. 1

Bsp.: Sei  f(z) = e Lose: f(x£d)=axFe = ¢

x f($) €1,2 5172 Bem.

0.1 ] 10 | +0.05 3.3333... 0 gross

0.1 10 —0.05 10

10 | 0.1 | 40.05 | 0.000497512... | ¢ klein
10 | 0.1 | —0.05 | 0.000502513...

~» 0 héngt also von z ab.

Man kann die Sache aber auch umkehren:

Interessiert man sich in jedem Punkte xy bei

vorgegebenem ¢ fiir das dazu mogliche €, so y
erhélt man den variablen €(z, §)—Schlauch. // }
U(f(x))
————— >
! Ui Ul U)X
In Fillen wie f(z) = sin(z), * € [0,7]
ergeben sich keine Probleme. Man findet be- Youd
queme Verhéltnisse. Aus einer Graphik kann U=U(f(x))
man ablesen, dass offensichtlich folgendes ver- u
mutet werden darf: Bei fix vorgegebenem e

£
3
<Y

gibt es irgendwo bei einem bestimmten x( ein
minimales §(xg, ), das wegen der Minimalitét
fiir andere xy auch verwendet werden kann.

Gegeben sei: € € RT, zg € I = {z0} (Intervall ), § < ¢ = const.

Allgemein kann man vermuten, dass hier das 0(zg,e) wahrscheinlich eine stetige Funktion von z( sein
muss, denn es ist in I definiert, hat keinen Pol und kann nicht springen. (Sonst miisste f(xg) springen, e
ist fix.)

Auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] hat eine stetige Funktion ein Maximum und Minimum.
d(xzo, ) > 0 ist wegen der Stetigkeit von f iiberall auf I definiert, hat also z.B. in 29 = ¢ ein Minimum
c1 = 6(00,5) > 0.

(Falls trotzdem Zweifel an der Stetigkeit von d(zg,e) bei fixem e bestehen, so bedenke man, dass
{6(x0,€) | ®o € I} ein Infimum besitzen muss, gegen das eine Folge (§(xo,n,€)) konvergieren muss. Da
Zon € I gilt, muss die Urbildfolge einen H&éufungspunkt cy haben, der aber in I liegen muss, da I
abgeschlossen ist. Falls nun §(cp,e) = 0 gelten wiirde, hétte man in ¢y keine Stetigkeit, was nicht sein
kann. Damit ist ¢g > 0.) ~»
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Lemma: Vor.:

f stetig(I), I abgeschlossen

Beh.:

Jpo=coer : 0(co,€) = 1 € RT minimal

Problem: Nun gibt es ersichtlicherweise dusserst ungiinstige Fille, bei denen bei gegebenem e das
zugehorige ¢ bei bestimmten xg sogar 0 werden kann, die Stetigkeitsdefinition (§ > 0) somit verletzt ist.
(Umgekehrt kann bei fixem ¢ dort e = oo werden.)

Bsp.
y
" f(x)+e
f@)=—, 20 €UO)NR =1 U=Ulfx)
Seien U f(x)-e
1 l+ex 1
@) =—te=——:1=—=f(n) i\ >
T 1 U,(x,)
- _
1 11 +ex . .
—cex
f(z)==—-c= = — = f(z2)
T T To
Betrachte z.B. )
1 o
£ 3 <xog<l, To— T1 xo 1+ ez xo( 1+E$Q), <exg <
Fir 29 — 0 ) )
erhdlt man: 6 =g - (1 — 1_i_&_gco)—>0-(1—m)20

In der Mathematik zieht man sich in solchen Situationen immer durch einen besonderen Trick aus
dem Sumpf: Man schrinkt die Menge der Funktionen oder der Definitionsmengen so ein, dass dort das
storende Problem nicht mehr auftritt. Man definiert eine ausgezeichnete Menge, in der alles rund l&uft
und untersucht dann, was diese Menge fiir Elemente hat. ~»

In unserem Fall nennen wir eine Funktion gleichmissig stetig, wenn § unabhéingig von xy gewahlt
werden kann: §(z,e) = 0(¢).

Definition: f gleichmaissig stetig auf M M
S VageM Vex0 Js(e)>0 ¢ VaeUs o (w0) * f(z) € Ue(f(z0))

Obiges Lemma konnen wir jetzt wie folgt als Satz formulieren:

Satz: Vor.:

f stetig(I), I abgeschlossen

Beh.:

f gleichmissig stetig auf I [
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Andererseits wissen wir jetzt, dass bei Funktionen auf offenen Intervallen, die am Intervallende einen Pol
besitzen, Probleme zu erwarten sind.

2.5 Eine Simulation mit rekursiven Folgen — Une simulation
avec des suites récurrentes

2.5.1 Ein Beispiel von linearem Naturschutzes — Un exemple de protection
de la nature linéaire

Das folgende Beispiel hat sich angeblich um 1970 in einem abgegrenzten amerikanischen Nationalpark
zugetragen: Alljéhrlich haben Jdger aus der Umgebung im Park eine Hirschjagt veranstaltet. Trotz
der Jagt war die Population der Hirsche immer etwa konstant. Eines Tages haben Naturschiitzer von
der Sache erfahren. Nach ihrer Meinung war das Treiben der Jéger nicht im Sinne des Naturschutzes.
Schliesslich haben sie vor Gericht ein Jagdverbot erreicht. Danach ist es passiert.

Im Winter liegt bedeckt in dieser Gegend eine dicke Schneedecke ldngere Zeit den Boden. Die Hirsche
iiberleben nur, da sie dann die Rinde von den Baumen fressen. Diese sterben danach ab. Ohne Dezimierung
durch die Jager ist danach die Hirschpopulation rasch angestiegen. Die Menge der angefressenen Biume
hat schnell ein Ausmass erreicht, dass niemand erwartet hat: Nach wenigen Jahren waren alle Baume des
Waldes leergefressen und danach abgestorben. Im folgenden Winter sind alle Hirsche dann verhungert. ..

Dieses Geschehen wollen wir nun simulieren! Da es sich hier um ein vernetztes, riickgekoppeltes System
von Zusammenhdngen zwischen den einzelnen Variablen handelt, haben die nur linear denkenden
Naturschiitzer die Hirschpopulation ausgerottet statt ihr Dasein zu verbessern. Ebenso fiir den Wald.
Die gute, mit Unverstand realisierte Absicht hat zur maximal méglichen Katastrophe gefiithrt. Das
lehrt uns, dass man mit komplexen riickgekoppelten Systemen nicht naif verbesserisch umgehen darf.
Die Katastrophe verhindern kann man durch Simulationen, jedoch nicht durch besserwisserische
Hitzkopfigkeit.

Das nebenstehende Schema zeigt ein erstes
einfaches Modell des Systems. Nun miissen l

Nationalpark  Parc national

wir die Wirkungszusammenhénge mit Hilfe

von Funktionen modellieren. Wir untersuchen ——

dann das System an diskreten Zeitpunkten, Ecologisres

z.B. immer im Friithjahr. Das fithrt zu einem

riickgekoppelten System von rekursiven Fol- l

gen.
Jiger _ Hitsche ] Einnin
Chasseurs Cerfs Ennée

-/

Sei n die Variable fiir das Jahr. Wir fithren folgende Funktionen von n ein, die bei diskreten Werten fiir
n je eine Folge bilden:

vE[n] = Anzahl Eintritte
vG[n] = Gewinn
vF[n)
vU|[n)

n Fressen (Heu)

n = Anzahl Umweltschiitzer im Einsatz
vJ[n] = Anzahl Jiger
vB[n] = Anzahl Biume

vH|[n) Anzahl Hirsche



2.5. SIMULATION MIT REKURS. FOLGEN — SIMULATION AV. D. SUITES RECURR. 59

Dazu kommen die folgenden Parameter. Die einen sind naturgegeben, die andern kann der Mensch
wéhlen.

emntritt Preis = Preis fiir einen Eintritt

fizKosten = Fixkosten Verwaltung

factHeu = Faktor fiir Aequivalent Gewinn — Heu statt Baum
umweltjahr = Jahr mit Beginn Umweltschutz

pU = Anzahl Umweltschiitzer

vJTot = Anzahl Jdger

fressen = Faktor fiir gefressene Biume pro Hirsch
faktorB = Faktor fiir Vermehrung der Bdume
faktorH = Faktor fiir Vermehrung der Hirsche
factorJschiessen =  Anzahl abgeschossene Hirsche pro Jéger
umweltjahr = Jahr mit Beginn Umweltschutz

Zur Zeit n =0 initialisieren wir alle Variablen mit 1, also z.B. vE[0] = 1. Damit verhindern wir spéter
unbelegte Variablen.

Eigentlich miisste man die naturgegebenen Gesetze aus auf Beobachtungen basierende Statistiken gewin-
nen. Da uns das hier nicht moglich ist, schitzen wir sie fiirs erste sehr grob wie folgt (Mathematica—Code):

Mathematica-Programm:

fPos[x_ /; x >= 0] := x;
fPos[x_ /; x < 0] := 0;

vE[n_] := Floor[vH[n - 1]/vH[1] * vE[n - 1] + vE[n - 1] * Random[]];
vG[n_] := fPos[eintrittPreis * vE[n] - fixKosten];
vF[n_] := vG[n]/factHeu;

vU[n_ /; n >= umweltjahr] = pU;
vU[n_ /; n < umweltjahr] = 0;

vJ[n_] := Ceiling[vJTot * E~(-vU[n])];
vB[n_] := fPos[Floor[vB[n - 1]* faktorB - vH[n - 1] * fressen ] 1;
vH[n_] :=

fPos[Floor[

vH[n - 1]*faktorH *(vB[n] + vF[n])/(vB[n - 1] + 1) -
factorJschiessen * vJ[n - 1]11]1;

fPos macht negative Werte zu 0. Damit werden negative Anzahlen unterdriickt. Floor wihlt die
néichstkeinere ganze Zahl. Random gibt eine Pseudozufallszahl zwischen 0 und 1. vU gibt fir
n > wmweltjahr den Wert pU und sonst den Wert 0. Ceiling gibt die néchstgrossere ganze Zahl. E ist
die eulersche Zahl. Es sei dem Leser iiberlassen, diese Formeln in iiblicher mathematischer schreibweise
zu schreiben und die gew&hlten Zusammenhénge zu erkléren.

Mit dem folgenden Programm erzeugen wir eine Liste der Werte sowie zugehorige Diagramme fiir vH|[n]
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Mathematica-Programm:

Print [MatrixForm
[N[Prepend[Table [{vE[n], vG[n], vF[nl, vU[n], vJ[nl, vB[nl, vH[nl}, {n, O,
731, {"vE[nl", "vG[n]", "vF[nl", "vU[n]l", "vJ[nl", "vB[n]",

"vH[n]"}1111;

tabH = Flatten[Table[{vH[n]}, {n, 0, 7}]];

1P1 = ListPlot[tabH, PlotStyle -> PointSize [0.02]1];

tabH = Flatten[Table[{vH[n]}, {n, 0, 7}]];

1P2 = ListPlot[tabH, PlotJoined -> True];

Show[1P1, 1P2];

Die folgenden Startwerte und Parameterwerte (1’000 Hirsche, 10’000 Biume) fiihren zum nebenstehenden
Diagramm fiir die Hirschpopulation. Hier schiessen die Jdger jéhrlich einige Hirsche ab. (10 Jéger je 20
Hirsche.)

vE[1] = 10

emntritt Preis = 5

fixKosten = 500 1000 . e o o o« .
factHeu = 10

U _ 5 800

vJTot = 10 600

vB[1] = 10000

fressen = 4 400

faktorB = 1.4 200

vH[1] = 1000

faktorH = 1.2 2 3 4 5 6 7 8
factorJschiessen = 20

umweltjahr = 100

Nun éndern wir die Situation: Ab Jahr 1 ist Jagdverbot. Es wird noch etwas gewildert. Wie man sieht,
bricht die Hirschpopulation rasch auf 0 zusammen.

vE[1] = 10

eintritt Preis = 5

fixKosten = 500 ¢ o

factHeu = 10 12000 e .

pU — 5 1000e

vJTot = 10 800 o

vB[1] = 10000 600

fressen = 4 200 .
faktorB = 1.4

vH(1] = 1000 200 .
fak:torH = 1.2 * 4 6 8 fo
factorJschiessen = 21

umweltjahr = m
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Die nachfolgende Tabelle zeigt den genauen Simulationsverlauf.

n  wvE[n] vG[n] vF[n] oU[n] vJn] vB[n] vHn]
1. 10. 0. 0. 5. 1. 10000. 1000.
2. 14. 0. 0. 5. 1. 10000. 1197.
3. 28. 0. 0. 5. 1. 9212. 1321.
4. 34. 0. 0. 5. 1. 7612. 1307.
5. 77. 0. 0. 5. 1. 5428. 1116.
6. 114. 0. 0. 5. 1. 3135. 773.
7. 249. 485. 75. 5. 1. 1305. 401.
8. 112. 180. 62 5. 1. 214. 83.
9. 164. 420. 0. 5. 1. 0. 22.
10.  106. 0. 20 5. 1. 56. 0.

Nun dndern wir die Situation nochmals: Es wird nicht mehr geschossen (Faktor 0). Die Hirsche benétigen
weniger Rinde. Dazu bekommen sie mehr Heu. Wie man sieht, steigt die Hirschpopulation rasch an. ..

vE[1] = 10

emntritt Preis = 5

fixKosten = 500 14000 .
factHeu = m 12000

pU = 5

vJTot = 10 12222

vB[1] = 10000 6000

fressen = 21 4000 .
faktorB = 1.4 « °

vHI1] = 1000 w00, et

faktorH = 1.2 2 38 4 5 6 1 8
factorJschiessen = om

umuweltjahr = 100!

Das Mathematica—Programm ist zu finden unter:

http://www.hta-bi.bfh.ch/ wir/MathemDF/Mathem.html

> File

CM10.nb

2.6 Landau—Symbole und Fibonacci — Le symboles de Landau
et Fibonacci

2.6.1 Landaus ’O’-Symbol — Le symbole ’O’ de Landau
Definition — Définition

Symbole O’ und 0’ von Landau:

Symbol: 3n3—2n?+4n—5=0[n3], o[n’]

’Q’ steht dabei fiir ,,Ordnung” (O[n®]) ~ Potenzen der Ordnung (Polynomgrad) mindestens n.

Gegeben seien zwei Folgen (a,) und (b,). Wir definieren (O[b,], O(b,), o[bn], o(bn)):
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Definition: (an) = O(by) © (Ipser+ - |Z—"| < M)
n
(an) = o(ba) & (3= = 0)
n

Bsp.:

1. (n®—4n?+5n+9) = 0(n?)

2. (n®—4n?+5n+9)=0(n"), keN, n>3

3. (n3 —4n? +5n+9) = o(n?)

4. (n® —4n?+5n+9) = o(e")
Bemerkung:

Statt a, = O(by,) schreiben wir kurz O(b,) ~ z.B. c-a, =c-O(b,) u.s.w..
Wichtig:

7Z.B. Mathematica verwendet auch dieses Symbol! Fiir die Rechnung mit Reihen muss es unterdriickt
werden. Dafiir existiert der Befehl ,,Normal® .
Regeln — Regles

Aus der Definition ist unmittelbar ersichtlich:

Konsequenz:
@ an = O(ay)
@ c=const. ER = c-an = O(an) — AVM — c-o(an) = o(an)
@ cr €R\{0} = c1-O(an) + 2+ O(an) = O(an) — MOM — c1-0(an) + 2 - 0(an) = o(an)
@ an = O(bn), by =0(cn) = an=0(cn) — OO — an =0(by), by =o0(cn) = an = o(cy)
© 0(0(an)) = Ola,) — AV — ofo(a,)) = o(a)
@ O(an) O(bp) = Oty by) = an O(by) — AV — 0(an) o(bn) = 0(an bn) = an o(by)

Bemerkung:

Die folgenden Folgen sind mit O und o nicht vergleichbar:

{ n? n gerade

an = sin(n) n ungerade
sin(n) n ungerade
by = 2 d
n n gerade

Begriffe:



2.6. LANDAU-SYMBOLE UND FIBONACCI — LE SYMBOLES DE LANDAU ET FIBONACCI 63

O Folge

o(1) konstant

O(n) linear

O(n?) quadratisch

O(n?) kubisch

O(nk) polynomial

O(e™) exponentiell

O(log, n, a>1) | logarithmisch
2.6.2 Benchmark, Fibonacci — Benchmark, Fibonacci

Problem — Probléeme

Computer werden oft nach Benchmarktests bewertet. Eine géingige Methode ist es, Fibonacci-Zahlen zu
berechnen und dabei die Zeit zu messen. Wie wie weit die berechneten Glieder einer Folge den Speicher
fiillen héngt dabei von ihrem Wachstumsverhalten ab. Ahnliche Probleme begegnen einem bei Sortieral-
gorithmen.

Fibonacci—Folgen, Definition — Suites de Fibonacci, définition

Definition: (ay) Fibonacci-Folge <

1. a ERa_
2. as e Rt

3. Ap+1 = Qp +ap—1

Eigenschaften von Fibonacci—Folgen, Qualités des suites de Fibonacci

. a, Ap + Ay Ay — 1
Se1 Gn 1= n+1 - Gn = n n—1 :1+ n—1 _ 1+
Qnp Qnp Qnp qn—1
a,
Lemma: Vor.: qn ‘= "+1, ay € Rg, as € RT
Qnp
1
Beh.: gn =1+
qn—1

a1 €ERY, a1 €RT = apy1=an +a,-1>0

1
:vn>1qn>0’\’) v'rL>21<1'i_ :qn/\vn>2—<1 :vn>21<qn<1+1:2

gn—1 gn—1
a,
Lemma: Vor.: qn ‘= "+1, ay € Rg, as € RT
a/TL
Beh.: 1< ¢n <2 (beschrinkt)

Um die Konvergenz der ¢, nachzuweisen, miissen wir die Monotonie untersuchen. Dazu habe ich
entdeckt, dass Kettenbriiche weiterhelfen:
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Es gilt 1+ ! 1+71 1+71 1+71
s gilt: ¢, = = = - =
g dn Gn1 1+ 1 1 1

Im Falle a1 = as = 1 erhalten wir einen endlichen Kettenbruch:

1

o =14 ——7—

" 1+71+ L

1+%

1
Im Falle a1 = as = 1 wird daher:
1+ !
Gn =14 ———
" 1+ﬁ

14—

. Wir definieren nun:

Ein Kettenbruch ist also eine Abbildung des rekursiven Algorithmus ¢, = 1+
qn—1

Definition:

p ist Fixpunkt des rekursiven Algorithmus ¢, = f(cn—1) < p = f(p)

Wir suchen nun die Fixpunkte g von ¢, =1+

qn—l.

1 14+ +V5
g=l+2 = FP=g+l =g -g-1=0= 91,2=Tf
gn > 0~ nur g > 0 interessant.

1+6

1
Lemma: g=14+-, g>0 = ¢g= 5
g

Wir verwenden nun den Hohensatz p- ¢ = h? fiir ¢ = ¢,—1 und h =1

| (11

~ Pn = s qn =1+ =1+4pn
n— qn—1
|
FP; : )
-1/02 -1/q1 (0,0) ' q2 ql
Es gilt: Gn—1 rechts von g ~ @, links von g ~ @,41 rechts von g ...
Gn—1 links von g ~ ¢, rechts von g ~ ¢,41 links von g ...
Sei qn—-1— 9 = dn—l = Qn-1=49g+ dn—l
. 1
Es gilt: qn =1+ ,
My 1 1 2 1
_ 1+ 14+ qgn- -1+
~ g =1 =l = L gy = L e = e S
dn 1+ In—172 Gn-1+1 Gn-1+1 Gn-1+1

qn—1 qn—1
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2qp—1+1 - qz_l +qn-1—2¢n—1+1
Gn—1+1 Gn—1+1

~ dp_1 _dn—i-l = (Qn—l_g) _(qn+1 +9) = 4n—1—"4n+1 = Ggn—-1—

= qno1+1

L : dp_1—d =
emma n—1 n+1 G+ 1

Sei |dig| <<1, g~ 1.61803, gn—1 =9+ dn_1

= AdQ l_d 1 d 1_(g+dn—1)2_(g+dn—1)+1_92+2gdn—1+d%—1_g_dn—l+1_
n—1 — Un—-1 7 Un4+l — -

g+dp_1+1 g+d, 1+1 o
=0
2
P +2g9dna+dy  —g—dia+1 ¢ —g+1429dp 1 +d;_—dp1  2gdya+d,_ —dy
g+dn—1+1 g+dn—1+1 g+dn—1+1

2 1 —dp— 2g—1 _ 2g—1 _ 2.2 _
2901 mdioy (297 Dduoy @9 = Ddnoy 22360700y g gy,
gtdpatl  gtdiit1l g+1 2.61803
= Sgﬂ(dgm_l) = Sgﬂ(dn_l), dn—l_dn—i-l ~ 0.854102 dn—l = dn+1 ~ 0.145898 dn—l = |dn+1| < |dn_1|

Lemma: 1. |dpt1| < |dn-1]

2. sgn(da,n—1) = sgn(dn—1)

Konsequenz: (ga,) monoton fallend
(g2 n—1) monoton wachsend

1 1
g ist einziger positiver Fixpunkt von ¢, = 1 + =1+ — 1 firn = 2k und fiir n = 2k + 1.
gn—1 1 +
qn—2
Beide Folgen (n =2k, n =2k+ 1) sind monoton und beschréinkt. Da der Hiufungspunkt Fixpunkt des
1 5
Algorithmus sein muss, konvergieren die Folgen gegen g = +2\/_.
Satz: Vor.:
1. a1 € Ra_
2. a9 € Rt
3. Gpy1=an +an_1
Beh.:

Qnt1 1+vV5
Lgpni=——yg
Qn 2

2.g=(Joo=(Jn=1+1+ T

qn—1
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Wachstum von Fibonacci—-Folgen — Maniére de croitre des suites de Fibonacci

Wir wollen die Fibonacci-Folge mit ¢, = b™, b > 1 vergleichen.

Es gilt: o =b""1.b, "t =pn.b=p""1.52
= Cny1 = bn-‘rl — bn—l . b2

CntCno1=b""t b+ =" (b4 1)

Problem: c¢,41=c¢,+ch1 = b=7

Sei chr1=cpntceno1 = L2 =b0""1(b+1) = BP=b+1 = 2-b-1=0

1++/5 1 5
= b1 = 2\/_/\b>0$bl72: +2\/_=9$bn=g"
Satz: Vor.:
1.ep,=0" b>1
2. Cpy1 =CptCpaa
1 5
Beh.: p=g=1TY0 g =g

Korollar: Vor.:

Locpp1 =cn+cena

2. apy1 =an +an-1, a1 >0, az >0

a
3. G = n+1
2%
Beh.:
¢
l.en=9g" = il —g
Cn
n an+1
2.t =an# 9" = Gn= -9

n

3. an, =0(g™)

Wir miissen noch a,, = O(g"**) nachweisen.

1.Sei ay=1<ec1=g, as<ca=¢>% az3=1+1=2<g+¢>=c3=c1+c
Induktion:
an <Cp=g", an-1<Cp-1=g

a
= Juert |1 <M
Cn

1 _ _
" = Gpt1 = 0p +0p—1 < Cp+ Cp—1 = Cp41

2. Sei a1 >0, as <0

= 3k,ngvn<n0 an < gn+k

=Cn+tk = Optl = 0p +ap—1
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1+k k
<tk F Oy = Cnp14k =g =g

a
= dpert, NoeNVn>No |c_n| <M ©

n
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Kapitel e Chapitre 3

Differentialrechnung (Funktionen
mit einer Variablen) — Calcul
différentiel (fonctions avec une
variable)

3.1 Problemstellung — Problématique

3.1.1 Grundlagen — Fondements

Klassisch teilt man die Infinitesimalrechnung auf in Differentialrechnung und Integralrechnung.
Die uns auferlegten Rahmenbedingungen erlauben es uns aus Griinden der Gewichtung jedoch nicht,
dieser reinen Form der Aufteilung zu folgen. Trotzdem bildet sie aber eine untrennbare Einheit.

Historisch geht die Infinitesimalrechnung (nach Anfingen bei Pascal* und anderen) hauptsiichlich auf
Leibniz® und Newton® zuriick. Weiter ausgearbeitet wurde sie dann zu einem grossen Teil in Basel durch
die Bernoullis” und durch Euler®.

3.1.2 Das Problem der Tangentensteigung — Le probleme de la pente de la
tangente

3.1.3 Die Begriffe — Les notions

Problem: Die Geometrie und spéter die Physik hat zu folgender Fragestellung motiviert:

Gegeben sei eine Funktionskurve (~  der
Graph einer stetigen Funktion, die keine ,,Za- ~e

cken® aufweist). ) <y < o
Gesucht: Die Tangente (,, Schmiegegerade®) an ) Fn’\ N P
die Kurve in einem Punkt Fy. Diese soll ein- \54@:133/

. AX
deutig sein. To. Ax=h _
X=X +AX=X,+h "x

i Tg,

@,

4Blaise Pascal 1623-1662

5Gottfried Willhelm Leibniz 1646-1716
6Isaac Newton 1642-1727

77.B. Jakob der &ltere Bernoulli 1654—1705
8Leonard Euler 1707—1783

69
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In der Physik trifft man diese Fragestellung, wenn es darum geht, z.B. die , Momentangeschwindigkeit
eines Massepunktes zu bestimmen. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines Massepunktes im
Weg-—Zeit-Diagramm zwischen Py = (to, s(to)) = (to,s0) und Py = (t1,8(t1)) = (t1,s1) berechnet sich

nach Definition der Geschwindigkeit bekanntlich als das Verhéltnis ﬁl Das ist gerade die Steigung

der Sehne zwischen den genannten Punkten: ﬁl = tan .

Idee: Um von der Sehnensteigung (Sekantensteigung) zur ,, Tangentensteigung® zu kommen, riicken wir
den Punkt P; immer ndher zu Py. Die Sekante geht so im Grenzfall in diejenige Gerade iiber, die wir
offensichtlich fiir die Tangente halten und somit als Tangente definieren miissen — die Tangente ist ja
in der Geometrie erst fiir Kurven wie Kreis, Ellipse u.s.w. durch eine Konstruktionsanleitung definiert,
aber nicht fiir beliebige Kurven. Genauso verfahren wir bei Punkten Py, P; auf beliebigen Graphen von
reellen Funktionen mit einer Variablen. Das kénnte dann funktionieren in jedem Punkt Py = (o, f(z0))
eines Graphen, wo die Kurve ,glatt“ ist, d.h. keine Spitze hat. ~»

Um iiber das eben Gesagte besser reden zu konnen, fassen wir einige spezielle Sachverhalte in Begriffe,
d.h. wir fithren Namen ein:

Definition:

Die Sekantensteigung;:

Ay flwo+Ax) — f(xo) vi T
tan(ay) = — = _ g.
Az Ax
f(x1) = f(wo)  flwo+h) = flzo) f(x,+AX} /

T1— o h
= DQ(fa xo, xl)
heisst Differenzenquotient .
1 X
. |
X, X;=X,+AX

Definition:

Der Limes des Differenzenquotienten

tan(ag) = lim 2y = lim f(@o + Az) = f(wo) = lim ) = F(wo)
Az—0 Az Az—0 Ax T1—T0 T1 — Xo
= lim f(@o +h) — f(xo) = lim DQ(f,xo,x)
h—0 h T—T0

heisst Differentialquotient oder Ableitung resp. Tangentensteigung der Stammfunktion f an
der Stelle zg .

. . df(z d
Schreibweise:  tan(ag) := f'(xg) = £(x ) - = (T)) e
Bemerkung:
f'(zo) stammt von Newton ,

%(x) hingegen von Leibniz .
x

Beide Schreibweisen sind gebriduchlich. Je nach Situation ist die eine oder die andere besser.

dzx, dy, df nennt man differentielle oder infinitesimale Grossen. . Sie haben hier nur symbolischen
Charakter.
Einen Sinn erhalten sie in der Non—Standard—Analysis. Wir kénnen uns vorstellen, dass sie beim
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Grenziibergang 0 werden, jedoch nicht von beliebig hoher Ordnung 0. Dass es verschiedene Ordnungen
von 0 gibt, haben wir bei der Untersuchung der reellen Zahlen und von unendlich erfahren.

Wie wir wissen, braucht ein Limes nicht immer zu existieren. Hier existiert er nur, falls die Sekantenstei-
gung a(y,)(x1) sich in g stetig verhalt (bei lim ). Falls das der Fall ist, so sagen wir:

T—xTg
Definition: Falls f/(x9) = lim DQ(f,zo,x) existiert, so heisst f in z( dif-
T—xTo
ferenzierbar.

Wenn f’(x0) in jedem z in einer gewéihlten Definitionsmenge D existiert, so ist dadurch in natiirlicher
Weise eine Funktion f’: xg — f'(xo) definiert. Somit kénnen wir definieren:

Definition: ffx — f'(x) (x € Dy) heisst Ableitungsfunktion (kurz:
Ableitung)

Die Ableitung f’(x) ist demnach die Steigungsfunktion der Tangente.

Definition: f heisst differenzierbar auf I
& Vaoer f/(xo) existiert .

~» kurz : diff’bar,
dift’bar(()I) ~ auf I

DW(I) :={f | f diff’bar(I)}
3.1.4 [—Differenzierbarkeit — ”Dérivable
Analog zur L—Stetigkeit konnen wir auch die stirkere L—Differenzierbarkeit definieren:

Definition: Lokale L—Differenzierbarkeit
Die Funktion f heisst L-differenzierbar in z¢

& Jner, ker+VaeUs :
f(@) = flzo) + m(z — xo) + R(z) A |R(z)| < k- (z—20)?

m heisst im Falle der L-Diff’barkeit Ableitung von f in x.

Konsequenz:
Vor.:
Vecvs @ f L-differenzierbar
Beh.:
x)— f(x
TueneVoevs o (LI g e o) < 2

Interpretation: Die Sekantensteigung ist demnach in Us immer kleiner gleich L.
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Definition: Globale L—-Differenzierbarkeit
Die Funktion f heisst L-differenzierbar in

< Veer: [ ist L-diff’bar in zg.
Fiir abgeschlossene Intervalle folgt sofort:
Korollar: Die Funktion f ist L-differenzierbar auf I = [a, ]

& Jper+ Ve aoer ¢ [f(x) = f(wo)] < L |z — 20

Ahnlich wie bei der L-Stetigkeit sicht man sofort, dass aus L-differenzierbar ,,gewshnlich differenzierbar*
folgt. Konsequenz:

Satz: Vor.:
f L—differenzierbar

Beh.:
f differenzierbar

Trivialerweise gilt der Satz:

Satz: Vor.:
f L—differenzierbar

Beh.:
f L—stetig

3.1.5 Einfache Beispiele — Exemples simples

1. Beispiel:  Gerade:

flx)=ax+b = f(xrg)=axg+Db

f(z1) — f(=zo) _ (ax1 +0) — (axg + b) a(xy —x9)+ (b—b)

= f'(x9) = lim lim = lim
x1—To Tr1 — X9 x1—To Tr1 — Xo x1—To (331 - .130)
a(ry —x
= 1imM: lim a=a = f'(z)=a
x1—To (331 - .130) x1—To

Die berechnete Steigung ist demnach die bekannte Geradensteigung.
Speziell: f(z)=b=const. = a=0 = f'(z)=0

2. Beispiel:  Parabel:
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ar?—ax?
f(x)=ax® = f(zo) =ar? = Veper DQ = DQ(ax? xg,11) = —2+—"0 =
r1 — o
= a (@ — o) (@1 + o) =a(z1 +0)),, ., = lim DQ=a-2-x9=f(z0 = Yaerf'(z)=2ax
o1~ 20) e =00
3. Beispiel:  Wurzel: (/z)' =7
po= @t W) —(w0)? _ (w0 +h)7 — (20)? _ (2o + h)¥ — (20)?
o TR (4 WE ) (o + ) - )
= 1 T T = = (\/5) ! e d
((mo+h)z +23) 222 20

1 1 1

F l: I = =—x,°
orme (V1) 2w 2 x
4. Beispiel:  Parabel hoherer Ordnung:
T —xg

fl@)=a" = flzo) =28 = Vayer DQ= DQ(z", 0, 71) = P

_(m — xo)(x?_lxg + x?_Qxé + x?_gxg + ...+ x?xg_l) B
(z1 — o)

-1 —2 -3 -1
R I S e e e I N S A s

= lim DQ=nz) ' = f'(v0) = Vaeer f'(x) =na™!

r1—T0

)lwl?fwo

3.1.6 Hohere Ableitungen — Dérivées supérieures

Da f'(x) wieder eine Funktion ist, kann es sein, dass in den betrachteten Punkten wieder Tangenten

an den Graphen von f’(x) existieren, dass also (f'(z))’ = lim DQ(f’,z,z1) wieder existiert fiir die
r1—T

betrachteten x. Dann ist (f(x))’ wieder eine Funktion. Entsprechend fiir ((f'(z))")’ und so fort. Wir
reden hier von hoheren Ableitungen.

d  d d?
Definition: '(z) = (f'(z)) = %(@f) = d—xj;
2-te Ableitung (f € D?(I)...)
d  d d?
(@) = (@) = gy = T

3-te Ableitung (f € DO)(I)..))
n—1 mn
FO ) = (rr @)y = () = T

dx(dx"_l " odan’
n—te Ableitung (f € D™)(I)..))

(Spéter sind diese Ableitungen wichtig bei Potenzreihen. )

Bsp.:
Ein Massepunkt bewegt sich nach der Gleichung
) s(t) = ct?.
~» Geschwindigkeit (Anderung des Weges pro Zeit) : v(t) = '(t) = lim 2% =2c¢t (vgl. Bsp. 2 oben)

At—0 At
).

~» Beschleunigung: Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit a = A17itrno 2L =2/(t) = (s'(t) = s"(t) =
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d*s
ap
(Es ist natiirlich nicht notwendig, immer alle diversen Schreibweisen wiederzugeben. )

3.1.7 Diff’barkeit und Stetigkeit — Dérivabilité et continuité

Man sieht schon anschaulich ein, dass eine Funktion an ihren Unstetigkeitspunkten keine eindeutige
Tangente besitzen kann. (Man denke an Polstellen, Definitionsliicken, Spriinge.) Nicht stetig bedeutet
also nicht differenzierbar. Jedoch kann es sehr wohl sein, dass eine Funktion in einem Punkt stetig
ist, jedoch nicht differenzierbar. Man denke an eine Spitze im Graphen, wo keine eindeutige Tangente
existiert. Es gilt jedoch: Falls in einem Punkt eine Tangente existiert (falls die Funktion differenzierbar
ist), so ist sie dort stetig.

f(@1) — f(x0) J(z1) — f(20)

Denn : ¢ = f'(zg) = lim = 0=( lim ————*)—c¢
x1—T0 r1 — o x1—T0 r1 — Xo
lim (f(xl) —f(xo)) e g @) = flzo) —e(a1 — o)
x1—T0 r1 — X0 x1—T0 r1 — o

= 0= lim f(z1) = f(z0) —c(21 —wo) = lim f(z1) = flzo) = lim ¢ (21— x0o)

= lim f(z1) = fzo) = lim f(z1) = f(zo) = [ stetig(zo).

T1—T0

Satz: f diff’bar(xg) = f stetig(xo)

Kontraposition:

f nicht stetig in g
= f nicht diff’bar in  xg

Wichtig: Stetigkeit ist nur notwendig, aber nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit. Es gibt stetige,
nicht differenzierbare Funktionen (z.B. fraktale Gebilde).

Es gibt sogar Funktionen, die {iberall definiert sind, jedoch nirgends stetig und somit nirgends diff’bar
sind.

Bsp.: flx) = {(1) i;g

Eine Funktion, die iiberall stetig und nirgends differenzierbar ist, stammt von Weierstrass:
(o)
flx) = f(x, N\ s) = Z)\(Q_S)k' sin(Afz), A>>1, s€(1,2), € Dy =[0,1]
k=1
Eine Vorstellung vom Graphen erhalten wir
durch folgende grobe Approximation:

n=>5

fu(x) = fulx, N\, s) = f5(x,5,1.5) = Z 5219k gin(5F 1)

k=1
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3.1.8 Links— und rechtsseitige Diff’barkeit — Dérivabilité de gauche et de
droite

Bsp.: f(z) =22 Vz=Vab

Betrachtet man den Graphen, so wird es of-

fensichtlich, dass eine Tangente im Punkt

(0,0) sinnvoll ist. Jedoch ist dort vorerst

die Ableitung nicht definiert, da wegen dem

Definitionsbereich kein zweiseitiger Limes ex- ?2
istieren kann. Es existiert nur ein rechtsseitiger

Limes:

f(x) = x2{X ={x®

| - X

5 x%—O% x% 2 . .
~ DQ=DQ@H,0,01) = =—p = "- =of = lmDQ= lima

= roje
I
o
woleo
I
o

Dabher ist es in Punkten wie im eben studierten Beispiel sinnvoll, eine links— und rechtsseitige Ableitung
zu definieren:

ops . A
Definition: xlllgo A_ch = f% (x0)
heisst linksseitige Ableitung von f in z( (linksseitige Tangen-
tensteigung)
A
Jim 2 = f{ (o)
heisst rechtsseitige Ableitung von f in z( (rechtsseitige Tan-
gentensteigung)

Damit gelingt es nun, auch den Knick mathematisch zu fassen. Wir Definieren:

Definition: Vor.: lim f(z), lim f(x) existieren .
zlxo zlxzo
~ f hat in x( einen Sprung
< lim f(x) # lim f(x)
zTxo zlzo

Definition: Vor.:
Sei f stetig(xo),

lim f/(z), lim f(z) ex..
zTxo zlzo

f hat in zy einen Knick
< lim f/(z) # lim f'(x)
zlxo zlxzo

Das bedeutet also dass die linksseitige Steigung der Tangente ungleich der rechtsseitigen Steigung der
Tangente ist.
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3.2 Der Kalkiil — Le calcul

3.2.1 Grundlagen, Potenzfunktion — Fondements, fonction puissance

Ein Kalkiil ist eine Sammlung von Regeln, die uns die Sache besonders einfach machen, da man sich
wiederholende Sachverhalte nicht immer neu herzuleiten braucht.

Eine Regel haben wir schon hergeleitet (vg. Bsp. 3, 3.1.5 Seite 72):

Regel: Potenzfunktion
Vor.: flz) =z
Beh.: fl(x)y=n-a"1

Bsp.: f(z)=2" = fl(z)=7a"

3.2.2 Linearitit — Linéarité
Lineare Operatoren — Operateurs linéaires

Bis jetzt haben wir Funktionen mit Dy C R, Wy C R studiert. Auf der Grundlage des all-
gemeinen Funktionenbegriffs (vgl. Algebra) ist diese Einschrénkung jedoch kiinstlich. Dy und
Wy konnen irgend welche Mengen sein, z.B. auch Zahlen oder auch selbst Funktionen. Z.B.
Dy = {f(x) | f diff’bar(1)}, Wy = {h(x) | 35 = h(xr) = f'(x)}. Wenn nun Definition— und
Wertebereich aus Funktionen bestehen, so wollen wir von Operatoren sprechen.

Seien : Mp, My = speziell festgelegte Funktionenklassen .

Definition: Operatoren sind Funktionen mit
Doy, € Mp, Wop, € My .

Bsp.: dd_x cf(z) — fl(z) = % ist ein Operator
Bemerkung:

d . .
Da infolge — differenziert wird, heisst dieser Operator speziell Differentialoperator.

dx

Definition: Ein Operator ® : V +—— V’ heisst linear, wenn er folgende Bedin-
gungen erfiillt:

& Vi pev O(fi1(z) + f2(x)) = @(f1(2)) + @(f2(z))
Vf(x)eV,AeR(C) QA f(x)) = A(f(7))

Konsequenz:
Ein linearer Operator erfiillt:

QA fi(z) + A2 fo(2)) = M@ (f1(2)) + A2 ®(f2(z))
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Linearitét des Differentialoperators — Linéarité de opérateur différentiel

Satz: di ist ein linearer Operator:  ~»
x
Regel: Vor.: 1, f2 €{f | fdiff'bar(])}, 1,2 € R}
Beh.:

1. a1 fi +asfs € {f | fdiﬁ’bar(])}
2. (1 fi(w) + azfa(w))" = a1 fi(z) + az f3(z)

Beweis: DQ = DQ(an f1(x) + aafa(x), zo, 1)

_ (a1fi(z1) + asfa(wr)) — (a1 fi(zo) + azfa(xo)) _

_ aalfien) = @) + aala(on) = foeo)) _ | fulen) = file) | falar) = folan)
xr1 — o 1 — o Tr1 — To

f2(z1) = fa(wo)

1fl(331) — fi(@o)

= lim DQ= lim a +as = a1f1(x0) + az fa(wo)
T1—x0 T1—T0 xr1 — X r1 — Xo
= lim_ (a1 fi(z1) + a2f2(x1£ :iconﬁ(xo) + o fa(w0) (a1 (20) + anfo (o))’

Bsp.: f(z) =32° —42°4+822 -9 = f/'(x) = 182" — 202* + 162 + 0

Konsequenz:
Polynome sind diff’bar auf R.

Korollar: Vor.:

p(x) = apz" + an—lxn_l +...+ar1x+ap

Beh.:

Lp@=a,-n-a" +a,q-(n—1)-a" 2+ ..

2. p™(x) = a, - n! = const.

3. pt(z) =0

3.2.3 Wichtige Regeln — Regles importantes

+ a1

Differenzenquotient und Restfunktion — Quotient différentiel et fonction de reste

Seien

> DQ= DQ(f(x),xp,z) = ml__ij;(oxo)) = Ry(z) fir zo€eR fix.
> feDW(xg) (~ f'(x0) existiert )

> Jser+ : . stetig(Us(zo)).

— X0



78 KAPITEL ¢ CHAPITRE 3. DIFFERENTIALRECHNUNG — CALCUL DIFFERENTIEL

Dann gilt:

> Ry(x) = f(@) = f(z0))

stetig(zo) (lUm Ry(z) = f'(zo), fortsetzbar )
x — xo z—m0

f(@o)(@ —z0) + f(z)(x — o) — f(zo)(x — 20) f(@) = flxo)

> f(r) = = f(zo) + (x — o) =
Tr — X r — X
= f(x0) + Ry (x)(z — z0)
Lemma: Restfunktionslemma
Vor.: Ry(x) = DQ(f(x),x0,2) A f € DD ()
Beh.:

f(z) = f(zo) + Ry(z)(x —w0), Dr; =Dy, lim R¢(z) = f'(0)

Mit dem Restfunktionslemma gelingt es, verschiedene Regeln herzuleiten. A ’aide du lemme de la fonction
du reste on peut déduire certaines regles.
Ableitung des Sinus — Dérivée du sinus

Verwende das Additionstheorem:
sin(x)

sin(a) — sin(f) = 2sin(2 B) cos(#) sowie: 1ir% =1
T— T
. o 1
~ DQ = Rgn(z) = w (sin(z + Az) — sin(z)) - — An =
|-

. r+Ar—=x r+Ar+x 1 . Ax 1 2x + Az
—28111( B )-COSA( B ) A_x —A2SHI(7) A_(ZOS()T) , R

i (z) = 1 2y Lo Rt as, o sin(At) Sl &t Ar
= )= g i) g e Ty ) = T, AT

=2
. osin(Az*) 1
— —_— . — . = 1 . =
2A£}£O AL ) cos(x) cos(z) = cos(z)

Regel: Veer @ sin’(z) = cos(z)

Produkten— und Quotientenregel — Reégle du produit et du quotient
Seien f, g € DM (z0)
= f(x)-g(x) = (f(zo) + Ry(x)(x — x0)) - (9(x0) + Ry(z)(z — xo))

= f(xo) - g(xo) + f(w0) - Ry(x)(x — w0) + g(w0) - Ry(x)(z — o) + Ry(x) - Ry(x) - (x — x0)?)
~ po={®) 9@~ f(zo) -gxo) _
r — X
f(x0) - g(xo) + f(w0) - Ry(x)(@ — w0) + g(wo) - Ry(x)(x — w0) + Ry () - Ry(x) - (x — 20)*) — f(w0) - g(0)
~ f(ao) R <>+am»R<>+m«T%< ) (@~ )

~ = lim DQ= lm f(z)) R (Hﬂ( Ry(2) + Ry(x) - Ry(x) - (x — o)) =
= F(w0) - ¢ (20) + g(o) - /' w0)
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Kurz:

f(@)-g9(x) = f(z0) - g(x0)  fl2) - 9() = f(2) - g(w0) + f(@) - g(w0) — f(@0) - g(x0)

r — X0 Xr — X
F@)- 9(32:7390(0%) +9(z) - m%igm) — f(xo) - f'(w0) + g(xo) - ' (x0)

Falls f, g € DW(I) gilt, ist diese Betrachtung fiir alle 2o € I giiltig. Man erhilt somit die Regel:

Regel: Produktenregel
Vor.: f,9 € DY(I)

(f(x) -9(x)) = f(z)-g' (=) + f'(z)-g(z) in [

1. Beispiel:
(x-sin(x))’ = (x) - sin(z) + x - (sin’(z)) = 1 - sin(z) + z - cos(x) = sin(z) + z - cos(z)

2. Beispiel:

1= (2) = (VI VB =2-VE (VB = (Vi) =

3. Beispiel:
f(z) =sin?(z), f'(z) = (sin(z) - sin(x))’ = cos(x) - sin(z) + sin(x) - cos(z) = 2sin(x) - cos(z)

4. Beispiel:
Mit Hilfe vollsténdiger Induktion und der Produktenregel beweist man sofort:

Regel: Leibniz—Formel
Vor.: f,g € D)

Beh.:

(7(0) gl = 32 ( >f"“’( ) g D() in T

Eine etwas andere Schreibweise der Produktenregel ist die Quotientenregel:

Sei i) = 53, f.guh € DU, ha) 20 (% 1) = f(0) - hla) = gla)

= ¢() (f(x @)Y = f(z) ()+f(x)-h’(x):'f’(x)=$-(9’(x)—f(x)-h’(x))

= (g (x) - h(z) — == -K(x) h(z :g'(x)-h(x)_g(x).h/(x)
= 2@ (¢'(z) - h(z) ho) W (z) - h(z)) s
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Regel: Quotientenregel

Vor.: flx) = % fr9.h e DY), Y, eT: h(z)#0

Beh.

sy - 9(@) - h(x) — g(x) - W (z)
' (x) () in I
. . _ 1 ;o (@) -h(x)—1-K(x) —h'(x)
Spezialfall: f(x) = ) = fl(z) = e = T2
Korollar: Vor.:
o) = % heDO(I), Vo el: hiz)#0
Beh f(z) = —ZQ((?) in I

S N B S
Bemerkung: Es ist somit: (z7")" = (—n) -2z~ ""!

1. Beispiel:  Mit Hilfe der Quotientenregel kénnen wir nun auch den Tangens (u.s.w.) differenzieren:

, . sin(z),, (sin(x))" -cos(x) —sin(z) - (cos(w))
(tan(z))" = (cos(x)) B cos?(x) B
~cos(x) - cos(x) — sin(x) - (—sin(z))  cos?(x) + sin?(z) 1
B cos?(x) B cos?(x) ~ cos?(z)
Kettenregel — Reégle conjointe
Studiere:
oz = h(z)
/! N
x w=g(z) = g(h(z)) = (g o h)(x) = f(z)
N /!
[ IL) —
A A A
Es gilt: DQ:A—;}ZA—Z-A—;, T — Ty = Z— 2
af :1im%:hm%-limAz—lim%-hmAZ:(@ (dh

Adx|,y, T—z0 AT w—z0 Az z—z0 AT 2920 Az z2—w0 AR Ad2|cynee) AT |omag
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Regel: Kettenregel

f@) = g(h(x)), f.heDV(I), geDV(h(I))

Beh.
df(x dg(h(x dg(z dh(x
oy W@ _dalb@) _ dos) ) dha)
dz dz dz |.opiw dz
Definition: g(x) heisst hier dussere Funktion, h(z) hingegen innere Funk-

tion. Entsprechend heisst ¢'(z) dussere Ableitung und h'(z)
innere Ableitung .

1. Beispiel:  f(z) = sin?(z) = h(z)? = 2> (h(x) = sin(x), g(z) = 2?)
Wir wissen von oben:  f'(z) = (sin®(x))" = 2sin(z) - cos(x)

dz? d sin(x)
E|z:sin(an) dz

Andererseits ist aber hier: f(z) = sin*(z) = 1 — cos?(x)

= 2sin(x) - cos(z) = f'(z) = dg(x) = (1)" = (cos?(x))" = —(cos?(z))" =

Nun kénnen wir auch anders rechnen: f/(x) = ( = 2z - cos(z) = 2sin(z) - cos(z)

_d22 ~d cos(z)

x dz dw |2=cos(z)
d cos(x d cos(x
=22 _ o dx( ) = —2cos(x) - x( )
= 2sin(z) - cos(z) = =2 cos(x) - d cos(z) = d cos(z) = —sin(x)

dx dx

2. Beispiel:  f(z) = sin(wz + ¢) = sin(z)

d d d d sin d

1

Korollar: (cos(z))’ = —sin(x) (tan(z)) = m

Ableitung der Umkehrfunktion — Dérivée de la fonction inverse

Mit Hilfe der Kettenregel ist es jetzt einfach, Umkehrfunktionen abzuleiten. Betrachte:

f
z=["1a), IR =T f)z)=Idz) =2 2" T
fFu
dz . _df'(f(z) _df (=) d(f(z) df(x)' 1
= @_1_ dz - dz |w:f(z). dz |_;.1 = de  d(f(2)
dz | _p1
) df(x)”t 1
Regel: i d0®
dz |10

Mit dieser Regel konnen wir jetzt z.B. Wurzelfunktionen differenzieren:
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d(xw 1 1 1 1 1 w1
T e B L
dx e imam N2 z:m; n-(zw)n— n n n
RN E
= xn) = —.xn
() =~
f/ N
Der Witz des Tages: 7 = —
(Gefunden anlésslich der Korrektur einer Arbeit.)
Mit der Kettenregel finden wir jetzt allgemeiner:
D 1 1 dza dzP 1 1 _
fx)=Vzi=0d = (aP)s = (Va1) = ((aP)3) = T lemar g = a - (aP)a Lop.grt
=L ppGepte-) P -t o by = gt
q q q
Korollar: Vor.:
Sei /24 =4 definiert
Beh.: (z4) = Poai
q
Konsequenz: In allen betrachteten Fillen haben wir bis jetzt die folgende Regel gefunden:

f@) =2 = fi(z) = aze!
Problem:
Gilt diese Regel auch fir o € R, a ¢ Q?

Die Frage ist zu bejahen. Anschaulich kann man sich der Sache durch das Argument nihern, dass wir
eine irrationale Zahl r = o € R, r € Q durch rationale Zahlen r, = «, beliebig genau annidhern
konnen. f/,(z) = r, ™! nihert sich dann beliebig genau an r z"~! an. Da sich die betrachteten Kurven
mitsamt der Tangenten aus Erfahrung bei diesem Prozess stetig verhalten, ist stark zu vermuten, dass
ra" 1 = (2") gilt. Um den Rahmen zu wahren, lassen wir hier den exakten Beweis weg.

3.2.4 Ableitung wichtiger Funktionen — Dérivées de fonctions importantes

Plausibilitdtsbetrachtung — Déduction de fagon plausible

Sei n-xz=y, x=const, n—00 = Yy — 00~ n=12
x
. 1 - . [N . 1o . T
Bekannt: e=lim(1+—-)" = "= lim (1+—-)")*= lim (1+—)"*= lim (1+ —)Y

Angenommen, man konnte die Limesbildung bei der Zahl e mit der Limesbildung bei der Ableitung
vertauschen, so miisste gelten:
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1
(ei)':(lim(l—i—f)y)': lim ((14+=)Y)" = lim y- (1 + —) (14+-) lim 4-(1+-) — =
pmet Ty TR ON s 7
tim (14 2 28 i (14 2L i (4 S = im 4 D= = () =
im Y = lim - — = lim - = lim VW=e e’) =e
y—00 Y 145 yooo y' 1+3 oy 1+0 y—oo Y
Vermutung: (e") =e*

Ableitung des natiirlichen Logarithmus — Dérivée du logarithme naturel

A 1
Sei f(z) =y =1In(x), zo>0, —xzfy, - =«
Zo v
. Ay In(z)—In(zg) In(E) In(LE8L)  In(1 4 £5)
Es gilt: DQ=— = = - = o = A =
Ax x — xo T — Zo Ax To - o
1 In(1+2%) 1 In(l+4) 1 - 1 1
—— . ®/ = — . ="V 2 (1 TNy = = n((1 + =)@
20 & |A/0,:7 o ~ o n((1+7) ) o n((1+ oz) )
Betrachte den Fall >0, zB. a=neN:
1
= lim DQ= hm DQ = hm DQ= lim —-In((1+4 — )(‘X) =
Axr—0 a—00 I
1 1 1 1
im — . (n) (") . - 1= =
nlingo 0 In((1+ — ) ) =l stetig g 1n(n1Ln;O( + — ) ) = - In(e) - 1 0

Fiir a < 0 erhélt man denselben Grenzwert durch die folgende Substitution:
1 1., 1 11
(141 )<a> oy (4 )P = (1= ) B=Lyen — (B yo = (B Lt Ly

B B B-1 B—1
=(1+ ﬁ)(ﬁ)lpzﬁi1 =1+ p)(p+1) (1+ p)(p) (1+ ;) —e-1=e,
a— —0 = f— 400 = p— +00
Bsp.: (o)) = (in(e - sgn(e)) = s - (v sn(e) = lil -« - sgn(a))’ =

1 y = L1 sen) +0) = s L
—m-(l-sgn(x)+x-(sgn(x)))— 7] (1-sgn(z) +0) = 7] = ol sen@)  z
)

(Fiir £ = 0 ist In(|z|) nicht definiert. Fiir  # 0 ist sgn(x) = const., d.h. (sgn(z))’ = 0. .
1

Regel: (In(|=])) = =
x

Ableitung der Exponentialfunktion — Dérivée de la fonction exponentielle

x

Sei f(z)=In(@) = [@) =" = o —pn = p—a. =

Regel: (e") =¢e”
1. Beispiel:

. . . o d ~dsi
(xQesm(a;))l _ (xQ)Iesm(a;) _"_xQ(eSln(fL‘)) _ 2xebm(*) +x dez - Scllr.lx(-ﬁ) _

_ 2xesin(a;) + xQesin(a;) COS($)

2. Beispiel:  f(x) =2%, f'(z)=?
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Idee: z = eln(a;) = % = (eln(x))x — ew~ln(a;)

d e®in(z) deV dx-1 ) 1 n
- f'(@:eczT:ﬁ'xTn(x)=ey-<1-1n<x>+x-;>=x¢-(1+1n<x>>

~ f' wichst stirker als f: Uberexponentielles Wachstum.

Ableitung bei Basiswechsel — Dérivée apres échangement de base

Exponentialfunktion :

Sei f(z)=a", a€RT, f(x) ="
Beniitze: a® = (e™(®)? = ezInle) = ef
z=z-Ln(a)

_de? dx-1n(a)

= fl(z) = = T = e® -In(a) = a” - In(a)
Logarithmusfunktion :
Sei f(x) =log,(z), a€RT, f(x) ="
Beniitze: log,(z) = Egz; = hja) -In(z) (a=e = In(a) =1)
1 1 1
= J) = In(a) = Tz In(a)
Trigonometrische Funktionen, Arcus—Funktionen — Fonctions trigonométriques, fonctions

circulaires réciproques

Die trigonometrische Funktionen wurden in 2.2.4 auf Seite 22 besprochen. .
Analog zu den hyperbolischen Funktionen gilt der Satz:

Satz: cos?(x) + sin®(x) = 1

Wir wissen bereits:

Regeln: sin’(t) = cos(f), cos'(t) = —sin(t),
tan’(t) = o2 (D)’ cot/(t) = g

Uber die Monotoniebereiche der trigonometrischen Funktionen wissen wir wegen ihrer geometrischen
Bedeutung Bescheid. (Z.B. wenn in einem rechtwinkligen Dreieck der Winkel an einer fixgehaltenen
Kathete monoton wéchst, so wéchst damit die gegeniiberliegende Kathete und damit der Sinus u.s.w..).
In den bekannten Monotoniebereichen lassen sich somit die Umkehrfunktionen definieren. Ublicherweise
wihlt man als Standardbereich nach Moglichkeit das Intervall, in dem der Ursprung liegt oder jenes
Intervall, in dem der Ursprung am Anfang liegt.

Definition: Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heissen
Arcusfunktionen.
~» arcsin(t), arccos(t), arctan(t), arccot(t)
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Der Name , arc* kommt von , Arcus® (lat. Bogen).

Die Ableitungen der Umkehrfuntionen errechnet man mit der Regel fiir die Umkehrfunktion:

1 1
Regeln: arcsin’(t) = ——, arccos’(t) = ———,
g W=T—r W="r—"
1 1
arctan’(t) = i arccot’ (t) = Tie

Hyperbolische Funktionen, Area—Funktionen — Fonctions hyperboliques, aréa—fonction

Von 2.2.4 auf Seite 25 wissen wir: :

. e’ —e " e’ +e " sinh(x) 1
h [ — h = —— t h = th -
sinh(x) 5 cosh(z) 5 anh(x) cosh(z) coth(x) tanh(z)
Substituiere: . . A
y y'
x/:(x—y)—_, y/:(x—i—y)—_ X-i ,
V2 V2 2 Y, A
Aus der Skizze erkennt man, dass die (z’,y") y 1z
die Koordinaten von P(x,y) in einem um —% y
gedrehten Koordinatensystem sind. y
X "
: 1
X —_
wAX Vi
V2
x'
t —t t_ et
Sei cosh(t) = % =z, sinh(t) = % =y = 2% —y? = cosh?(t) — sinh?(t)
et 2etet et 2t —2etet et 2etet 4 2efet 242 )
B 4 4 B 4 4T
Andererseits findet man mit z* =: 22/, y* =: /29
1 1 et+et ef—et eftet el —et 1 ,2et. 2e7t 1
!/ — — . — — — . — — —((—) . — —
Wy = ) my) = L (R E ) 1 N

11 1
=3 y* = — ~» Normalhyperbel im gedrehten Koordinatensystem .
x x

=

Satz: Vor.:

x = cosh(t), y=sinh(t), z*=z+vy, y* =z—y

Beh.:

> 22 — y? = cosh?(t) —sinh?(t) = 1
1
> yr=—

*

Fiir die Ableitungen errechnet man:
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Regeln: sinh’(t) = cosh(t), cosh’(t) = sinh(t),
1 1
tanh’(t) = ———, coth'(t) = —
®) cosh?(t) ®) sinh?(t)

Durch Zuriickfithren auf die e—Funktion gelingt es, die Monotonie der hyperbolischen Funktionen zu
klaren.

Man findet

Satz: sinh(t) ist in R streng monoton wachsend .
cosh(t) ist in Ra' streng monoton wachsend. Der Graph ist symmetrisch
zur y—Achse.

Somit existieren in den Monotoniebereichen die Umkehrfunktionen.

Definition: Die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen heissen
Areafunktionen
~» arsinh(t), arcosh(t)...

Der Name kommt von einer Beziehung im Zusammenhang mit einer durch die Hyperbel definierte Fldche.

Die Ableitungen der Umkehrfuntionen errechnet man auch hier mit der Regel fiir die Umkehrfunktion
(vgl Lit.).

3.2.5 Tangenten und Normalen an Graphen — Tangentes et normales aux
graphes

Geg.:

Graph von  f(x). ya Wa X L —t(x)=ax+b

Ges.: f(x.) —2 L,

Tangente, Normale t(x), n(x), t(x) =ax+b 0

=¥

tan(ag) = f(x0) = a =
_ta)—tlro)  Hz) — flao) ~.% NS
r — X r — X n(x)

= t(x) = f'(x0) - (x — o) + f(x0)

tan + ) = — o) = ~ s = - = M=) () )
= @) =~ s (@ = 20) + 1(@0) (' (a0) £0)
Satz: Vor.: feDWg,

Beh.:

Tangente in  xo: t(x) = f'(zo) (x — z0) + f(0)
Tlzo) (z —20) + f(z0)

Normale in  zg: n(x) = —
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3.2.6 Der Mittlewertsatz — Le théoréeme des accroissements finis

23 zeR) 322 zeRy

= ig(R ! = ig(R
Sei  f(x) { R stetig(R) = f'(2) { 9y ze R stetig(R)
= f'(z) = 6z = cRy ~> unstetig in 0 . (lim = 0 # 2 = lim)

2 zeR™ x10 z|0
Daher ist die folgende Abkiirzung sinnvoll:
Definition: f(x) n mal stetig differenzierbar in x¢ resp. I:

=
f)(z) existiert dort und f(")(z) ist stetig .

Schreibweise:
fec™(xg), feC™ () (analog zu diff’bar: f € D™ (), D™)(I))

Stetig diff’bar im Intervall I bedeutet, dass
die Tangente nicht schlagartig die Richtung
dndert. Der Satz von Rolle sagt aus, dass eine f(a)|= f(b)

in einem Intervall stetig diff’bare Funktion \LJ
dort mindestens in einem Punkt eine horizon- X
tale Tangente besitzt, wenn an den Interval- E x b
lenden die Funktionswerte auf gleicher Hohe

liegen.

vh

<Y

Satz: Satz von Rolle

I'=(a,0), fecW(I), feC(), fa)=f(b)

Beh.: Froer s (o) =0

Im Falle f(x) = const. (d.h.f’(x) = 0) gibt es nichts zu beweisen. Im andern Fall (f'(z) # 0, f(z) #
const.) fithrt man den Beweis indirekt. Sei z.B. f’(x) > 0 in einem Punkt rechts von a. Da f'(x) = 0
ausgeschlossen ist und f/(z) stetig ist, muss auf ganz I gelten: f/'(x) > 0 (Zwischenwerteigenschaft
stetiger Funktionen, 2.4.5 Seite 53). Dann aber miisste f(x) in I streng monoton wachsen, f(b) miisste
grosser sein als f(a): Widerspruch.

Der Mittelwertsatz der Differential-
rechnung ist eine Verallgemeinerung dieses f(Z)A
Sachverhaltes. v

f(a)
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Satz: Mittelwertsatz

f(b) = f(a)

I=(a,b), feCHI) AN feCO), ag= arctan( p—

)

Beh.: Jaoer 1 f(xo) = tan(ag)

Er sagt aus, dass im Graphen einer stetig diff’baren Funktion irgendwo im Intervall I ein Punkt xg
existiert, in dem die Tangentensteigung gleich der Steigung der Sehne zwischen den Endpunkten des
Graphen ist.

b) —
Die Sehne ist durch die folgende Funktion gegeben: s(z) = w . e
—a —a
~» f(z) und s(x) haben in ¢ und b gleiche Funktionswerte.
~» Die Differenzfunktion f(z) — s(x) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle:

Jzeer o f(x0) = §'(20) = 0. ~ Inzg gilt:  f'(w0) = 8" (z0) = w

3.3 Extremalprobleme — Problemes d’extréma

3.3.1 Extrema — Extréma

Begriffe: In 2.4.7 auf Seite 55 haben wir die Begriffe lokales und globales Minumum und
Maximum sowie Randminimum und Randmaximum besprochen. Man spricht auch von lokalen
beziehnungsweise globalen Extrema u.s.w. ~ Extr’loc , Extr’glob .

Sei fecM(I).

Man sieht sofort, dass in einer lokalen oder
globalen Extremwertstelle zo € (a,b) = I
die Tangente an den Graphen horizontal sein
muss: f'(zg) = 0. h

Ay=1(x)

Tangente

=Y S

Da globale immer auch lokale Extremwertstellen sind, konnen wir formulieren:

Satz: Vor.:

fec(I), Extrloc(xg), o€ I

Beh.: f(xo) =0
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Die Umkehrung des Satzes gilt nicht immer.
y

Bsp.: f(z) =2% [/(0)=0 y=i
Tangente horizontal, kein Extremum (Ter-

rassenpunkt).

Tangente

Sei : feC®(I), f(xg) =0, zo€l.

f(x0) <0 = . ,
f/(z) fallt in Us(xo) = f'(x) > 0 links von Af'(x) Af(x) Af(x)

o, Tangente
f'(x) < 0 rechts von zy =

f(x) steigt links von, fillt rechts von xo xg
~» lokales Maximum .

f(xo) >0 =

f'(z) wichst in Us(xo) = f'(z) < 0 links
von x,

f'(x) > 0 rechts von zy =

f(x) fallt links von, wichst rechts von zy g
~ lokales Minimum

X, X

f(x)
X, X
Analog findet man:

f (o) =0, f"(z) = (£)0 (Us(xo)) Fx) ftx) fx)
= f(x) hat Minimum (Maximum) in xg

f(xo) = 0, f'(x) wiachst (fillt) in )
Us(zo) = f'(x) hat Minimum (Maximum) (x)
in o

= f hat in x( horizontale Tangente
f hat in x( einen Terrassenpunkt

X, X
Regel: Vor.: fec®I), fl(xg)=0, zgel

Beh.:

> f"(zg) <0~ lokales Maximum

> f"(zo) > 0~ lokales Minimum

> f"(xp) = 0 ~ Weitere Untersuchung notwendig: Terrassenpunkt,
lokales Minimum oder Maximum

Bemerkung:

Extremwerte haben grosse praktische Bedeutung. Man trifft die Problematik iiberall.: Maximale Kosten,
Energieverbrauch, Gewicht, Belastung u.s.w..

3.3.2 Wendepunkte — Points d’inflexion

Terrassenpunkte sind sogenannte Wendepunkte mit horizontaler Wendetangente. Dort wendet die
Steigungstendenz, d.h. die Ableitung f’ wechselt das Steigungsverhalten.
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Definition: f hat einen Wendepunkt ( WP) in zq
: < f’ hat ein Extremum in x

(Spezialfall:  WPmit f’(z¢) = 0: Terrassenpunkt. )
Aus unseren bisherigen Kenntnissen ergibt sich sofort die notwendige Bedingung fiir einen WP:
Satz: Vor.: f hat WP in 2y Beh.:

f"(z0) =0

Wir orientieren uns jetzt fiir die nachstehenden Definitionen an den folgenden Graphiken:

f(x) A F(x) f(X)T vexé f(x) A

cave ' -~ \
O _—~_ X X
> >~ X, ) X, >
0 X, O-—/x0
\

Definition: Der Graph C' der Funktion f heisst streng konkav oder streng
konkav von oben (resp. streng konvex oder streng konvex von
unten) genau dann wenn der Steigungswinkel a(z) mit = wéchst
(resp. fillt).

Bemerkung: Es gibt Autoren, die die Begriffe , konkav“ und , konvex* in ver-
tauschter Form verwenden. In diesem System ist f konvex resp.
konvex von oben fiir f”(z) > 0 und konkav resp. konkav von
unten fiir f”(z) < 0. Wenn man aber die Begriffe konsequent
immer gleich verwendet, kann nichts passieren.

Es gilt z.B.:
[C streng konkav in x| < [a(z) wichst in z9] <
< [tan(a(x)) wichst in zg] < (o) > 0.

Ebenso fiir konvex.

Konsequenz: Bei einem WP geht im Graph ein streng konvexes Verhalten in ein streng konkaves
iiber (oder ein streng konkaves in ein streng konvexes).

Aus den nachfolgenden Graphiken ist der Zusammenhang zwischen dem Verhalten von f, f’ und f”
ersichtlich:
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A.
a(x) fallt: C' konvex ,
lokales Max.

~ f

B.

a(x) wichst: C konkav | f/(z) wichst () >0
lokales Min. f(xe)=0

~ f &(xz)

X, X, X, X

C.
C konvex ~~konkav , f(x) >0, f'(xg)=0 () <0~ f"(x9) =0
Terrassenpunkt ~ f"(x) >0
~ fA -

/ A

7 X, 1
D.
C konkav ~»konvex , fl(x) <0, fl(zg)=0 () >0~ f'(z9) =0
Terrassenpunkt ~ f"(x) <0
~ f - - Tf..

X, X
£
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E.
C' konvex ~konkav , f(x) >0 () <0~ f"(x9) =0
wpP ~ f"(x) >0
~ f f"
f /
-
X X
7T x 1 x, 1 ‘/ °
F.
C konkav ~»konvex , f(x)<0 () >0~ f"(xg) =0
WP ~ f(z) < 0
~ f f'T
XU -
X
X, %

3.3.3 Kurvendiskussion — Discussion de graphes

Mit den nun zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln gelingt es, zu einem relativ guten Uberblick iiber
die wichtigsten charakteristischen Eigenschaften eines Graphen zu kommen. Folgende Besonderheiten
verdienen dabei spezielle Erwéhnung:

> Def’bereich > Nullstellen

> Wertesbereich > y—Achs’schnittp.
> Stetigkeit > Extremw’stellen
> Periodizitét > Extremwerte

> Symmetrien > Terrassenpunkte
> Monotonie > Wendepunkte
> Differenzierbarkeit > Polstellen

> Spriinge > Beschrianktheit
> Isolierte Punkte > Asymptoten

> Knicks > |x| gross, y?

Auf ein besonderes Beispiel, das alle genannten Eigenschaften zeigt, sei an dieser Stelle verzichtet, da die
meisten der genannten Besonderheiten schon frither an speziellen Beispielen erldutert worden sind oder
sonst noch werden.

Bemerkung:

1. zo Polstelle von [ ~» 1iTm |f(z)| =00 V 1ilm |f(z)| = 0
T|xTo xTlTo

2. h(z) Asymptote von f~» lim |f(z)—h(z)]=0

r—+o0
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1. Beispiel:

flx) =23 —222 + 2 — 1,

NS: xg >~ 1.75488

fl(x) =322 -42+1=0,2, = %, To =1
f'(z)=6z—4=0,23=2~ WP
f(z1) <0~ Max’loc,

f(z2) >0~ Min’loc .

1 2
2. Beispiel:  f(z) = (22 —3) + P
; . 2
“”wl{rfoo|f($)—(2x—3)|_wggloo|5_ﬁ|_o_o_o«,) g(z) = 2z — 3 Asympt

3.4 Die Regel von Bernoulli — La regle de Bernoulli

3.4.1 Herleitung der Regel — Déduction de la regle

Bemerkung: Friither hiess die Regel, um die es hier geht, auch Regel von de I"'Hospital. Kiirzlich
hat man jedoch endgiiltig herausgefunden, dass die Regel von Bernoulli stammt, der sie an de I’Hospital
verkauft hat. Dieser hat sie dann unter seinem Namen publiziert. Man staune, fiir was Menschen schon
Geld ausgegeben haben!

T —1
Bsp.: lim M

=7
z—0  sin(x)

Hier hat man es mit folgendem allgemeinerem Problemtyp zu tun:

Geg.: f(x),g9(x): lim f(x) =0, lim g(z)=0

T—XT0o T—XT0o

Problem: hm — L =7

Idee: Scien f,g € CY(Uc(xo)), f(zo)=g(xo) =0
Beniitze das Restfunktionslemma aus 3.2.3 auf Seite 77:

f(x) = f(z0) + (x — z0) Ry (2), wh_{gu Ry(z) = f'(w0), flzo) =0 = f(x)= (v — x0)Rys(x)
9(z) = g(x0) + (¥ — o) Ry (), Jm Ry(w) = ¢'(w0), g(w0) =0 = g(z) = (z — z0)Ry()

L fl@) _ (@owo)By(x) - Rylx)
o) ~ (= o0)Byla) 0 Byla)
= 1in @ = lim By() = hm F'@)
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Regel: Regel v. Bernoulli
f,9 € C (Ue (o)),
f(zo) = f'(o) = ... = f""D(mg) =0,
g(wo) = g'(w0) = ... = g" D(w) =0
Beh.:

@) f@)

3e* —1 3e* — 1) 3e” 3e¥ 3
Bsp.: 1imci7:11m(ci7):th: € —2_3
=0 sin(z)  @—0 (sin(z))  2—0cos(x) cos(0) 1

3.4.2 Ausdehnung der Regel — Extension de la regle
f(x) :II 0”

Oben haben wir folgenden Problemtyp studiert: lim ﬁ 0 = ? Manchmal treten an Stelle
z—zo (X
dieses Problems verwandte Probleme auf:
[(x) _n X7

lim ~——= =7 li ="00-0"=7 ...
L e o S Jim f(z) glx) =" 00
1
Bsp.: lim n(z) =7
z10 cot(x)

Hier hat man es mit folgendem allgemeinerem Problemtyp zu tun:

Geg.: f(x),g9(x): lim f(x) = to0, llirilo g(x) = £o0

T—xTo

Nachfolgend begniigen wir uns mit einer formalen Herleitung. Es sei immer vorausgesetzt, dass die
vorkommenden Limites existieren.

Seien —,%EC(I)(UE(xo)), f(io) = g(io) =0
~ lim g(lx ) ist mit obiger Regel behandelbar
T @)
1 1y g'(z) 1
7@ 7)) i ' 7@
o {@) im 29— iy (g<1> Sl gl(x)),(g&))z
oo gl@) amee gy e () e i e fi(2) e
g'(x) o)
- . ( li g(lJ') )2
T—TQ f (x) T—TQ m
1 1
g'(z) e g(x) e) g'(z)
= 1= lim ( ) lim =——~ =1 =
o fia) e ) T e fla) T e Gy T e @)
!
Lo S@ o S
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Korollar: Vor.:
%a% Ec(n)(Ue(xO))a f(xO) :iOO, g(xo):ioo
Beh lim M = lim /(@)

1 In(z))’ - in’
Bsp.: lim n(z) = lim (In(z)) = lim =1 = lim —M
zl0 cot(x)  zlo (cot(x))  =zlo (—m) z]0 x
— im (sin?(x))’ — im (sin?(z))’ — im (sin(x)) - 2 - cos(x) _q
z]0 (.17)/ z]0 (.17)/ z]0 1

3.4.3 Wichtige Beispiele — Exemples importants

Im Falle ¢ lim ’ resp. ¢ lim ’ koénnen wir die Regel mit Hilfe einer Substitution auf den Fall ‘lim’

r—00 T——00 x—0

zuriickfiithren:

In(x) _ 9

1. Beispiel: lim

Tr—00 X

1
Beniitze die Substitution: = = 7 t>0

1. /1
(@) _oIn(d) gy 16 .
~  lim = lim —— = lim — = lim =lim v+ = lim? =
r—o00 I t—0 = t—0 (?)' t—0 (?)' t—0 - t—0
Dieses Beispiel lédsst sich leicht ausdehnen:
1
Sei k>1, lim n(,f) — 7
r—00 I
1 1 1 1
k=147, r>0 = lim n(f) — im 2@ oy 2@ L _g0—0
r—00 I rx—oo - " r—oo I x—o0 "
1
Sei 1>k>0, r-k=1, lim n(,f) — 9
r—o0o I
1 In(u® L 11 1
u:=2zF = lim n(z) = lim M: lim kin(u): lim — - n(u) =—--0=0
o0 gk U—00 u U—00 u u—oo k u k
1 1 1
Andere Methode: lim n(z) = lim £ = lim — =0
$k
2. Beispiel: Sei k>0, lim——~=7
z]0 11](.17)
Dieser Fall ist trivial:
| = | = Him o]l || ——
im|——| =lim|z"| - lim|——| =0~ =0-0=
z10 'In(x)’  zl0 z10 'In(z) h?ollln(x)l
3. Beispiel:  Sei k>0, 115101301c ‘In(z) =7
1 1 ! -1 1
limz* - In(x) = lim n(z) = lim (In(x)) = lim——— =limz~ ! 2P —— =
z[0 20 x=F  zlo (z7k)  zlo (—k)x—k-1  zlo (—k)

1
= lima* =0
z]0 (—k’)
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4. Beispiel:  Sei z :=1In(t)

k In(t))k In(t))k In(t
Sotim &= g O O Bk
z—00 €% t—oo  eln(t) t—o0 t t—oo %
Folgerung: Vor.: k>0
Beh.:
1 k k
lim n(f) —lim—— =0, lim — =0
T—00 I z]0 In(x) z—00 ¥

Konsequenz: Die e Funktion wichst stirker als jede Potenz von x. Jede Potenz x*, k > 0 wichst

stiarker als die Logarithmusfunktion.

6. Beispiel: limz* =7
z]0

lim In(x)-x
lim2® = lim(e™(®))? = limem @)@ = e(*w e _ e =1
z]0 z]0 z]0
Bemerkung:
Sei k>0 = limk*=k"=1, lim0% =1lim0=0
z]0 z]0 z]0
Damit haben wir jetzt ein altes Problem gelost:
Fol : 1 =1limz® = lim2® # lim0* = 0
olgerung llfrolx 11?0130 # JllfIOl

Wegen 11?0130“‘ = 1 definiert man:
xT

Definition: 00:=1

~s f(z) = 0®l hat einen isolierten Punkt (Sprung) bei = 0.
f(z) = 0"l a un point isolé (saut) & = = 0.

Problem:

F@) = ollell 2 -




3.5. ANWENDUNGEN — APPLICATIONS 97

3.5 Anwendungen — Applications

3.5.1 Kurvenform bei der Eisenbahn — Forme du virage du chemin de fer

Bis zu einem Punkt Fy sei die Kurve kre-

isformig. Durch welche moglichen Funktionen, A >
ist der Schienenweg bei P fortsetzbar? ?
- —r cos(t)
§= ) r
7 sin(t)
\ "
C oL dPF .
Problem: Sei @ =5= el die Beschleunigung .

~» Bei Py darf @ nicht plotzlich dndern, sonst tritt schlagartig eine Kraft F=m-a auf, d. h. ein Schlag
tritt auf!

7o | B ﬁ| B d* (=1 cos(t) | o r cos(t) | - r-0
T l=g M el T e, sin(t) ) "77 —rsin(t)) 77 —r-1

t d? (x(t 0

Gesucht ist demnach eine Fortsetzungskurve z(?) mit @ = — z(?) = . Da bei einer Geraden
y(t) dt* \y(t) -

die zweiten Ableitungen von x(¢) und y(t) gleich sein miissen, sieht man sofort, dass da eine Gerade

2t
unmoglich ist! Hingegen wiirde z.B. eine Parabel ¥(t) = g . (—t2 . 2> gehen.

Vergleich: Im betrachteten Punkt hat man auch eine schlagartige Veréinderung der Zentrifugalkraft. ..

3.5.2 Weitere Beispiele — D’autres exemples

Siehe Vordiplom— und Modulpriifungsserien.
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Kapitel e Chapitre 4

Integralrechnung — Calcul intégral

4.1 Inhalte krummlinig begrenzter Flichen — Aires de surfaces
au bord courbe

4.1.1 Die Idee der Approximation — L’idée de "approximation
Ober— und Untersummen — Aire des polygdnes rectangulaires circonscrits et inscrits

Geg.:

f stetig, beschrankt

frx— f(x),z€l=]la,b

~» Flédche: G,

G=Aly) [zel nyel0 f(z)}

o
o
o
=¥

Problem: Inhalt (Mass) A= m(G) ="

~» Ausser bei gewissen Figuren, die mit dem Kreis zusammenhéingen, ist der Inhalt krummlinig
begrenzter Flachen elementargeometrisch nicht definiert. Von der Physik her ist es aber offensichtlich,
dass ein Inhalt eindeutig definierbar sein muss. Man denke nur an Figuren aus Blech. Der Begriff ,,Inhalt*
existiert daher bereits in seiner physikalischen Erscheinung in unserer Vorstellung. ~ Appys.

Bsp.:

9 y = f(x) ZZ
flz)=2"+1, 2€1=1]0,1] IAyk
Idee: Approximation, grenze den Inhalt
Apnys €in durch Summen von Rechteckinhal- o
ten. [K;(1 ﬁk x

Wir verwenden hier die folgenden Schreibweisen!!: :

Schreibweise:

R$™ := Inhalt des grosseren, umschriebenen Rechtecks mit der Nummer .

11Tn der einsprachigen deutschen oder franzésischen Literatur werden meistens andere, sprachgebundene Symbole ver-
wendet.

99
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Rﬁj:” := Inhalt des innern, kleineren, eingeschriebenen Rechtecks mit der Nummer 1.

n
S¢r =3 RET := n—te Obersumme

=1
. n )
Sin = % RI"™ := n-te Untersumme
i=1
Intervallteilungen — Partitions d’intervalles

Um S¢™ und S zu bilden, verwenden wir Intervallteilungen T),. Eine Intervallteilung entsteht durch
Teilung von I = [a, b] in n Teilintervalle.

Das nebenstehende Bild zeigt, dass eine
grossere Intervallzahl nicht immer zu einer
besseren Approxiamtion des Flidcheninhalts
/ fithrt. Wenn ein Intervall in neue Intervalle
unterteilt wird, kann aber die Approxima-
% % tion nicht schlechter werden. Zudem sind ver-
» schieden lange Teilintervalle nicht konfortabel
X X X x . .
X X, X X beim Arbeiten.

03 13 23 33

Eine Intervallteilung heisst regelméissig,

wenn alle Teilintervalle gleich lang sind: X0 x X X T,
) Ty — To b—a t t t t t >
~ Axy =xi T = ——— = —— a b
n n
(m) m (m
x! x! x{ Tn
—+————————t————+——>
a b

T, heisst Verfeinerung von T,,, wenn T,,, aus T}, durch Einfiigen neuer Teilpunkte entsteht.
Bsp.: Tb, ist eine Verfeinerung von T,,, T}, 11 hingegen ist keine solche.
Das folgende Lemma ist unmittelbar einsichtig:

Lemma: Vor.:

T, Verfeinerung von T,
zel = f(x)>0

Beh.:

SGr — gin < §Gr _ Gin oder
' ' G G
S < Sip <SG < 56

~+ DBei einer Verfeinerung der Intervallteilung wird eine Approximation von App,s durch Ober— und
Untersummen hochstens genauer.
Genauigkeit der Approximation — Exactitude de approximation

Sei I ein gegebenes Intervall.
~ I:[aab]a (aab]a [aab)a (aab)a a,beR
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Sei T, regelmissige Intervallteilung ,
I= Uibzl L, I, = [x’i—laxi]a Z(L) = Az, (Lénge )

Absicht: T, so verfeinern, dass Az, — 0 erreicht wird fiir n — oo.

Sei f eine auf I beschrinkte Funktion (~ f hat auf jedem I; ein Infimum und ein Supremum.)

Sel AT
fLGr — fri — Supwequf(x), flcir
=1 = Infyer, f(x) = Vaer, : It

f}” “Awy, < f(x)wefq, Az, < fLGI -Axy

Damit konnen wir exakter definieren:

Definition:

n
SEr = .ZlfiGT -Az,: Zu T, gehorige Ober-

summe
S =" fim - Az, Zu T, gehorige Unter-
i=1
summe
~s 8¢ Sin sind Flicheninhalte .
Fiir diese gilt nach Konstruktion: S < A,p,s < SS7.
Wiinschenswert wire nun, dass gelten wiirde:
lim Sin = lim SET (=8
n—oo (Az,—0) " n—oo (Az,—0) " ( )

Dann kénnten wir Ay, wie folgt exakt definieren: A := S
Falls A so definierbar ist, gilt trivialerweise das folgende Lemma:

Lemma: fx)>0in I = A>0

Seien ST, Si* die Summen bei einer beliebigen neuen Intervallteilung .

Sei lim Sin = lim Sér = 8
n—oo (Az,—0) n—oo (Az,—0)

= lim Sin = § <S¢, lim SGr =8> 8in = Gin < § < 8Er
n—oo (Az,—0) n—oo (Ax,—0)

Diese Beziehung wird auch nicht gestort, wenn man mit unregelméssigen Intervallteilungen arbeitet, fiir
die gilt:
Az, := Max; (Ax,;) = Max; (€5, — Ti—1,n) — 0

Konsequenz: Eine beliebige andere Intervallteilung kann nicht zu einem von S verschiedenen anderen
Flacheninhalt fithren. Es ist somit egal, mit welcher Intervallteilung man arbeitet!
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Beispiele — Exemples

Im Folgenden schrinken wir uns ein auf
stiickweise stetige Funktionen iiber einem
endlichen Intervall 1.

5

1. Beispiel:

Das Beispiel eines ,,unendlich dichten Kammes iiber [0, 1] zeigt, dass diese Einschrinkung sinnvoll ist:
> ~ S =0-1=0<85"=1-1=1

_ 1 z€Q
f) = {o r¢Q (3 €R\Q)

2. Beispiel:

Rechteck 0 <a<b, y>0 y
Ser =gin =G =A=(b—a)-y=Ax-y

Problem: S<0: f*(z):=—f(zx) >0 = S*, §S=-5*
3. Beispiel:

Rechteck a <0<b, y<O0

~ b—a=>b—(—la]) =b+la| = [b] +[a] > 0
A=(b—a) y=(bl+la])-y <0

y kann negativ sein! ~ Negative
Flécheninhalte treten auf!

4. Beispiel:

f(z) = cos(z), I =][0,n7]

Symmetriezentrum (7, 0) ~»

Falls gilt: S¢" = Si" = § = A so muss sein

A=0
5. Beispiel:
f

Lineare Funktion f(z)=0.5z+2, I=10,2] f(x)=05x+2
2

Sei Axnz%, xkzkz-% 1

Bekannt: A=2-25=5 -
0 1 2 X

Berechnung mit Ober- und Untersummen:

Sizn:ZZ=1(0-5'351<—1+2)'%:ZZ=1(0-5'(1€_1)'%+2)'%:%'ZZ=1(0-5'(1€_1)'%+2)
=2.50005 k-2 42)=2. 30 (ko) =2 (L. 2ty 2)= 2 (25 4. 2)

T n n n
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—2n _ 21 22n 1 _ 1 —5_1
T n2 'rL~2+ n =1 n+4_5 n_)5

Sir =3k (052 +2)- 2 =500 (05 k- 242)- 2 =257 (05-k-24+2)=2-30 (F+2)

n n n

:2.(l,TL~(7;+1)+n,2):2.(%4_”.2):%4_%4__2‘2‘”:14_%4_4:54_%—)5

n n n n- n

~ 80T _gin — 2 lim Sin = lim Ser =5:=A
n n—oo (Ax,—0) n—oo (Az,—0)
4.1.2 Das Riemannsche Integral — L’intégrale de Riemann

Positive Funktionen — Fonctions positives

Sei Vaer=(ap) f(x) >0, f beschrénkt(I)

Weiter sei eine Intervallteilung gegeben mit:
Az, := Max(Ax,, ;) = Max(z; n — Ti—1,n) — 0

Sei lim Sin = lim Sér=8:=A

n—oo (Az,—0) n—oo (Az,—0)

) n ) n
Sin = N~ fin. Az, S¢" =3 ¢ Az, sind Summen von Produkten, deren Faktoren positiv sind .
i=1 i=1
Man hat hier also die altbekannte Situation der elementargeometrisch definierbaren Rechtecks-
flicheninhalten.

Definition: Falls A existiert, so heisst f integrierbar. [ heisst dann Inte-
grand.

A heisst Riemannsches Integral oder auch bestimmtes
Integral von f tiber I.

(Spéter werden wir auch das ,,unbestimmte Integral“ definieren. .)

Symbol: A= [ f(z)de = fbf(x) dx
I a

Schreibweise:
Falls f iiber I integrierbar ist, schreiben wir kurz: f € ZNT(I).

| steht fiir Summe ,

a,b~ Grenzen ,

dzx entstand aus Az,

~ (,infinitesimales Element* ).

Bemerkung:

Da wir nachfolgend héufig den Begriff , existiert* verwenden miissen, werden wir diesen kiirzer als ex.
schreiben.

~» Symbol: ex. ~» existiert
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Folgerung: Vor.: [ f(z)dz ex.
T

Beh.:

Fiir jede Intervallteilung gilt: Si* < [ f(z)dx < S§"
T

b
Sg’“ keine negativen Terme vorkommen, kann auch der Limes [ f(z)dz nicht
a

Da in den Summen S,

negativ werden.
Lemma: Vor.: FEINT(L), f(x)>0

Beh.: [ fx)dz >0
7

Negative Funktionen — Fonctions négatives

Sei Vacr=(ap) f(x) <0, f beschrankt(I)

Sei [ @) =—f(z) =f(@)] = Vaer [~ (z) =|f(2)] =0
Sei fiir f~ : lim Sin — lim Sg’“ =S:=A

n—oo (Az,—0) " n—oo (Az,—0)

~ [ f(x)dx ist ein definierter positiver Flicheninhalt .
1

Definition: Iff(x) dx = —{f‘ (x)dx = —{ |f(x)] dz

Konsequenz: Diese Definition hat zur Folge, dass bei negativen Funktionen die Fliche zwischen der
x—Achse und dem Graphen einen negativen Inhalt bekommt.

Funktionen mit wechselndem Vorzeichen — Fonctions au signe alternant

Sei fbeschrankt(I), I =\J;_, L;, V; sgn(f(x)) = const. in I;
Sei V;: feINT(L;)~ [ f(z)dx ex
I;

Nun kénnen wir [ f(z)dz einfach definieren:
I

3

Definition: [ f@)de =Y ([ f(z)dz)
T i=117,

Diese Definition lésst sich leicht ausdehnen fiir die Félle, wo f das Vorzeichen in I abzdhlbar unendlich
oft wechselt: ~ I =2, ;
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Definition:

Bemerkung:

[ f@)do = 3 ([ f(x) dz)

I =11

Wir sind von stiickweise stetigen und beschrinkten Funktionen
ausgegangen. Solche Funktionen, bei denen das Vorzeichen in [
hochstens abzéhlbar unendlich oft wechselt, wollen wir kurz als
verniinftige Funktionen bezeichnen.

Damit haben wir in vielen Féllen eine brauchbare Definition fiir den Flacheninhalt unter der Funktions-
kurve. Ein grosses Problem ist aber noch geblieben. Fiir welche Klasse von Funktionen ist denn dieser
Flacheninhalt resp. dieses Integral denn definiert? — Wir haben ja eingangs gesehen, dass z.b. schon fiir
einen unendlich dichten Kamm dieser Inhalt nach Riemann nicht definierbar ist! Wir miissen somit zuerst

Integrationskriterien suchen.

4.2 Kriterien und Eigenschaften — Criteres et Qualités

Bevor wir Beispiele 16sen kénnen, miissen wir erst den Integralbegriff besser kennenlernen.

4.2.1 Integrationskriterien — Criteres pour l’intégrabilité

Sei f € beschréinkt(I), f monoton wachsend in I = [a,b,] und verniinftig .

Nach dem vorhergehenden Abschnitt geniigt es, positive Funktionen zu betrachten.

Die nebenstehende Skizze zeigt, dass gilt:
(f(b) - f(a)) : Axn

— S = lim
Az, —

0 < SrCLv‘r _ Sin <

n —

= 0< lim S¢"
0

Tp—

< A}yigo(f(b) — f(a)) - Azy, =0

~ fEINT(I)

ASy
0

Entsprechendes kénnen wir fiir negative Funktionen folgern. Zerfdllt demnach I in endlich viele Teilin-
tervalle, auf denen f monoton ist, so ist f {iber I integrierbar.

Bemerkung:

Satz:

Problem:

Solche Funktionen wollen wir endlich oszillierend nennen. Es ist
unmittelbar klar, dass diese Funktionen verniinftig sind.

f € beschrénkt(I), f € stetig
f endlich oszillierend

Beh.:

feINT(I)

Ist die Integrierbarkeit nun auch wirklich unabhéngig von der Regelméssigkeit der Intervallteilung?
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Sei f monoton, stetig, beschrankt auf

I =(a,b) Af
. e
= 5S¢ — 8" = AAan Pl \\
< | Axk n rmul |f Ton — (xn rL)| Y
— | Axk n rmul |Af| —0
fir n — o0, |(Axk,n rmu,l — 0
~ feINT(), I=/a,b)
-
Axmax Axmax
Ausdehnung;:
Der Definitionsbereich I = (a,b) einer auf endlich vielen Teilintervallen monotonen (endlich oszil-

lierenden) und stiickweise stetigen beschrinkten Funktion kann man aus endlich vielen Teilintervallen
I, = (ag, br) zusammensetzen mit f € INT (Iy) = f€INT(I).

Sei nun f stetig in I = [a,b,]. . (= f € beschrénkt([).)

Wir betrachten Verfeinerungen einer regelmissigen Intervallteilung.

n

n a n b—a
~> lim ASn = lim Z( i Ln) Az, = lim Z(Afi7n) -( ) = lim ( Z Afin)
=1

Axp,— n—00 ;] n—o0 ;27 n n—»oo

Da f auf dem beschréinkten, abgeschlossenen Intervall I = [a, b, ] stetig ist, folgt dass f auf I gleichméssig
stetig sein muss.
~ & Vager Ves0 J5(e)>0 :verg(a)(am) o f(z) € Us(f(x0)) (Definition! )

Sei £ gegeben. Dazu existiert dann ein 6(g) > 0.

2(b —
Waihle n jetzt so gross, dass gilt: 2Ax, = (b-9) < 4(e).
, n
Dann folgt: |( fr’; — ;Z)l <|Afinl <e
n
~ = ViVesoTnan: |Afin] <e = plim A, = lim ( Z Afin)
n—»oo =1
< lim (229 i: — lim (22 = lim (b =0
() o= i () e =l (boa) e =
Satz: Vor.: I=a,b], f e stetig(l)

Beh.: FEINT(I) ~ ff dx exist.
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4.2.2 Eigenschaften bestimmter Integrale — Qualités d’intégrales définies
Zur Limesbildung — Quant a la valeur limite

Wir setzen voraus, dass das Integral [ f(z)dx existiere.
I
Sei f(z)>0in I. ~ Dann gilt:

=1 =1

] no n n
Syt = Z R =3 fin - Axy, = Z Infeer, f(2)  Azp < 37 f(@)),e,, - A2n
i=1 '
n .
=52 < Z Sup,cr, f(x) - Az, = Z TAT, =) ng =80~ Gin < gT < 50T,
i=1 i=1

In S¥ ist jeweils x € I; beliebig gewéhlt.

Nun gilt:
dx = li Sin — li Ser = dx = li SE
‘Iff(x) * n—oo (lgla‘n—@) " n—oo (lgla‘n—@) " ‘Iff(x) ’ n—oo (lgll‘n_’o) "
Lemma: Vor.:
[ f(z)dz ex.
I
n
St =3 f(®)|,e,. - Az, @ € I; beliebig
= i
Beh.
dxr = li SE
{f@ﬂ:v oo S
Bemerkung: Summen S¥ nennen wir auch Riemannsche Summen. (Solche
Summen von Produkten kann man immer auch als Skalarprodukte
verstehen. )
Linearitdt — Linéarité

Wie wir schon beim Differentialoperator gesehen haben, finden wir auch hier, dass es sich beim Integral
ebenfalls um einen linearen Operator handelt.

Sei dr = i sof— ] Az,
ei Iff(x) vt S ggiw_}o)zz f(z) - Az,
n
dr = i STa— Az, ex. o, BER
R
n

= oz-ff(x)dx—l—ﬁ-fg(x)dx:a- lim Zf( Az, + - lim S g(x) - Az,

T n—oo (Az,—0) ;= n—oo (Azp—0) =1

n

— li - A 1li . - A

n

~  lim i( f() . ()-Axn)=f(a-f(x)+ﬁ-g(x))dx

n—oo (Az,—0),=1 T

— s
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Satz: Vor.:

[ f(x)dz, [g(x)dzex. , a,fER

cg(x))dr ex. A
-g(x))dx:a-Iff(x)dx—i-B-Ifg(x)dx

Ausblick: Das Prinzip von Cavalieri — Application: Le principe de Cavalieri

Es gilt: flx) =g(x) — h(z) = Iff(x) dx = Ifg(x) dx — Ifh(x) dx

Einmal berechnen wir hier die den Inhalt der Fliche zwischen der x—Achse und der Kurve y; = f(x).
Dieser Inhalt ist gleich dem Inhalt der Fliche zwischen den Kurven yo = h(z) und y3 = g(z).
Es spielt daher fiir den Inhalt keine Rolle, ob wir die ,infinitesimal diinnen Balken mit dem Inhalt
f(x) dz* beliebig in y-Richtung verschieben. Dieses Prinzip ist bekannt als das Prinzip von Cavalieri.

Links: Kugel.
Rechts:  Zylinder,
darin Kegel.

Kugel (K): ~ 2 oyt =12 ~» Querschnitt: Ay =22 7
Zylinder(Z) mit Kegel(C): Kreisring(R)
~ Ap=1?1—9y> m1=(0?—-9?) mr=2% 71 = Ax = Agr

1
Cavalieri: Agde = Arde ~ V, = 3 Vi

1 2 4 4

~ Vi :2Va:2(VZ—Vc):2(7°27r-7°—7°27r-7°-g) =2r7- 33 e Vg = 3 i
Intervalle und Vereinigungen — Intervalles et réunions
Seien Iy = (a,b), Ip =la,b), Ic = (a,b], Ip =[a,]
Sei [ f(z)dx ex.

Ia
Es gilt:
[ f(z)dz = lim Sef = [ fx)dz, = [ f(x)dz, = [ f(z)dz, = [ f(z)dz ~
Ia n—oo (Az,—0) Ia Is Ic Ip

Lemma: [ f@)de= [ f(x)de = [ f(z)de = [ f(z)dx
Ia Ip Ic Ip
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Seien
I, = (a,b], Iy =(b,c), I=(a,c) B

Sei fbf(x) dz ex. .

a
Wir dehnen nun f aus auf ganz I wie folgt:

\ B

flx) zel, =(a,b]
fulz) = {0 x €I = (b,c)

Dann gilt: [ fn(z)dz = fcfh(x) dx = lim i (@) - (Tim — Tic1n)
T

a n—oo (Ax,—0) i=1
Nach Definition von f;, ist fn(z) von einem gewissen Index ¢ = k(n) an 0, liefert also keinen Beitrag
mehr zur Summe. ~

Wihle nun die Intervallteilung so, dass gilt: Ti=k(n),n = 0
k(n)

[ )z = [h@de=  tm S @) (o - o)

Wegen Az, := MaxAx, ; = Max(x; , — Zi—1,n) — 0 geht mit n auch k(n) gegen co. ~»

c k(n)
dr = dx = li \Win — Li—1n) =
[ fua)de = ] ful@yda = lim S ) (o= i)

k(n) b
= lim > f(z) Az, = [ f(z)dx

" k(n)—oo (Az,—0) 1

Nach dem gleichen Muster kann man diese Aussage auf den Fall (a,b) C (¢, d) verallgemeinern. ~»

Lemma: Vor.:

b
[ f(x)dz ex. .

;h(x) = f(x) fir z € (a,b), fu(z)=0 fir z ¢ (a,d)
(a,b) C [a,c]

Beh.:

Seien
I, = (a,b], Iy = (b,c), I=(a,c) LR

¢

Sei [ f(z)dx ex. .

a
Wir zerlegen nun f auf I wie folgt:

=¥
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filz) = {f(x) relmll @) - {f(x) rE®c) L @) = i)+ fale)

Wegen der Linearitdt des Integraloperators und des Lemmas gilt nun:

C

f@)de = [(fi(2) + o)) de = [ fi(@) de+ [ fole) de

a

f —no

b

c b c
ffl(x)dx—i-{fg(x)dx:ff(x)dx—i—bff(x)dx

a

C

Satz: Vor.: [ f(x)dz ex.
Beh.:
c b c
ff(x)dx:ff(x)dx—i—bff(x)dx

Ein Integral ldsst sich somit beliebig in Teilintegrale aufteilen. Diesen Sachverhalt hitte man anders auch
nicht erwartet.

Intervallumkehrung — Intérvalle a ’inverse

Sei [ f(z)dx = lim i f(x) Az, ex. .~ lim i f(x) - Az,
T

n—oo (Ax,—0),;=1 n—oo (Ax,—0),;=1

= lim i f(x) : (xi,n - xi—l,n) = lim 21: f(x) : (_(xi—l,n - xi,n))

n—oo (Ax,—0),;=1 n—oo (Ax,—0),—p
1

= oS ) (A = [ f@)de = - [ f(e) de

n—oo (Azx,—0) =, b

Satz:
f
b

Vor.: [ f(z)dz ex.
Beh.: a<_ :Ax —>b 51

a b
~ [f@)de =— [ f(z)dx

b a

Nach dem Satz im letzten Abschnitt gilt nun:

a b

fx)de = [ f(z)dz+ [ f(z)dx

a

Q-

b b b

f)de = [ f(z)de — [ f(z)dz(= [ f(z)dz + (—Zf(x) di))

a a

)
8 —0

Korollar: J f@)dz =0

a



4.2. KRITERIEN UND EIGENSCHAFTEN — CRITERES ET QUALITES 111

Ungleichungen — Inégalités

Im folgenden setzen wir voraus, dass die verwendeten Funktionen integrierbar sind.

Wir wissen schon:  f(z) >0 = [ f(z)dz >0
T

Sei f( >g(z) in I ~ f(z)—g(xz)>0

:f —g(x) dx—ffxdx Jg(x)dz >0 = [ f(z)dz> [g(z)dx
T T T

Satz: Vor.:

f(x) > g(x) in I, (f,g € INT(I))

Beh.:

[ f(x)de > {g(x) dx

I

Wegen |[f(z)| > £f(x) gilt speziell:

Korollar: If|f(x)|dx > |Iff(x) dx| > ilff(x) dx

Weiter gilt die Ungleichung von Schwarz:

Satz: ff x) dx)? S{ clac-jf(g(ac))2 dx

Zur Herleitung:

~ fir f(z)=0 V g(z) =0 ist nichts zu beweisen .
Sei also:  f(z) £0 A g(z) #

Seien a = (If(f( x))? dx) =7, 5 (f( () dz)~>

Setzen wir o und 3 in den folgenden Ausdruck ein und formen wir um, so erhalten wir die Schwarzsche
Ungleichung:

A=0421f(f(x) x—2aﬁff x)dx+52f(())2=
=If(a2f(x)2—2aﬁf( x) - ( ) +B8%(g(=))? )dx—f( f(@) = By(x))* dz > 0

N If; (cf () — o)
g 9
AT TR v v

Mittelwertsatz der Integralrechnung — Théoréme de la moyenne du calcul intégral

Sei  fstetig(I), I =[a,b]
Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion nimmt dort mindestens ein absolutes Maximum
M oder Minimum m an = Iy, merVaer @ @ < f(zx) <M

b b b
f(z) durchlduft demnach das Intervall [m, M| ~ (b—a)-m = [mdz < [ f(z)dx < [ Mdx = (b—a)-M
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Da f(x) alle Werte aus [m, M] annimmt, gilt

somit: "

Fpoer : f(xo) € m, M) A (b—a) - f(xg) = fx)
0

b
fo(x)dx m

\ B3

a a b b

b

D.h. das Integral [ f(z)duz ist gleich dem Inhalt eines Rechtecks, das zwischen den Rechtecken mit den
a

Inhalten (b —a)-m und (b — a) - M liegt.

Satz: Mittelwertsatz der Integralrechnung

fstetig(I), I =la,b]

Beh.:

b

Juoer : (b—a)- f(xo) = [ f(z)dx

a

Wie weiter? — Comment continuer?

Bis jetzt haben wir eine Menge von Sédtzen hergeleitet, damit aber noch iiberhaupt kein einziges iner-
essantes Beispiel rechnen konnen. Wozu denn all diese Arbeit eigentlich? — Das wird sich noch zeigen.
Der ganze Trick der Integralrechnung beruht auf dem sogenannten Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung (Infinitesimalrechnung, von Leibniz und Newton), der einen Zusammenhang zwischen
dem Differenzieren und dem Integrieren klarlegt. Und dieser Zusammenhang erlaubt es, einen Kalkiil
aufzubauen. Wir werden damit schlagartig mit den Kenntnissen der Differentialrechnungen bequem In-
tegrale berechnen kénnen.

4.3 Der Kalkiil — Le calcul

4.3.1 Stammfunktionen — Fonctions antidérivées

Um beim Integrieren weiterzukommen ist es notwendig, uns erst wieder ein wenig mit der Differential-
rechnung zu beschiftigen.

Sei f definiert iiber I.

Definition: F : 2+ F(z) heisst Stammfunktion von f iiber I
dF

1. Beispiel:
f(x) =e* = F.(c) =e® + ¢ ist Stammfunktion zu f(z) .

2. Beispiel:
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f(x) =k = F.c)=k-x+ cist Stammfunktion zu f(z) .

3. Beispiel:

fz) = %x = F.(c) = 2% + ¢ ist Stammfunktion zu f(z) .

4. Beispiel:
flx) = %xQ = F.(c) = 23 + ¢ ist Stammfunktion zu f(z) .

Die Beispiele zeigen: [F(z)+ c] = [F(x)] = mit F(x) ist auch F(x) + ¢ Stammfunktion

~ Problem: Sei F ={F(x)+c} — Ist F die Menge aller Stammfunktionen zu f(x), oder gibt es
noch weitere? Wir wollen uns das iiberlegen:

Seien
Fi(x), Fy(x) zwei Stammfunktionen zu f(x) iiber I.
Sei  Fi(x) — Fe(x) = ®(x) # const. =  ®'(z) # 0 (keine nur horizontale Tangente )

= [Fi(z) = Fa(2)]" = Fi(z) - Fy(z) = f(z) - f(z) =0
= &'(z) = const. ~ Widerspruch! ~»

Satz: Vor.:

Fi(x), Fo(x) ~ Stammfunktionen zu f(x) iiber T

Beh.:

Fi(x) — Fy(x) = const.
{Fi(z) + ¢ | ¢ € R} = Menge aller Stammf’kt. zu f(x) iiber T .

Konsequenz: Kennt man eine Stammfunktion, so kennt man demnach alle.

4.3.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — Théoreme princi-
pal du calcul différentiel et intégral

Herleitung — Déduction

Zur Herleitung des Hauptsatzes konnen wir die aufgestellte Theorie der bestimmten Integrale fruchtbar
anwenden.

Sei () :ftf(x) dz ex.

a
(a € I, t €I variabel )
~» (t) ist ein bestimmtes Integral als Funk-
tion der oberen Grenze. .
~ () =7

Sei t+Atel




114 KAPITEL ¢ CHAPITRE 4. INTEGRALRECHNUNG — CALCUL INTEGRAL

t+At
f f(x)dz
_ 1 t _
- Alir—r}o At “IMittelwertsatz
Ii f(f'm) At
im ™ 7 —
At—0 Al‘, f“ f(t +At) taat
. f(t + AAL) f
= lim f(t+X-Af) = f(t), A€[0,1] t) ,/_tf(t) at
~ t], Jteat t
t+AAt
Satz: Vor.:

[ f(z)dz ex. fir tel, ael

Beh.: %/f(x) dx = f(t)

¢
Konsequenz: [ f(z)dz ist Stammfunktion von f(z).

a
Anders formuliert: Die Ableitung des Integrals als Funktion der oberen Grenze ergibt den Integranden.

Stammfunktionen sind nur bis auf eine addi-
tive Konstante bestimmt.

Wihlt man a anders, so erhdlt man eine an-
dere Stammfunktion (vgl. Skizze).

| Ay

Bemerkung:

ftf(x) dx = F(t) ist Stammfunktion ~» ff(x) dx =0= F(a)

a a

Fiir die anschliessende Uberlegung ist es zweckmaéssig, die Grenzen anders zu benennen:

¢
Sei F(t) = [ f(x)dz eine Stammfunktion zu f(z)
P
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~ F()= ] (o) de =

a t

[ f(@)de+ [ f(z)dz = F(a) + [ f(z) dz

P a

t
F(t) - F(a) = [ f(t) dt
a

t a t
= F(t)= [ f(z)dz + F(a) = >
a F(t)
b b
Wihlenun ¢t =b = F(b) = [ f(z)dz+ F(a) = [ f(z)dz = F(b)— F(a)
a a
Satz: Vor.:
Sei F'(x) beliebige Stammfunktion von f(x) iiber I = [a, ]
b
Beh.: [ f(x)dz = F(b) — F(a)
a
Konsequenz: Die Berechnung bestimmter Integrale ist somit reduziert auf die Berechnung von
Stammfunktionen.

Dabei ist die folgende Bezeichnung iiblich:

Definition: Eine Stammfunktion heisst unbestimmtes Integral .
Man schreibt: : [ f(z)dz = F(x)+ C
C heisst Integrationskonstante .

Bemerkung: Eine andere Auffassung geht vom Mengenbegriff aus:
[ f@)dz :={F(x)+C | C e R}

Beispiele:
1. [ldz=2+C
2. [xdz = %xQ—i—C’

w

. [cos(z) dzx = sin(z) + C
i | i dz = (In(3) + C) — (In(1) + C) = In(3) — In(1)

1

2 2 =1
5. [a-em do=zge | =el—el=e—1

0
Man schreibt oft einfach: %e“j :[1) =...=e—1
6 féx“ dr = L zott |w:8 =Tt —potl (o £ 1)
i a+1 =
Achtung: Viele elementare Funktionen besitzen keine elementare Stammfunktionen!
sin(x)

7.B. f(yc):eﬁ“2 oder f(z)=
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In einigen Fillen hilft man sich dann damit, dass man den unbekannten Stammfunktionen einen Namen
gibt und sie tabelliert. Z.B.:

t
/6—12 dr = Erf(t) ~s QI‘OT function

2
Definition: —
Nz
0
t 2
J cos %) dz := ~ Fresnelintegral
0
Elementare Beispiele — Exemples élémentaires

1. Beispiel:

fodx:%xﬂ:; :%(ﬁg’—O):%ﬁ?’

Bemerkung:

Das durch den Ursprung und den Punkt (¢,%%) gegebene Quadrat hat den Inhalt ¢3. Die Parabel drittelt
dieses Quadrat!

2. Beispiel:

Bemerkung:

Eine transzendente Funktion iiber einem In-
tervall mit einer transzendenten Lénge be-
grenzt hier eine Fliche mit einem ganzzahli-
gen Inhalt!

Eine transzendente Funktion {iber einem Intervall mit einer transzendenten Lénge begrenzt hier eine
Fléche mit einem ganzzahligen Inhalt!

3. Beispiel:

f(x)

Ce=1
T =el—el=e—1
x=0

(e"+1)dr=e"+u| _ =
= +1)—("+0)=e+1—-1=c¢
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4.3.3 Uneigentliche Integrale — Intégrales impropres
Unendliche Intervalllingen — Longueurs infinies d’intervalles
B

Sp.:
‘ t
1
[ /-Qdfv——*'
1

= ()= (1) = 41

| B

|"‘ P
Wenn man ¢ immer weiter nach rechts riickt, (d.h. ¢ — c0), existiert der Limes des Integrals. Es gilt:

1L L1 041=1 /1d

—— = — —_— = = —_—

1 x? * t 22 47
1

Bemerkung:

Wir haben hier die hochst erstaunliche Tatsache vor uns, dass es offenbar Flichen mit endlichen Inhalten
unter unendlich langen Kurven gibt! Ohne exakte Mathematik wire das wohl nicht glaubhaft!

Solche Integrale iiber unendlichen Intervallen nennen wir uneigentliche Integrale. .

Bsp.:

t 1 T=t ..

J 5 (z)],_, =In(t) —In(1) = In(t) — 0 = In(t) — co fiir t — oo.
1

Hier hat die Situation gewechselt: Der Inhalt ist unendlich geworden!

0 _
Bsp.: Sei t < 0. fex dr = @l|:? =
t
eV et =1 — eIt

fir ¢t — —o0.

Integrale und Pole — Intégrales et poéles

Eine vergleichbare Situation hat man bei Polen.

11
1. Beispiel: [ —dz =7
1z

1
f(z) = = = 27! hat bei x = 0 einen Pol
x
Andererseits muss aus Symmetriegriinden der

Inhalt der Flédche unter der Kurve 0 sein
(Skizze!).

Rechnerisch kann man zu diesem Resultat gelangen, wenn man erst eine symmetrische Umgebung von 0
(U:(0)) weglésst, integriert und dann e gegen 0 gehen lisst.
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1

—

L1 1 = o=1

J de—hm/ —|—/—dx —hm (In(]z|) | _ )+ (=] )=
E—

1 X

hr%( (In(] — ¢|) 1n(| —1)) ) + ((In(|1]) = In(le])) = ;LH%(ln(E) —1In(1) +In(1) —In(e)) = lim 0 =0

e—0

2. Beispiel:

0
2vr| _ =2V/1-2/0=2-1-2.0=2

=¥

1
Obwohl —= bei 0 einen Pol hat, ist das Integral endlich!

NG

4.3.4 Integrationsregeln — Regles d’intégration

Da integrieren jetzt das Auffinden einer Stammfunktion bedeutet, hat man es hier mit der Umkehrop-
eration des Differenzierens zu tun. Wenn man daher die Differentiationsregeln riickwiérts liest, erhélt
man Integrationsregeln. Z.B. gilt daher die Linearitatsregel, woraus man sieht, dass Polynome termweise
integrierbar sind. Auch sind die Regeln fiir einige trigonometrische Funktionen, u.s.w. direkt ablesbar,
bei andern ldsst sich die Stammfunktion schnell konstruieren. Nachfolgend sind einige einfachen Stamm-
funktionen aufgelistet. Weiter sei auf die Integrationstabellen in der Standardliteratur verwiesen oder auf
Computeralgebraprogramme. Spéter werden wir noch z.B. die Produktenregel oder die Kettenregel fiir
die Integration umschreiben und entsprechende Regeln erhalten.
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Regeln:

1.

10.

11.

J(a f(z) + Bg(x))de =
=a [flx)dz+p [g(z)dx+C
1

k+1
k+1x +C

JaFdr =
fanx"—i—an_lx"_l—i—. .. Faix+tagdr =
—ncf: 1x"+1 + —a’;;lx" ot %xQ +agx

+C

. fetdr=e"+C

1
f o dx =In(|z])+ C

@ _ a+1 o
Jx dx—a+1x +C, a#-1
J —— dz = arctan(z) + C

T3 g2 4 = arctan(z

1
fl?ﬂdf (1+2)
—In(1 — =z In(1+ 2

5 5 +C
[ inh(z) + C
——— dz = arsinh(z
V1422

1
f\/T—xdezarcsin(x)—i—C

1
s dr =
f\/xz—_l *
In(z+v—-1+22)+C
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12. [cos(z)dz = sin(z) + C
13. [sin(z)dz = —cos(z) + C
14. [tan(z)dz = —1In(| cos(z)|) + C
15. [ cot(x)dz = In(|sin(z)|) + C
1
16. [ ———dw =
6. [ o2(7) dr = tan(z) + C
1
17. f — 95, ~ dx = COt(.f) +C
sin®(z)
18, [ 4 in(—)+C
. [ ——=——=dx = arcsin(—
Va2 — a2 lal
19. [arcsin(z)dr =
x-arcsin(z) + V1 — 22+ C
20. [arccos(z)dx =
x - arccos(z) — V1 —a?2 4+ C
21. [arctan(z)dx =
- arctan(z) — $In(1 + 2%) + C
22. [arccot(z)dx =
z - arccot(x) + 1 In(1+ 22) + C
23. [sinh(z)dx = cosh(z) + C
24. [ cosh(z)dx = sinh(z) + C
25. [tanh(z)dz = In(cosh(z)) + C
26. [ coth(z)dz = In(|sinh(z)|) + C

4.3.5 Partielle Integration — Intégration partielle

Wir wollen die Produkteregel der Differentialrechnung fiir die Integration nutzbar machen.

(F(z)-G(x)) = F'(x) - G(z) + F(z) - G'(x)
= [(F(z)- G(2)) dz = (F(x) G(

b
= [f@)-G(z)dz = (F(z) - G(x)[._, - [ F(z) g(x)dx

a

J(a) G@) + F2) - g(a)
2) [ = [ f(z) - G(z)dz + [ F(z) - g(x) da
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Regel: Vor.:

Beh.
b ., b
[ f(@) - G(z)de = (F(z) - G(x)[,_, — [ F(x) - g(x)dx

1. Beispiel:
b . b
[sin(z) - zdx = (—cos(z) - G(z))|_, — f —cos(x) - 1dz = (—cos(b) - b) — (—cos(a) - a) + [ cos(x) dx

"™ = - cos(a) — b cos(b) + sin(b) — sin(a)

r=a

= cos(a) - a — cos(b) - b+ sin(z) |

Hier haben wir ausgeniitzt, dass der Faktor G(z) = « beim Ableiten verschwindet.

™

2. Beispiel: fe -sin(x) de = (e - sin(z i ; — [€e* - cos(z)dz =
0
= (e™ - sin(m)) — (€ - sin(0)) — (e® - cos(w i ; — [e* - (—sin(z))dz) =
0

=O—0—(e”-cos(7r)—eO-cos(O)—i—Ofe“‘-sin(x)dx)z—e” (-1)+1- 1—fe -sin(x) dx

= [e* - sin(z)dr=—€"- (-1 +1—fe -sin(z )dx:2fex-sin(x)dx=1+e”
0

1+¢€™
2

T

= [e*-sin(x)dr =

O —3°—x

Hier gelang es uns, fiir das unbekannte Integral eine algebraische Gleichung herzuleiten, die wir 16sen
konnten.

Diese Methode funktioniert aber nicht immer:

™

3. Beispiel: fsm )dz = [ sin(z) - sin(z) dx

(=)

= —cos(x) - sin(z) |:: - Of— cos(z) - cos(z) dx

= —cos(m) - sin(m) — (— cos(0) - sin(0)) + {cos(x) -cos(z) dx =

0+ 0+ sin(z) - cos(z - fsm —sin(z))dz =0+ 0+ [ sin(z) - sin(z) dz = f sin?(z) dx
0

~» Damit ist nichts gewonnen Es entsteht hier keine algebraische Gleichung, aus der man das unbekannte
Integral berechnen koénnte!

Die Sache ist aber nicht verloren: ein Trick hilft hier weiter:

fsin2 (x)dx = fcos x) - cos(z) dw = fcosQ(x) dx

Aus Griinden der Symmetrle Wlssen WlI‘
2

ldz —2- [sin®(z)dz
0

1 —sin?(z)de =2-

O —
O%ml:l

fsm x) x=2-fsm (x)dr =2- fcos x)dr =2 -
0 0
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= 4 f51n2(x)dx=2 f2 f =2-f251n2(x)dx=f21dx=x|i;fzg—Ozg
0 0 0 0 0
4.3.6 Substitutionen — Substitutions
Eine Regel — Une régle
Sei @ :t+—— x = p(t) bijektiv .
Betrachte: t=p () Dij x=p(t) — F(z) = F(p(t))
! 7
Fop
> — [ —
Sei
dF ,
9 _ ) = fa),
dF(pt) dF(z) dz _ de(t) de(t) o
i de Al f@) =57 = flet) - —= = fle(®) - ¢'(1)

~»  f(z) hat beziiglich  die Stammfunktion F(x) und f(p(t)) - ¢'(t) hat beziiglich ¢ die Stammfunktion
F(e(t)) mit F(z) = F(e(t)).

b @(b)

F(z)=F(pt) ~ [flx)de="[ [f(p(t)) ¢'(t)dt~
a O

Regel: Substitutionsregel

p:t— x=p(t) bij.

Beh.:
b @(b)!
[ f(z)de = (f),l fle(t) - ' (t) dt

[f@)de=F(x)+C = [f(et)) ¢'(t)dt =F(p(t) +C

Bemerkung: Formal:
d d d
e do = Fe(0) -/ 0)de = fle(t) - S de = fle(0) - e o= G
Bsp.: [ ——=dx = arcsin(z) +C
m

1
Sh arcsin(z?) + C

- f\/ﬁd””‘/m

Praxis — Pratique

Einige Anwendungen:
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[Fa-z+B)] =

Korollar:

Folgerungen

1. Beispiel:

2. Beispiel:

3. Beispiel:

4. Beispiel:
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flarz+p)-(a-z+0) =a -fla-z+8) = [flarz+f)dr==-F(la-z+0)+C

Q|

[ f(x)de=F(z)+C
Beh.:

ff(oz-x—i—ﬁ)dx:é-F(a-x—i—ﬁ)—i—C

1 n+1
o C
n—i—lx +1

= f(oz-x+ﬁ)"dx=a-n+1

Jamdx =

(x4 PO

[etdr=e"+C = [e**tPdy=— .0 4 C

1
o

[ cos(x) dz = sin(z) + C
= fcos(oz-x—i—ﬁ)dx:é-sin(oz-x—i—ﬁ)—l—C

1 1 1
fxdx n(x)—i—C:/a.x_‘_ﬁdx . In(a-x+8)+C

Das Problem bei der Anwendung der Substitutionsregel liegt bei der Auffindung einer geeigneten
Substitution, die zum Erfolg fiihrt. Die Moglichkeiten sind hier aber oft beinahe unbegrenzt. Was also
tun? — Viele Werke der mathematischen Standardliteratur bieten hier Hilfen (z.B. Stocker, Papula),
indem sie eine Trickliste anbieten.

Trickliste:
Wihle:
f(z) = Vax+b t= < azx+b
f(@)=YVaz?+ba+c t=x- - Vazr2+bx+c
flx)=V—-aa?+bz+c t=—YV_ax2+bxrtc
f(z) = (In(z))" t =1In(x) ,
f(z) = h(sin(x), cos(z))ration . _Q:tQ sin(x), . —tl—tQ = cos(z)
f(x) = Va* —a? x=a-cos(t) V x=a-sin(t)
Z.B. a-cos(t) = Va% — x?)
flx) =Va*+a? x =a-cosh(t) = va? + a2
f(@) =v—a*+a? x =a-sinh(t) = vV—a? + a2
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4.3.7 Partialbruchzerlegung — Décomposition en fractions partielles
Das Problem — Le probléme

Geg.: Polynome P(z),Q(z)

Problem: [ P(z) de =7

Q(x)
Bsp.:
f27x5+144x4—36303—1—378302—1—16230—81d

€r =
3303—4302—2530—1—2
992 x* + 457 x + —247 309 24 7

9x% +60x + 83 de = [ 92° 4+ 60z + 83 d
r® + 060z + +3x3—4x2—5x+2 T r® + 060z + +x—2+x+1+3x—1x

24
:/9x2dx+/60xdx+/83dx+/ 309 dx—i—/ dx—i—/ ’ de = ...~
xr— 2 r+1 3z —1

Idee: Vereinfache den Bruch derart, dass nur elementare {ibrigbleiben.

1.Schritt:
Dividiere P(x) durch Q(z), bis pgrad (Zihler) < pgrad (Nenner) ist.

Bsp.:
27 x5 + 144 2* — 3623 + 378 22 + 162 2 — 81 992 22 + 457 —247
i TSI A I0ZT 7Ol g 2 G0 483 4 oor T IOTTT
323 —422—-5x2+2 323 —422-5x+2
1.Schritt:

Versuche den verbleibenden Bruch in elementarere Teilbriiche zu zerlegen.

99227 + 457z + —247 309 24 7

Bsp.: — _
SP S 42 5142 -2 241 31

Bei Zahlenbriichen ist dieser Vorgang die Umkehrung zum Gleichnamigmachen.

7 1 1
Beispiel mit Zahlen: — =-+ -
eispilel mi ahlen D 3 + 1
Beispiel mit Polynomen:
1 1 A B

22-1 (z—=1)-(z+1) x—1+x+1’ ’

A berechnen: Mult. mit (x — 1)
—1 A(x—1 B(x—1 1 A B(x—1
@-1) _A@-1) B@-1) _ 1 _A_ Ba-1

(r—1)-(z+1) x—1 x+1 x+1 1 x+1

1 A
Bilde lim: lim = lim — + lim ———= —
z—1 z—1lx+1 z—1 1 z—1 x+1 2

Enstsprechend fiir B

1
(mult. mit (z+1), lim ~ A= 3
1 1 B 1 B
= + ~ Partialbriiche

22—-1 2(x—-1) 2(x+1) 2(x—1)" 2(x+1)
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1 1 B 1 1
~r —_— = [ —— _— =1 —1]—-=1 1 =...
fo_ldx /2(30 1)dx+/2(x+1)dx 2n|30 | 2n|30—i— |+ C

Hinweis zur Partialbruchzerlegung:

Die Theorie der Partialbruchzerlegung sollte in einem Kapitel der Algebra geboten werden, wo es sachlo-
gisch hingehort. Hier sei nur eine kurze Bemerkung angebracht: Voraussetzung zur erfolgreichen Zerlegung
ist die Faktorisierung des Nennerpolynoms, die auf dem Hauptsatz der Algebra beruht. (Jedes Polynom
mit nur reellen Koeffizienten lésst sich reell in lineare oder quadratische Faktoren resp. in Potenzen von
solchen zerlegen.). Das Problem: Es existiert keine Methode zur allgemeinen Auffindung der Zerlegung.

~ Faktoren (z —x;)", (2% +bx+d;)", n €N

Hiufige Integrale — Intégrales fréquentes

P(x) A Bx+D
. do —
Sei fQ(x) * /x—x1+x2+bx+d *
Bx+D
=A-1 — ———dx =7 Sei B
~ fx—x dx n |z — x|+ C, fo—l—bx—i—ddx Sei B # 0
| Bz+D B/2x+2%+b—bd B/ 2z+b B/ B=b
—_—ar = — xr = —- — ax _— _—_— =
x224+br+d 2 22+br+d 2 x2+br+d x2+bx+d

B ,. D 1 1
a2 S5 b [ gy, [ ———du=7
no® +ba+dl+C+ 5 (25 )/xQ—i—bx—i—d Y @bt a™
1

t b :/ ! dx / d
xTr = — = _— xTr =
2 22 +bx +d 5)2 +b(_g)+d

1 1
— . dr = | =——dzx
/ — ptL+ +bt—7)+d / 2 - /tQiOéQ

1 1 t
Fall "4 ftQtanx:E-arctar;(a)-i-Cl 1 1
Fll II—II: 7d = 7d = — d =
N ftQ—on * /(t—a)(t+a) * /Q(t—oz) 2(t+ ) *
1 1 [t —
— . (n|t—al-1 — . C
) (Illt Oé| n|t+a|)+02 ) (n(|t+04|)+ 2

4.4 Anwendungen, Beispiele — Applications, exemples

4.4.1 Rechenbeispiele — Exemples de calcul

Beispiel mit Polen — Exemple avec des poéles

10 1
d =
—{0302—1 !
10 10
1 1 1
_5(/x—1dx_/x+1dx)_
—10 —-10
9 11 -9
1 1 1 1 1
= = - - —dt) = = —dt
2(/tdt /t ) 2(/t *
—11 -9 —11
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/ Yat— / ) 1n|ﬁ||’*’ m|ﬁ||jj):%(m(g)_1n(11)_1n(11)+1n(9)>:

=1In(9) — In(11) = hrl(g

11)

Stiickweise stetige Funktionen — Fonctions continues par morceaux

Bei stiickweise stetigen Funktionen integriert man erst einzeln iiber die Stetigkeitsbereiche. Anschliessend
summiert man. (Vgl. 2.4.3 Seite 51.)

Bsp.:
sin(x +7) x € [-2m, —7)
fa) = { sm)  zelw0)
a3t z € [0,27]

2
~ [ flx)dx = f sin(x + 7 dx—l—fsm dx—l—fx Tdr = -2+ (=2) + 221 = 227 — 4

—27 —27

Potentielle Energie — Energie potentielle

Sei F = Kraft , s = Weg , W = Arbeit .

F =const.~ W =F-s

F(s)
Sonst: .
W~ F - As; — [ F(s)ds f
1 S1 W
e
As, o
s=r, F( ) A -2Q
. 1 11
= W= Qir=c-q-q. dr=c-q-Q- (-1 o, =0 Q (-1) - (———)
! T2 T
4.4.2 Kurven in Polarkoordinaten — Courbes en coordonnées polaires
Problem: Was ist der Inhalt der Fléche
zwischen der Kurve und zwei vom Ursprung (%)

ausgehenden Strahlen?

| o
AA ~ Dreieck , As = Ap-rp,
1 Ap
~ AAN—Tm(<p+—) As =
1 A
=§rm(<p+—(p) -Ayp rm=r(9’+A—2¢)

P2
w1 A 1
~ AZZAA=Z§M(¢+—¢) A<p—>/§7“(<p+0)2d<p
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Satz: Vor.:

r =r(p) (Polarkoord. )
r(p) stiickweise stetig

¢ € [p1, p2]
P21 9
Beh.: A= [ =r(p)de
1 2
Bsp.:
Archimedische Spirale:
r=r(p)=¢, I= [0a277]
2m 1 1 27
A = Z 02 d = — . — . 3 =
{ 5P dp=5-3-71,
1 27 477'3
=_.0270)3" = =
el =1

Damit ist es moglich, Inhalte von Flachen zu berechnen, die z.B. von lemniskatenartigen Kurven, kar-
dioidenartigen Kurven etc. begrenzt werden. ( Z.B. r(¢) = (cos(2¢))2, r(¢) = 2(1 — cos(p)) u.s.w

)

4.4.3 Kurvenlingen — Longueurs de courbes

Kartesische Koordinaten — Coordonnées cartésiennes

Sei f:xzr—— f(x) € D), I=[r1,x2]
Problem: Ausser fiir den Kreisumfang sind Langen von krummen Kurven bis jetzt nicht definiert.

Idee: Ersetze die Kurve C([) resp. C' durch
einen Polygonzug P.

~» Langen Ay
Asc := Al, Asp := As c
beziiglich Ax AX

\ B

A
~ Asc ~ Asp = Ax2+Ay2= 14+ (5202 Az
Ax

Der SO gewonnene Ausdruck kann benutzt werden, um die Lénge einer Kurve iiber dem Intervall [z1, x2)
zu definieren.

Definition: Lénge [(C f vat 2dx

Eine Nachpriifung fiir Streckenléngen und Kreisumfang ergibt, dass diese Definition mit der bisherigen
Léngenmessug vertraglich ist.

Gerade: y= f(z) =ax+b, z € [r1,21]
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Klassisch:

L= /(22 —21)2 + (g2 — y1)? = V(22 — 21)* + ((a w2+ p) — (az1+ p))? =
= |xa — 21| - V1+a? = (z2 — 1) - V1 +a?

Neu:
To To
= [ VIT W@ de= [T+ @Pde = IF @22 [ = (02— 1) VIF @
Viertelskreis:
y = f(z) 222,y =12 _x2)—%.(_2x):—7x , x €[0,r],
/2 _ 32
2
Klassisch: [ = Zﬂ = %
Neu:
= [ VIT W @)Pde = [ 1+ (- da = [ /14
= x €r = —_ €r =
Subst.: x = r cos(t), d—f = —r sin(t), doz = —r sin(¢
t=arccos(1) 2 t 1—
~ = J 1+L(2)-(—7“ sin(t f fos*(t +2/:OS ()-sin(t)dt:
t=arccos(0) 1 — cos (t) 1 — cos t)
0 1 9 Iy
S sin(t)dt = —r [1dt = —rt| 1= —r-(0—=)="TZ
T%f SiHQ(t) Sln() T%f |7r ( 2) 2

Konsequenz: Diese Lingendefinition ergibt in den klassischen Fillen die gleichen Werte.

Bsp.: Parabelldnge:

Die Parabel f(z) = 22 ist nach der Geraden die einfachste Kurve.

Sei I = [0 ]/\»
h(x V1 2 inh(t t-vV1+1t?
\/7dx—f\/1—i——3:2d arsm()ﬁ - |;=ar81;()+ —
Bemerkung:
Da der Integrant = /1 + (¢/(x))? ist, kann man im allgemeinen nicht erwarten, dass eine einfache Stamm-

funktion gefunden werden kann.

Polarkoordinaten — Coordonnées polaires

Skizze: Al ~ As, (As)? ~

(- Ap)? + (A = (A2 (2 + (52 ss
) Ar o
- Bs= (50 A
~ L= Y Al ~ S ... As =
)T r2 4 (20)2) . A
® ) dr
—>[’;f1 r +(%) )d
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Damit haben wir vereinfacht eine Formel fiir die Kurvenldnge bei Polarkoordinaten hergeleitet. Es sei
dem Leser iiberlassen, diese Formel mittels Substitution auf die Situation in kartesischen Koordinaten
zuriickzufiithren.

Satz: Vor.:

r: o +— r(p) Kurve in Polarkoord. , I = [¢1, 2]

Beh.:

Kurvenlédnge

1= '\ Jr)+

Ar(yp)

Ao )?) dg

Bsp.:
Liénge der Archimedischen Spirale 7(p) = ¢:

Sei I=1[0,t]~ l:{t\/ﬂ((p)—l-(d;(j)fd@:of P2+ ()2 dp =

arsinh(t) t-v/1+t?
2 * 2

Y2+ 1dp = = Parabelléinge !

o o

Vektorfunktionen — Fonctions vectorielles

y(t)

)
=1(0) ) St

Bsp.: Kreis: 3(t) = ( ;
oder Spirale:  5(t) = (T't'COSEtD -

Speziell:

) = (y;t)> . (y(i)> vA

~ frzr— f(x) =yx) y(t) = y(x(t)) = y(x)

v(t)
/ x=x{)=t
At '

ds dsy,
As:\/(A—t)Q-i-...—i-( A )Q-At:A—t-At—wls:adt:\/(d—;)Q—i-...—i—(E)Q-dt

xY
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A51 AS,L( ) d$1 dsy,
+(—%; f

2 dt
dt )

+ (

l—ZAl ZAS_Z\/

Wie bei den Polarkoordinaten kénnen wir auf Grund dieser vereinfachten Herleitung einen Satz notieren:

Satz: Vor.:
§:t+—— §(t) Vektorkurve. ,
I= [l"lal"Q]
Beh.:
Kurvenléinge
d$1 dsy o
l—f + () dt
Bsp.: (Kreis: )
. r cos(t) 2”\/ d(r cos(t)) .o  d(rsin(t)).,
t) = = dt =
5(t) (7“ sin(ﬁ)) ~ ‘Of ( dt )"+ ( dt )
2m
= [ /r?(—sin(t))? + r2(cos(t))? dt = f \/_dﬁ—rﬂ =r2m
0

4.4.4 Elementare Linienintégrale — Intégrales curvilignes élémentaires

Skalare Funktionen — Fonctions scalaires

51(1‘,)

Geg.: Kurve 3(t) = : in Param-
Sn(t)

eterform .

(Ublich ist n = 2 und n = 3. )

Y,

Bsp.: Spirale: 5(t) = (r ot cos(t)>

r-t-sin(t)
Problem: In der Praxis geht es oft
darum, z.B. Ausdriicke nachfolgender Form Tf fX, %) Ay
zu bestimmen:

AX

G= lm 5 f(xr yr) Ask - y
[Ask—0] X ==

As,

f(zk,yr) sei z.B. die Verinderung des Tankinhalts pro Wegstiick Asy, G sei der gesamte Treibstoffver-
brauch. Oder f(zk,yx) sel eine Kraft, G = W eine Arbeit u.s.w..

Normalerweise ist eine Kurve in einer beliebigen Parametrisierung gegeben.
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S n=2, 510 = (7)), telatl = flo) = Fel)v(0) = hit)
e1(t)

(Allgemein. §(t) = )
Pn(t)

Sei s = s(t) = Wegliinge .
s steckt z.B. in > f(2k, yr) - Ask im Term Asy, t jedoch nicht.
k

>
Eine Umparametrisierung ist notwendig! AY=XO
As = /(Ap1 ()2 + ...+ (Ap,(1))?, A(!S;;'; P 3
X=9(t)
0 AX=AP(=AL)

A5 A= \/(A‘pl(t)f o (R0 py s = B figwr 02

m
Definition: [ fl@,...,zn)ds = lim S @1k, o k) Ask
C

|[Ask|—0, m—oop_1

heisst Linienintegral von f ldngs C

Es gilt:
A v d
Z f(ka, ceey xmk) Ask = Z f(ka, ceey xmk) —k . Atk — / f($1, ceey xn) —_— dt,
k=1 k=1 Aty L dt
ds
T = @07+ + (G0
Satz: Vor.:
Sl(t)
3(t) = : € D(I) ~ Ciber I =]a,b,]
sn(t)
Beh.
t2=b ds

ff(xl’-“’xn)dsz f f(xla"'axn)%dta
c ti1=a

B = S0P + .+ ) at
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Speziell: s =x(t) oder s=y(t)

~ i e =T 1(.0) 5 i =tti/=bf(x(ﬁ), y(0) 2/ (t) dt,
[ sty - tQ/be<x<ﬁ>, () 240 g 7=bf(x(t), yO)y (1) dt
d nle Lo
Bsp.:
e =57 50 = (1)) = (Gutp) )+ < 0.2m)

d
= 5(t) = 2% + 9% = cos(t)? +sin(t)? =1, d_j =2 ({t)2+y(t)? = \/— sin?(t) 4+ cos(t)2 = 1
2
= /f(xl,xg)ds :/1 -1ldt =27
c 0
Vektorfunktionen — Fonctions vectorielles
s1(t)
Geg.: Kurve §(t)= : (Parameterform )
sn(t)
(ZB. n=2,n=3.)
Problem: \
vl .
Bestimme Ausdriicke der Form: F(x,, ¥)
W= lim F(x e T k) - ASE As
Al Zk: (1.5 k) & "
X, >
m m -
Bsp.: Arbeit W= lim > AW,p= lim > (F(zk, yk, 2r), ASk)
|Ask—0] =1 [Ask—0| k=1

Im R3 gilt dann: AWy, = (F (g, yk, 21), AFy) =
Fi(zk, yk, 2k) Ay,
= (| Fa(zr,yn, 1) |5 | Aye |) mit z=1(t), y=a(t), z=p3(t)

F3(xk, yk, 2k) Az,
Azx A(pl dFl A(pz sz sz
— At = - At —dt - At dt dr; = dt
A Al o Y AL T T T
- S Api
WSS AW, AW = 3 Fi(@1()s . on(t)) - 220 At =
k=1 i=1 At

1), onl) - S0 A4t Fapr (D), palt) - S AL =

= (Fi(@1(t), - ., on(t)) - Ao o+ Fa(o1(t), . (D)) - %) At
b

At

— [ Bar), .. on(®)) - % bt Ba(or () on() - 2P0y g —

131
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dpr
t=b Fl((lol (t)a KR (}Q'n(f')) dt t=b a3
- [y ; 5 pat= [E@. o), G-
t=a Fo(p1(t), - on(t) dipn t=a
dt
t=b
= [ (F(pr(0), ..., on(t)), 5" () dt
t=a
s, .. .
ik (t) ist dabei der Tangentenvektor .
Definition: JFds = [ (F(e1(t),...,¢n(t)),5'(t))dt heisst Linienintegral
C t=a
von F langs C
Schreibweise: Falls C eine geschlossene Kurve ist, schreiben wir:

j{ﬁdé’
C

Weiter zu Linienintegralen vgl. Vektoranalysis .

x 22—t —» s
. o — — _ r—y
Bsp.: §= ( > = (%ﬁ“ﬁ), F(z,y) = (ﬂﬂ), t €[0,1]

A -t/ =12t — (324t 2t —1
= [Fdi= <(x2 y>,(1t2 ﬁ>)dt:f<( (21+)>’(t >)dt:
c t=0 \27F+y/ \gt"+t t=0 \(t2 = t)2 4 (5t + 1) t

6 5 4 3 2t
=[G —2t) 2t—1)+ " 288+ 32+ 1) (t+ Ddt =% — L 4+ L — 2L 4 31

4.4.5 Flachen unter Vektorkurven — Surfaces sous des courbes vectorielles

Problem:

Flacheninhalt F =7
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Satz: Vor.:
7(t): Kurve (stetig)
tel = [f,l, f,g]
Beh.:
to
1
Fite =5 /(35%/ — ' y)dt
t1
Bsp

(t) = (“ COS(“), I=[t1, ts) = [0, 271] ~ Ellipse

b sin(t)
27 27
1 1
~ Fy g, = 3 /(Jc vy — g y)dt = 3 /(a cos(t) b cos(t) — (—a sin(t)) b sin(t)) dt

0 0

27 1 27 9 b
1
=3 /ab (cos?(t) + sin®(t)) dt = §ab /dﬁ = 7r2a =mab

0 -1 0

4.4.6 Rotationskérper — corps de révolution
Mantelflichen von Rotationskérper — Périphérie de corps de révolution

Rotationsstreifeninhalt y = r(x)
Aa~27r(x)Al = da=27r(x)dl

L T2 S —
~» Oberfliche A= [da= [27y(z)\/12+ (v (2))2dz
0

1

Formel: A=2r Q]Qy(x) V14 (¥ (2))?dx

T

Bsp.: f(x) =z, I=10,1]
1 1 3

= A=27 [V& 1+(F)2dx:7r,/# (VTE+2§2>:5.33041
0 X
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Volumen von Rotationskdérper — Volume de corps de révolution

Rotationsscheibeninhalt
AV; ~ A; Az = r(z;)*n Az
= y(z;)*m Az — dV = y(z;)*n dx

1% )
V= [dV = [y(z)*ndx
0

1

=7 [y(x)? dz

Formel: V=r [ylx)de

4.4.7 Schwerpunkte und Guldin
Flichenschwerpunkte — Centres de gravité de surfaces
Sei ys := Flidchenschwerpunkt in y—Richtung

Flachenschwerpunkt eines senkrechten
Streifens:

Sei A; = (y2(z:) — y1(w1)) Az,
y2(xi) + 1 (z4)

va y,(x)

Vi1

Yi =

2 ~Y, (x;)

Gleichgewichtsbedingung: Y ;- A; ~ys - A AX "
i
1 1 x;) + y1(x;
= Y=o ;yi A = T ;(W) (i) — w1 (2)) Az =
1 1

o D) — i (2:)?) Ar = —5 D (ya(w:)? =y (22)?) A
72 2 ’ 3 o) s 2 ’

2

[ (W2(2)? — y1(2)?) da

T

2 [ (o) — v (2)) da

1

2

[ (2(2)? — y1(2)?) da

T

2 [ (a(2) — 1 (2)) de

1

Formel: Ys =

Bsp.: Parabel

f($) =1- $2, I = [xl,xg] = [—1, 1]

_fll((l —2%)? —0%) dx

2 A

2 [((1—22)—0)dx

-1
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Die Regeln von Guldin

1. Sei O die Oberfliche eines Rotationskorpers beziiglich der z—Achse und M, ein betrachtetes
Moment beziiglich dieser Achse. yg sei der Schwerpunktsabstand in y—Richtung. b sei die Linge
einer Kurve (Bogen).

b
~ b:fb\/l—i-(f’(x))de = O:27r/f(x) VI+(f'(z)2de=27ys-b = O=27-ys-b
a N

=dm

M,

2. Sei weiter V' das Volumen eines Rotationskorpers und A die erzeugende Fliche.

b
b ff(zi)'f(x)dx b
~ 271-A-ys=2m- (ff(x)dx) -ab—zﬂ-/f(ac)2 de=V = V=n-A-ys
“ ff(x)dx a =r2
Satz: (Guldin)

Geg.: Rotationskorper

Beh.:
1. O=27m-b-ys
2. V=rn-Ays

4.4.8 Tragheitsmoment — Moment d’inertie
Der Begriff — La notion

Sei v=w-R,

w = Winkelgeschwind.

~» Drehbewegung .

Elin(m;) = ) m; U'L'Q = 9 my W’ R?’

m = ZAmi,

m2
1 1 1 1
Eiin = Egin(m;) = Z§miw2R% = §w2 ZR?mi — §w2 /R(m)2 dm = §w21
7 7 ;

my

m2
Definition: I = [ R(m)?*dm heisst Tréigheitsmoment
mi
d 7
Es gilt: ﬁ =p(V) = dm=p(V)dV = = / R(m(V))2 p(V)dV
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Bsp.: Profil:
AV =d- f(z)-dz, f(z)=3, ———
x €]1,2], p=const., R=ux 3
9 i
= [=p-d [32%de=pd(8—1)=Tdp
1 1 2
AX
Bemerkung: Impuls: p=m-v
Drehimpuls: )
L=Fxp=7x(m-0)=m-(Fxv)=m-(Fx(Fx7))
=p- V- Fx(@x7), wlri = |E|:m.|7:12.|55|
|| =w=const. = |Ll=L=m-1m2w:=1 w

Trigheitsmoment und Achsen

1. Sei die y—Achse die Drehachse einer flichenartigen Masse M der Dicke d, welche als Funktionsfliche
von f(z) iiber I, = [a, b] beschreibbar ist.

b b

= Iyz/xQdmz/xQ-f(x)-d-p(x)dx = Iy:d-/xQ-f(x)-p(x)dx

M a a

2. Sei die x—Achse die Drehachse einer flichenartigen Masse M der Dicke d, welche als Funktionsfléiche
von f(z) iiber I, = [a, b] beschreibbar ist.

b b b
= dlx:/dem:/yQ-d-p(x)dxdy = IA:g-/yg-p(x)dx:g-/f(x)?’-p(x)dx

M a

3. Sei die z—Achse die Drehachse einer Masse M. r(m) sei der Abstand von dm zur z—Achse.

= r(m)? =1 =2+, IZz/r(m)dm:/(Jc2+y2)dm=/x2dm+/y2dmzlx—i—Iy
M M M M

Definition: I, und I, heissen auch axiale Trégheitsmomente.
I, heisst polares Trégheitsmoment.

Satz: Voraussetzungen wie oben.

b
Iy:d'/x2'f($)'p(x)dx, I, =

Der Satz von Steiner

b
Wir betrachten den Fall: I,=d- [2*- f(z)- p(z)dz.

a
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Sei xg der Schwerpunktabstand der Masse M von der y—Achse.

Sei

r=utazs = f(2)= flutas)= filw), fiw) = file —as), pl) = plu+as) = pi(u) == p = const.

b r=b b—ws
= Iy=d-p-[2* f(x)dz=d-p- [ (u+xs)? flu+zs)dlu+zs)=d-p- [ (u+zg)?- fi(u)du
Up Up Up : Up
=d-p- [(WP+2uzs+2?) filu)du=d-p- [ u? fi(u)du+2dzs-p- [ u-fi(u)dutd-z% p- [ fi(uw)du

w
Nun ist aber u - fi(u) = Mt(u) = Moment beziiglich zs. Und [ u- fi(u)du = 0 ist der Grenzwert der

Momentensumme, welche wegen der Definition des Schwerpunktes (Gleichgewicht) null sein muss.

up up

= I, =d-p-/u2-fl(u)du—i-d-x?g-p-/fl(u)du
Uaq Ugq
:Iya: =A
S
Satz: (von Steiner) I, =1, +d-z%-p-A

Dieser Satz gilt auch fiir die  und die z—Achse. Der Beweis sei dem Leser {iberlassen.

4.4.9 Physikalische Anwendungen — Applications en physique

Ausdehnungsarbeit bei Gasen — Travail d’extension concernant les gazes

CA-A
AW pae Ay
Va Vi §
c v d
= /p(V) v = |p-v=c=const. /V dV = c-In(V) |Vf =c- 1n(71)
Vi o

Elektrische Leistung — Puissance électrique

ta
Bs gilt: P — dd—‘:/ UMW) I = W= / Ut) - I(8) dt
t1

Bsp.: U(t) =Uy-cos(w-t), I(t) =I-cos(w-t+ )
~ Ug Iy (2wt cos(p) +sin(2wt + ¢))

w
= 4w

+C

Energie im Gravitationsfeld — Energie dans le champs de gravitation

M - M -
Fr)=v =52 AW =FAr=~.- — " Ar
r r
T2 ) 7‘21 1 ‘ 1 1
N der:yM.m./_QdT:_VMm_|j?zme(—__)
" r o rLo T2

1 T1
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4.4.10 Die Bedeutung des arsinh

Bemerkung: arsinh heisst area sinus hyperbolicus.

Es gilt: y=\-1
y = sinh(t)
22 — % = cosh®(t) — sinh?(t) = 1 T X
X = cosh(t)
z(y) =1 + 42 N\ x-y’=1

= Ay=2 (f V1+y?dy — Todo > = arsinh(y) = arsinh(sinh(t)) = ¢t = arsinh(y)
Konsequenz: Ay =t = arsinh(y)

arsinh(y) ist also ein Flicheninhalt (Area) an der Hyperbel.

4.4.11 Die Gamma—Funktion — La fonction gamma

Die Eulersche Gamma—Funktion I'(z) bringt uns eine sinnvolle Verallgemeinerung der Fakultéiten
fiir z € RT. Sie wird wie folgt definiert:

(o)
Definition: D(z):= [ett*71dt, 2 >0
0

Problem: Existiert dieses uneigentliche Integral iiberhaupt?

Nach Definition muss gelten: ¢ € (0,00), = >0

tetl 1
et - t2 < 2
1

k %)
:/e—t t“‘—ldt+/e—t t“‘—ldt+/e—t "l dt

0 1 k

Sei t>1V x>1~ etz =

e tt*"ldt ~ t e (0,1). Problem nur fir z>1, x—1>0

e tt*=1 dt ~» Problemlos .

Fe— O

o0 % ] 1
< fettrtldt< [ S dt=—-
k kt

o

1
: l, = z ™ existiert (k> 1, t € (k,00))

~> Es bleibt der Fall ¢ € (0,1], = € (0,1)

1 1
_ — e —1
~ te(O 1] = et:;<—0:1 = e T <" iRy pe(0,1)
—1

&
1 1 X
1 1 L )
dt= | —dt= [t Pdt=—#'""P| =~ 41-(-=x) _
/tp / 5 o 1-(1-2) lo
0 0

~ D(x) existiert fiir z >0 .

1

:»/ —tyT= 1dt</t
0

] =

8|~
S
SR
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~> Der zweite Teil des folgenden Satzes ist noch zu beweisen:

Satz: a) I'(x) existiert fiir x > 0
byneN = T'(n)=(n—1)!

Wir beweisen b) mit vollstdndiger Induktion:

Verankerung: n=~k=1:

(1) = ?e—ftl—ldt = 70@_’5 dt = —it "= —(% - io) =—(0-1)=1=0! = I'(1) =0!
0 o e e e

Vererbung: : Vor.: (k)= (k—1)!

Beh.: Pk+1)=(k)!=k-(k—1)!=k -T(k)

Beweis: Partielle Integration

(o]
[ee] [ee] 1 o
~ Dk+1)= [etttD-tat = [ et thdt = _Etk|0 — (—/e_tk:tk_ldt) =
0 0

0
o)

1 1
=lim —t*— = 0"+k [e'tF1dt=0-1-0+k-T(k) = T(k+1) =k -T'(k)
t—>OO€t eO
0
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4.4.12 Die Irrationalitit von pi'? — L’irrationalité de pi'?

Annahme: 7 = % €Q, a,beN

n . — bz
Definition: flz) = 30(@7|x) ~> Polynom vom Grade 2n, alle Terme
n!
vom Grade >n .

F(z) == f(z) = f"(x) + fD (@) — ..+ ()" [ (@) (f0)(2):
k—te Ableitung )

~ Fl(z) = =(F(z) = f(2))

Betrachte:  f(m) = f(

f(O)ZO"-(a—bO)" :0-(a)" —0

n! n!

> (a) f¥(z) enthilt Terme der Form z° - (a — bx)",
s+r+k=2-nfalls s+r=2n—-k >0, 2n> k (Produkteregel) .

n!n!

> (b)2n=k~ fk(z)= const. = - cEl
> (c)2n<k~ fFx)=0€7Z
)% (a— B(D)" ays . (q —a)"
> (a) ~ fk(ﬂ):fk(%)zzconst.(b) (n! (b/)) =Zconst.(b) iz! )
ZZconst (% TO—OEZ

~» In allen Fillen:
fFm)y ez = F(r) = f(m) = f(m) + fO(r) ...+ (=) fEM (1) € Z

0)*-(a—0b(0))" 0
Ebenso: : fk([)) = Zconst.( ) (a ' ( )) = ZCOI]St.—| = 0 in allen Féallen = F(O) =
mn: n:

F0) = f7(0) + fD0) — ...+ (=1)* M (0) € Z ~

Wichtig: (I) F(r) € Z, F(0)e Z
d ., )
Betrachte: %(F (x)sin(z) — F(x) cos(z))
= F"(x))sin(x) + F'(x) cos(z) — F'(x) cos(z) + F(z) sin(z)
= ~(F(2) — f(a)) sin(z) + F () sin(a) = J(2) sin(a)
= /f(x) sin(z) do = / %(F'(x) sin(z) — F(x) cos(x)) dz = (F'(z)sin(x) — F(x) cos(z)) |:
0 0

12Nach Lindemann , 1852 — 1939



4.4. ANWENDUNGEN, BEISPIELE — APPLICATIONS, EXEMPLES

Andererseits: x € (0,7) =

" (a—bx)" - (f—x)"-0" " (m—ax)" - b"
flx) = py = o = — >0

(da alle Faktorén > 0)
> 0<sin@)- f(2) < (o) =

n . —bx)" n., —bz)" n ., ,n
2" (a—bx) <7 (a—bx) L Ta

n! n! n!
n! wichst starker als a¢” und 7"

n n

= 0<sin(z) - f(z) < <e fir n> Ny

n!

~ (II) 0 < [sin(z)- f(x)de < [edz=e-7m <1 fir n> N
0 0

Zusammen: (I) F(7r) €Z, F(0)€Z, (II) 0 < fsin(x) flx)de < 1
0

fir n > Ny ~ Widerspruch!

~» Annahme: 7 = % € Q, a,be N muss falsch sein .

141

~ T¢€Q
Satz: TZQ
Bemerkung: Angeblich sind folgende Ndherungen von 7 verwendet worden:
1
1. Babylon: T3+ 3
2. Zeit von Platon: TR \/5 + \/§
22
3. Archimedes: TR -
4. Altes Indien: T~ 3.1416
355
5. Altes China: TR —
113
40
6. Jahr 1865: Ty 2 V3 ~ 3.14153
Korollar: Die Strecke 7 ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Der

Kreis mit dem Radius 1 ist daher nicht mit Zirkel und Lineal in
ein flichengleiches Quadrat verwandelbar. Die Quadratur des

Kreises ist damit nicht moglich.

Zum Beweis:

Eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal kann man mit Hilfe von S&tzen wie jenem von Pythagoras
nachrechnen. Wenn die Strecke 7 mit Zirkel und Lineal konstruierbar wére, so konnte man die Strecke 7

aus der Strecke 1 mit Hilfe von Wurzelausdriicken berechnen. Dann wire 7 nicht transzendent.
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Kapitel ¢ Chapitre 5

Etwas Numerik — Un peu de
mathématique numérique

5.1 Algorithmen — Algorithmes

Begriff: Unter einem Algorithmus verstehen wir heute eine Rechenvorschrift in folgendem Sinne:
Ein Algorithmus ist eine endliche Beschreibung eines endlichen Verfahrens zur Ermittlung gesuchter aus
gegebenen Werten.

Der Begriff Algorithmus hat arabische Wurzeln. Es ist die lateinisierte Form des Namens ,, Alchwarizimi“
resp. nach einer anderen Quelle ,, Abu’Abdallah Muhammad ibn Nusa al-Huwarisimi al Magusi“, ca. 780—
850, Bibliothekar des Kalifen Almamun. Eines seiner Werke handelt iiber quadratische Gleichungen. Es
tragt den Titel ,,Hisalgabr walmukabalah®“. Daraus ist das Wort Algebra entstanden.

5.2 Iterative Losung von Gleichungssystemem — Solution de
systemes d’équation par itération

5.2.1 Ein Beispiel aus der Algebra: Das Verfahren von Gauss—Seidel — Un
exemple de I’algebre: La méthode de Gauss—Seidel

Problem: Ein lineares Gleichungssystem soll rasch ndherungsweise gelost werden. Idee: Versuche eine
Iteration.

Bsp.: 6.25+ 2.08x9 — 1.44z3 = 2.59
178z, — 4.61[ @5 |+ 04423 = 522 ~ A
—1.36x1 + 0.9525 + 3.75 3.61

Die Koeffizienten in der Diagonalen sind hier dominant. (Matrizen, die nur in der Hauptdiagonalen oder
den Nebendiagonalen nichtverschwindende Koeffizienten haben, nennt man Bandmatrizen.)

8
+
S

Idee: Berechne x1, x5, 3 in der Hauptdiagonalen und konstruiere damit eine Iteration:

143
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1 1
T = —6.25(2'59 — 2.0875 + 1.44x3) Tiktl = g (2.59 — 2.08z2 ) + 1.4473 k)
1 1
To = 4—16(522 — 178.%1 — 044.%3) i T2,k+1 = 4—16(522 — 1.78x17k+1 — 0.44x37k)
1 1
= ——(4.61+1.3621 —0.95 = —(4.61+1.36 —0.95
e 375 401+ 1362 zz ) T3,k+1 375 (461 + 1.3621 541 2,5+1)

Bei der Iteration wird durch die grossen Zahlen der Hauptdiagonalen dividiert, was dafiir sorgt, dass das
Resultat nicht ‘explodiert’.

Start: Setze z.B.: 220 =0, z30=0.

Nach 12 Schritten hat man hier das Resultat auf 6 Stellen genau:

21,12 ~ 0.336807, w212 >~ 0.994393, w312 ~ 1.09957

Es sei dem Leser iiberlassen, das Verfahren allgemein in die Matrixsprache zu iibersetzen und die Kon-
vergenzbedingungen zu studieren. (In der Praxis zeigt meist die Rechnung und eine Uberpriifung des
Resultates sehr schnell, ob Konvergenz vorliegt.)

5.3 Nullstellenapproximation — Approximation de zéros

5.3.1 Intervalleingrenzung (Intervallschachtelung, Gabelverfahren) — Em-
boitement d’intervalle

Problem: Nullstellen von Funktionen lassen sich nicht immer direkt berechnen. Man muss sich dann

mit Approximationsmethoden begniigen.

Bsp.: f(z) =sin(z In(z)+1) —z In(z) =0, =7

Ohne viel Mathematik kann man die folgende Mehtode probieren:

Algorithmus: f(x)

Wihle verniinftig
1,22 mit f(x1) - f(z2) <0

‘ f(x,)
Test : f(x1) - f(z2) <00k .~ z3= 7 _g 2 flzs) =
Test : f(x1)- f(xsz) <00k ~ 4= $1§$3 ~ f(zg) =
Flas) f(z2) <00k ~ x4 = =3 : 2o fle) =... usw.

~»  Die Intervalle halbieren sich, die Nullstelle wird eingeschachtelt. (Nicht sehr effizient, da man immer
testen muss.)

Fehlerabschitzung:

Formel:

T+ Tpg1

Sei  f(xo) =0, f(zr) <0, f(zr41) >0, my = 5

= |zo —my| < |zk — Tht1
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5.3.2 Tangentenmethode (Newton-Raphson—Verfahren) — Méthode de la
tangente (Méthode de Newton—Raphson)

Sei f € Dl(I)a ZL05 Lny Tn+1 el

Af(x)

R
Idee: Berechne in z,, die Tangente an die f(x) -
Kurve ~ z,,41 = t,, N a, ndher bei Nullstelle "
o als x,. Starte mit n = 1, z; verniinftig X X =72
gewihlt. 0y -
tn(T) = an -+ by = //-)'(mz /;(n+1 X, X
= F(wn) 2+ bn, to(wn) = flzn) Fot..x (%)

= f(@n) = f'(@n) 20+ 00 = by = flzn) = f(xn) 0 = ta(x) = f(zn) -2+ f(2n) — f(20) - 20
= f(xn) - (x —2n) + f(2n)
fl(xn) *Tn _f(xn)
f'(wn)

Damit lisst sich eine Iteration® machen. Damit auf dem Rechner das Verfahren einmal abbricht, braucht
es eine Abbruchbedingung, z.B. |z, — z,1| < 107, k fix.

NS Zny1t tn(@nt1) = 0= f(z0) - (Tnt1 — 2n) + flTn) = Tpi1 =

Algorithmus: Start: Wahle x1 23

Formel: Iteration
~ Tppl = f'(@n) - 20 — f(zn) — 0 f(zn)
" f(@n) T "(zn)
Abbruchbedingung ~» wihlen
Achtung: Die Methode funktioniert nicht immer (Bedingungen vgl. Skizzen). Es kann passieren,

dass x,, mit n von der Nullstelle zg wegléuft. Es kann aber auch sein, dass eine Abbruchbedingung erfiillt
ist, obwohl nur beinahe, aber nicht wirklich eine Nullstelle existiert.

Bemerkung:

Zur Newton—Approximation mit mehreren Variablen vgl. Seite 249.

Fehlerabschétzung:
Formel: Sei
2 f(a) (2) " f(a)
=0, =a, b:=a———=, a,bel, feD ,b), = <
f(z0) r1:=a Sy f (la,b]), m ggﬁﬁ]lf (@)|( I(b_a)l)

m|zg — g
2 |f/ (2]

9 Tteration“, v.lat. Wiederholung im Gegensatz zu , Rekursion*, v.lat. zuriickgehend (bis zu bekannten Werten. )

= |pq1 — 20| < (k=2,3,4,..)
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5.3.3 Eine Anwendung — Une application

Approximation des Divisionsresultats nur mit Addition, Subtraktion und Multiplikation:

1 1 1 1
Sei : xt=—~ ¢g=—, q——=0~ z=NS von f(x)=q——
q x x x

Start : x; wahlen 7.

Iteration :

=

f(z, q— 1+ q—7
T+l = Tp — % =Tp — = = - x_;
n

=2$n—Q'$2=3€n(2—Q'$)

5.3.4 Sekantenmethode (Regula falsi, Sehnenverfahren) — Méthode de la
sécante (lat. regula falsi, méthode de la corde)

Bei dieser Methode wird keine Differentialrechnung verwendet. f muss nur stetig sein, differenzierbar
wird nicht gebraucht.

Algorithmus:
Wihle verniinftig:

Iy = [z1, 2] := [301,1,302,1]
mit xg € [xl,xg],

f(x1) - f(w2) <0

~ Pr=(z1, f(z1)), P = (22, f(22))
Sekante PPy, x3 =P P,Na,

Test : zg € [x1, 23] (f(z1) - f(xs) <0) ~ o.k.
Test : xg € [z1, 23] (f(z1) - f(z3) <0) ~ o.k., Iy = [r1, 23] := [T1,2,Z2,2] sonst :
o € [$3, .732] (f(xg) . f(xg) < 0) ~ O.k, IQ = [xg, .732] = [$172, .73272]

Verfahre mit I genauso
~r Ly UWSW .~ Tpgr € Iy i= X1 p, Ton)]

~» Ahnliche Dreiecke, z.B.:

A(xn—la 0)) (xn—la f(xn—l))a (xn—i-la 0)
~ A(xna 0)) (xna f(xn)); (xn—i-la 0)
- Tn —Tp+l  Tp4l — Tn-—1

f(xn) B _f(xn—l)

~r f(xn—l) “Tp — f(xn—l) *Tp4l = f(xn) *Tp-1— f(xn) " T+l

= Tpy1- (f(@n) = f(@n-1)) = f(@n) - Tn1 — f(Tn_1) - 2n

f(xn) e f(xn—l) *Tn
f(xn) - f(xn—l)

Formel: Tpt1 =

Fehlerabschitzung:

Formel: Sei
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f(xO) =0, Ix = [xk'—laxk']a f € D(Q)(Ik')a §E€ I~ (f/(g) 7& 0, € Ik‘)

J@r—1) - flzx) - f"(€)
2(f'(6)?

= |Trt1 — 0| =

5.3.5 Fixpunktmethode — Méthode du point fixe
Zur Theorie — Quant a la théorie

Betrachte f tiber I.
Problem: f(z)=0, =7 Sei p(x):= f(z) +=x
f(@x)=0 & ¢(x) = f(x) + =2~ Lose: p(x)==x

Idee: Oft ist es moglich, sich lings einer Spirale (vgl. Skizze) dem Schnittpunkt der Geraden g(z) = x
und des Graphen von ¢(z) zu néhern..

7

Definition: "o(x) = 27 heisst Fixpunktgleichung. zo heisst Fixpunkt,
wenn zo die Fixpunktgleichung erfiillt.

Algorithmus:
Start: At _ _
Wihle z; € T y=x @
Tteration: x5 = @(x1) —
~ x5 = p(x2) = p(p(z1)) ~ T4 = p(3) f
= ¢(p(p(1))) ws.w. -

X, X, .. X, X

Achtung: Man sieht sofort (Skizze), dass das Verfahren nur konvergiert, wenn in I gilt: |¢'(x)| < 1.

Bei Divergenz kann man die Sache oft retten,

indem man ! benutzt. Es gilt dann:
d f(z)~* 1
= 1
e T | >
Az |_p1 X, _
"X
cos(z)

Bsp.: o¢(x) = —3 o N1 = 0.5, x2 = (1),
Nach 6 Schritten hat man z ~ 0.316751 (6 Stellen exakt).

Fehlerabschitzung:

Formel: Sei



148KAPITEL ¢ CHAPITRE 5. ETWAS NUMERIK — UN PEU DE MATHEMATIQUE NUMERIQUE

f(xo) =0, p(xo) = xo, Ity = [wr—1, 2k}, L € (0,1), |p(xry1) — p(xx)|] < L+ |xpq1 — Tk|, Tpq1, ok €
I (~ |p(x)| < L)

Lk‘
1-L

|Tp1 — zp] < lze —z1], K=1,2,3,...

L
= |1 — 20| < T I

Spezialfall (speziell fiir |f/(z)] < ¢ < 1):
~> Banachscher Fixpunktsatz:

Sei Tn4+1 = f(xn) A |xn+1 - x'rn-‘r1| = |f(xrb) - f(x'rn)| S q- |xn - x'rnl
= |xn+k‘ - x'rn-‘rk‘| S qk . |xn - x'rnl - 0; k — oo

Anwendung auf Folgen — Application pour des suites

Bsp.:

3.
4.242640687119286
5.402200124400574
6.294426194626891
6.902886045100413
7.288756711943657
7.52321808852388
7.662177418770393
7.743358235864691
7.790393066000085
7.817514796532257
7.833111333869212
7.842066182124639
7.847203045615791
7.850148241309977
7.851836356661401
7.852803780176391
7.853358136592748
7.853675778215875
7.85385777843875
7.853962057837354
7.854021805453318
7.854056038065927
7.854075651697871
7.854086889338623
7.854093327943564
7.854097016939126
7.854099130546554
7.854100341536196

0O Uk W+~ O

— = ©
— O

N
N
o
s}
DN DD DNDNDDNDNDNDDLN = = = e e
N OO U WN O WO Utk Wi

[\
oo

Bsp.:

Wir studieren das Problem der Berechnung der Quadratwurzel:
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Va=z="7~a=2z2

1
~ 22t =22+ a2 =2 +a~ 23::30-1—3(3:7&0)«» x:§-(x+%)
x
~ Gleichung mit Fixpunkt z.

Falls also der Fixpunkt ein ,, Attraktionspunkt“ fiir das folgende Verfahren ist, konnen wir auf der Glei-
chung eine Iterration aufbauen. Dass das Verfahren konvergiert, muss dabei erst noch bewiesen werden
(Ubung, Euler).

. (xn + i)

n

r1 = Startwert , Tpg1 =

DO | =

Bsp.: V2="7 1 =1.5

1.5
1.41667
1.41422
1.41421
1.41421

Uk W N =~

5.3.6 Korrigierte Fixpunktmethode — Méthode corrigée du point fixe
Methode — Méthode

Sei f(xg) = 0. Dann gilt:

Af i)
f(xo) = —f(x0) = k- f(z0)

Sei k- f(x) = h(z). Dann gilt:

-
0 X

K f(x)

h'(x) = (k- f(2)) = k- f'(x) X

~ h'(zo) = k- f'(w0) - f(x)

Konsequenz: Multipliziert man die Funktion f mit einer geeigneter Konstante k, so kann man es
erreichen, dass die Ableitung in der Nullstelle zy negativ und betragsmissig keiner als 1 wird. Unter
dieser Voraussetzung funktioniert die Fixpunktmethode?*.

Bsp.: V2=z=7?~ Esist: 22=2
= 122-2=0= k- (22-2)=0 = flx)=k- (22 -2)+ax =2

Resultate der Iterationen:

24Der Autor konnte bisher nicht erfahren, ob die hier dargestellte Methode in der Literatur bereits unter einem speziellen
Namen bekannt ist. Das hier verwendete Konzept ist so fiir die Vorlesung konstruiert worden.
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x0=2, k=-05 x0=2, k=1 x0 =2, k= —0.353607
1 1.19279 x 1020743 1 2 1 1.41421
2 1.42275 x 1041486 2 1.0 2 1.41421
3 2.02424 x 1082972 3 15 3 1.41421
4 4.09756 x 10165944 4 1.375 4 1.41421
5  1.67900 x 10331889 5 1.4296875 5 1.41421
6  2.81905 x 10663778 6 1.407684326171875 6 1.41421
7 7.94709 x 101327556 7 1.4168967450968921 7 1.41421
8  6.31563 x 102655113 8  1.4130985519638084 8 1.41421
9  3.98872 x 107310227 0  1.4146747931827024 0 1.41421
10 1.59099 x 1010620455 10 1.4140224079494415 10 1.41421
11 2.53125 x 1021240910 11 1.4142927228578732 11 1.41421
12 6.40725 x 1042481820 12 1.4141807698935047 12 1.41421
13 4.10528 x 1084963641 13 1.4142271449252117 13 1.41421
14 1.68533 x 10169927283 14 1.4142079362035538 14 1.41421
15 2.84036 x 10339854566 15 1.4142158927929964 15 1.41421
16  Overflow 16 1.4142125970788504 16 1.41421

Beispiel — Exemple

Geg.:
Funkionenschar
f(z,a) =sin(z) —ax + "
Ges.:
Funktion aus der Schar, welche die positive x—
Achse beriihrt. 4
Bsp.: a=1und a=3:
50
i 40
30
20
10
-108642 24 -1086642 24

Bedingung: Bei der gesuchten Funktion muss im Beriithrungspunkt z¢ f(zo,a) = 0 und f.(x9,a) = 0
gelten.

~ sin(x)—ax+e® =0 A cos(x)—a+e® =0
= h(z) = sin(x) — (cos(z) + e")x +e* =0 5

-10 - -6 ° 2 4
Wir suchen die Nullstelle dieser Funktion. / N -5

Schétzung:
To ~ 1.2
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2
~ 9'(1.2) ~ —1.86569
15
Nachstehend sehen wir die Graphen von ¢(x) 1
und ¢’ (x).
0.5
05 1 1 2
-0.5

5
-5 -1 -8 N -4 - 4
-5

-10
-15 -10
-20 15
-25

-20
-30

Es sollte sein:
hi(x) = k-(sin(x)—(cos(x)+e”) x4+€*) =0 = ¢r(x) = hi(x)+z = k-(sin(z)—(cos(z)+e*) x+e* )4z = x
~ ()b (z) = (k- (sin(x) — (cos(x) + )z +e")+2) =0 = 1—k-z (" —sin(z)) =0,

2o~ 1.2 = k=0.348956 = ¢, (z) = 0.348956 - (sin(x) — (cos(z) + €*)x +€*) +

Iteration:
1 1.2
2 1.141789
3 1.138402
4 1.138005
5 1.137956 0-03
6 1.137951 )
7 1.137950
8 1.137950 -0.05
(Korrigierte Fixpunktmethode) 01
0.15

5.3.7 Fixpunktmethode fiir Systeme — Méthode du point fixe pour systemes

Die Fixpunktmethode ist dusserst einfach programmierbar. Dazu kann man sie auch auf Systeme
ausdehnen.
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~ Bsp.:
r = f(z,y) (x,y) € D, x = sin(z+vy)
= g(z,y) [fel <L 1fyl <1 gl <1, y = cos(z—y)

gl <1in D

(x1,22) = (0,0) = ... = (x7,27) ~ (0.935,0.998) exakte Stellen

5.4 Interpolationspolynome — Polynomes d’interpolation

5.4.1 Probleme — Problémes

Wir kénnen grob folgende Problemstellungen unterscheiden:

1. Modelierung von Kurven durch gegebene Punkte, z.B. bei Computergraphik. ~» Interpolation in
[0, Tp)-

2. Extrapolation (Fortsetzung von Kurven ausserhalb von [zg, 2,)]).

3. Kurve durch einen Punkt bei gegebenen Ableitungen.

5.4.2 Begriff — Notion

Geg.:
Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte oder n 4+ 1 gewéhlte Stiitzpunkte auf einem Graphen.

Wihle Polynom vom Grade n:
Pn(T) = apa™ + ap_12" "t + ..+ a12 + ag

~  n+ 1 unbekannte Koeffizienten a;, n + 1 Gleichungen p(z;) = y; (zu Punkt (z;,y;))

~» System: : Das System ist fiir die Koeffizienten eindeutig
, - l6sbar < Determinante # 0 :
anTy +an—125  +...+a1zo+ag = Yo . ad=1
_ D=|: z #0
n 0 _
anx + ap 12" M air, ag = Yn Tn Ty =1

D ist eine Vandermond—-Determinante. Da fiir x; # x; (i # j) alle Spalten linear unabhéngig sind, ist
eine solche Determinante # 0.

Konsequenz: Durch n + 1 verschiedene Stiitzpunkte ldsst sich genau eine Polynomkurve vom Grade
< n legen. ~ Interpolationspolynom

5.4.3 Zum Hornerschema — Quant au schéma de Horner

Problem: Finde eine Funktion f durch einen gegebenen Punkt bei gegebenen Ableitungen.

Idee: Verwende einen Potenzreihenansatz. Falls f ein Polynom vom Grade n ist, so bricht die
Potenzreihe ab. Die Losung ist ebenfalls ein Polynom vom Grade n, darstellbar nach ,,Horner “. Die
gesuchten Koeffizienten lassen sich mit dem uralten ,Vonhandrechner“(!) mit Hilfe der Verwendung
einer Tabellenschreibweise nach Horner bestimmen (vgl. mathematische Literatur, Formeln und Tafeln.)
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_ /O 1 (o) (o)

f(z) :kizojo S (@ —w)t = TP (o - )+ T (@ wo)! + T (o — @)
pul@) = zn: p<k2(!x0) (z — x0)F = p<0>0(!x0) (o —20)° + m (2 — o) + % S —x0)2 ...
k=0 Jr17(")('300) (@ — z0)"
= () (o) 4 2O g By 220
5.4.4 Darstellung von Lagrange — Représentation de Lagrange

Idee von Lagrange'®

Geg.:
n+ 1 freie Stiitzstellen (z;/y;), 1 =0,1,...,n, x; #x; (i # j).
Bilde damit :

o (lrmwo) () (@) (@ —wig) (@ —a) o pera Vo

b= (@i —20) - (@i —71) - (@i — Ti1) - (@1 —Tig1) oo (i —wn) 18 d(Li)
ZT; X Li(xj) =0 = i'Li $) — 0 L=Tj
’ N Li(xi) =1 Y ( { Yi T=T

~» Symbol: (Kronecker) L;(z;) =0;; < Li(z;) =0, L;j(x;) =1
~ Poop(x) =37 g vi - Li(z) exfiillt P, (z;) = y; und besitzt PGrad = n.

Formel: Interpolationspolynom
. L(T) Z yi - Li(z), Li(z;) = 0;;, pgrad(L;=n)

~ emdeutlg

5.4.5 Abschitzung und Runge—Effekt — Estimation et effect de Runge
Sei f e D"t[q, b],

p(z) Lagrange—Polynom: f(z;) =y, a=1x9, ...,b=1m,
f(n+1) n
~ Yaglap] Jeelan) @ (@) = f(x) —p(r) = T ) H T — ;) Begriindung:
i=0
Or=x; = flx;))=yi=p:), v—2;,=0 = h(z;) =0~ ©

@ h(z;) = f(z;) —plzs)=vi —v: =0, 1=0,1,...,n
= h(x;) hat mindestens n Nullstellen

~ h(z)=(r—x9) - (x—21) - (x—21) - ..- (x — ) - g(2)
@ x#x;: Sei x fix
) - f(n+1) n
S F) = 1(0) = plo) o) ! T o)
f<"+1> [ ) SE) T
~ Fzi) = fzi) — ple:) — glai) - I H i) =0-0-g() et H =

10 agrange 1736 — 1813
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N SOE T

0, F(2') = f(z')—p(a") —g(z (n+1)!

n + 2 Nullstellen

(2" —x;) = f(2')—h(2') = 0~ F(x)hat mindestens
i=0

~ Rolle: Jeciap @ FOHI(E) =0 A pHD(z) =0 (Polynom)
Bs gilt: FOtD(z) = D (2) — g(2') - (n + 1)!

(n+1) —_ 0 — f(n+1) _ 1 . | AN f(TL+1)(§)
= FOE) =0= 700 —g() - (4 1) = 9() = T=3F ©

Satz: Vor.:
f € D D[a, b],
p(x) Lagrange-Polynom:
f(xi) =yi, a=z0, ...,b=1,

Beh.:

maxeefa,b) |f(”+1)(§)| :

_ < .
160) ~p(o) < P [T )
FE) 1
z) —plxr) = —— T — T
$) =p0) = oy 11—
Problem: N
Der Teil g(z) := [](x — x;) ist ein Polynom, dessen Graph oszillieren kann. |¢(z)| kann mit grossen x

i=0
sehr gross werden!

Bsp.: Runge, 1901

1

f(x):m,

10 . .
x € [-5,5], xi:—5+?-z, 0<i<n

~» Gewihlte Punkte auf dem Graphen von f mit Graphen der Interpolationspolynome vom Grade 2, 4,
8, 16.
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5.4.6 Darstellung von Newton — Représentation de Newton

Ansatz:
P,n(x):=co+ca(x—xzo)+ca(z—xo)(x—a1)+...+cn(x—20) ... (T — Tn—1)

P, ~(z;) = y; ~ Unbekannte Koeffizienten cj berechenbar ...~

Berechnung der c¢;:

Yo = Po N(T0) =co = co=1yo

(xo steckt in jedem Faktor. .)

Y1 = Pun(z1) =co+c1(z1—20) =yo +c1(z1 —20) = 1= %
1— %o

y2 = Py n(x2) = co +c1 (1 — o) + 2 (k1 — ®0) (T2 — 21) WS.W
~» Bessere Methode, wenn mal neue Punkte dazukommen!

Fehlerabschitzung bei Approximation einer gegebenen Funktion f durch ein Interpollationspolynom
p:

Formel:

Sei fe D"(I), {zo,21,...,xn} CI, yi=f(x;) (i=0...,n), €l = f(x)—px)=
(x—x0)- (z—z1) ... (& —zp) - S, €=£(x), €€ [Min(zo, x), Max(zo, z)]

5.4.7 Zum Aitken—Neville-Algorithmus — Quant a I’algorithme de Aitken—
Neville

Fiir algorithmische Berechnungen kann man mit den folgenden Q—Termen arbeiten:

Definition:

Qr(x) :==co+c1 (r1 — o) + 2 (1 — o) (22 — 1) + ...+ ¢k H (x — ;)

Konsequenz:

L Qri1(r) =Qr(x) + ek [I (2 —m)

0<i<k+1
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2. Qn-1(z) = Py n(2)
3. Qr—1(zk) = Pp n(Tk) = Yk

Nachfolgend ist eine darstellerische Idee zur Berechnung der c¢; angegeben.

Notation: ek = flro, x1,. .., xk]
xy, heisst k—te dividierende Differenz.

Zo Yo = Co

N
y1—Y% _ o
r1 — o
/! N
o Y2—Y Y1~ Yo
T % 62292—?;0—%_%-(352—3;0):xQ_xO T — X
(332 — .130) (332 — .131) Xo — I
N /
Y2 — U1
T2 — T1
/! N
T2 Y2
N
. 92—90—31:33 '(302_350) yz—Co—C1'(JC2—JC0)
Bemerkung: ) (2 — 20) (2 — 21) (2 —20) (@2 —71)

Schreibweise nach Horner:
p(JJ) =co+ (33 _330) (Cl + (33 — .131) (CQ +.. ))

Die Methode zur Berechnung der ¢ kann auch zur Berechnung des Interpolationspolynoms verwendet
werden (Aitken-Neville, Anwendung fiir Extrapolationen!). Hier eine Beispiel-Skizze:

JJQ:O PQ:yQ:1

xlzl Plzylz

NSNS
A

x2:2 P2:y2:3

(x—20)-Pi—(x—21)-Pp (2—=0)-0—(z—1)-1

Dabei ist: P01 = = =—x+1
r1 — o 1-0
Py — (x—21) - Po—(x—22) - Py _ (x—=1)-3—(x—2)-1 _3s_3
To — I 2—1
(x —x0) - P1a— (x —2x2) - Po1 (x=0)-Bzx—=3)—(r—2) - (—z+1)

P, = = _
012 Ap— 2.0

T
322 -3zx4+22—-3x+2 _4302—630—1—2
2 N 2

=222 -3x+1
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Achtung:
4
Ply(z)=42-3=0
= 7= 1 # 1~ Minimum 3
2

A

0.5 — 1 1.5 2

Allgemeine Formel (vgl. Lit.):

Formel: Sei S = {ig,41,...,ik} €{0,1,...,n}
(Indexmenge, paarweise verschieden)

k + 1 Stiitzstellen: (z;,vy;), i € .S

~ If=yx, k=0,1,...,n

* . (x) = Interpolationspolynom zu den k + 1 Stiitzstellen
205215452k

~» Rekursionsformel:

(x - xio) I} (x) - (x - xu) Ii*g,il,...,ik,,l (x)

Bioin,n @) = | Ti, — Tig
5.4.8 Hermite—Interpolation, Splines — Interpolation d’apres Hermite,

splines
Problem — Probléme

Problem:
Geg.: Stiitzunkte und Richtung der Kurve in den Punkten (Linienelement) (xg, Y, ¥,)-
Ges.: Kurve(n)

Beispiel solcher Linienelemente (hier Darstel-
lung mit Pfeilen)

4 4 4 a4
-« - — - .

»»»»»»»»»»»»»

———————— =~ A
[

Hermite—Polynome — Polynéme de Hermite

Wir studieren hier nur einen Spezialfall fiir das Intervall T = [0, 1] und zwei gegebenen Linienelementen
an den Intervallenden.
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~> Gesucht ist daher ein Polynom p(x) mit:
20 =10, yo =p(0), mo=p'(0) und =z =1, y1 =p(1), my =p'(1)

Fiir die Losung des Problems beniitzen wir folgende 4 Polynome H;(z):

1
Ho(z) = 223 -322+1 0.8
Hi(z) = 2°-22°+2 0.6
Hy(x) = 2% —2? o 4
Hs(z) = 1— Hy(x) o2
~ 02— 04 06 08 —1
Definition:

Hi(z) = Ho(x), H{(z):=Hi(z), H3(z):=Hx(x), H3(x):= Hs(z),
heissen Hermite—Polynome

Man rechnet sofort nach, dass diese Polynome die folgenden Binde—Eigenschaften besitzen:

Ho(0) Hg(0) Hp(l) Ho(1) 1000
Satz: Hy(0) Hi(0) Hi(l) Hi(1) 010 0)_5
' Hy(0) H3(0) Hy(1) H>(1) |~ |0 0 1 0~
Hs(0) Hy(0) Hi(l) Hs(1) 000 1
Konsequenz:  Mit Hy(z),..., Hs(x) lidsst sich auf I = [0, 1] ein Interpolationspolynom konstruieren,

dessen Graph die beiden Linienelemente an den Intervallenden beriihrt. Mit den Binde-Eigenschaften
rechnet man sofort nach:

Formel: pra(x) =yo - Ho(x) +mo - Hi(x) + my - Ho(z) + 11 - Hs(xz)
= pu(0) =yo, pr'(0) =mo, pur'(l) =m1, pa(l) =y

Bemerkung: pr(x) ist eine Linearkombination von Hermite-Polynomen.

5.4.9 Splines — Splines

Spline engl., langliches, diinnes Stiick Holz

Splines mit Hermite—Polynomen — Splines a ’aide de polynémes de Hermite
Idee:
Verbinden wir zwei Linienelemente durch Interpolationskurven pg (), so kénnen wir den Runge-Effekt

vermeiden. Da die Tangenten an den Stiitzstellen oder Knoten beidseitig iibereinstimmen, sind solche
Funktionen mindestens einmal differenzierbar.
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Catmull-Rom—Splines — Splines de Catmull-Rom

Geg.: n Knoten ~

Definition: Eine allgemeine Splinkurve ist gegeben durch eine zusam-
mengesetzte stetige Funktion wie folgt:
S [xo, xn] — R mit :
S ist auf [z, x;41] durch ein kubisches Polynom S; gegeben.

~ x: globale Koordinate auf [zq, 2]

x: lokale Koordinate auf [z;, ;1]

Da py nur auf dem Intervall [0, 1] sinnvoll ist, miissen wie diese Funktion fiir den Gebrauch geeignet
transformieren, um S; zu erhalten. Naheliegend ist eine lineare Transformation:

Tr—a

b—a

Idee: Sei t =z, x=2(t)=t(b—a)+a, t=1tx)=

Dabei sei fiir den Moment: z; =a, x;41 =10

= z(0)=a, z(1)=0

o b= "1 20,1
Tif1 — T

Diese lineare Transformation verschiebt den Graphen einer Funktion in Richtung der z—Achse und

streckt ihn dazu noch.

0.5 1 1.5 2 2.5 3
[

Weiter sei: S(x) := S(x(t)) :=pu(t), [0,1] >t — z(t) € [a,b)
(Fiir den Moment schreiben wir kurz S(z) statt S;(z).)

SERE
PNWhH

Damn gilt: pyr(0) = S((0)) = S(a), pr(1) = S(x(1)) = S()

Es gilt aber nicht ohne weiteres:
pr'(0) = S,(2(0)) = S;(a), pu'(1) = S (x(1)) = S, ()
Denn bei der Transformation kann die Tangentensteigung dndern.

Es gilt (Kettenregel): S(x) = S(z(t)) =pu(t) =pu(t(x))
N dS(z) _ dpu(t(z)) _ dpu(t) dt(z) _ dpu(t) 1 N dpu(t) _ dS(z) (b—a)
dx dx dt dx dt b—a dt dx
Konsequenz: yo = pu(0) = S(a), mo,g =pu’'(0) =(b—a)-S'(a) =mqgs

mim =pr'(a) = (b—a)-S'(a) =maes, y1 =pu(l)=S(b)

Formel:

r—a xr—a r—a xr—a
a -H -H. -H. 7 D S:‘S’ia ab = [Li, L3
) TMas Hily——)+my,s - Ha(3——)+y1-Hs(3—) [a,b] = [z, wit1]

= S(r) =yo-H(

Bsp.: z9=0, yo=0, z1=1, y1 =1, 22 =2, yo =0
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Moglichkeit: So(t) =3, Si(t) =1—13
~ Stetig, in 1 = 1 nicht diff’bar. ~»
Problem: Wie die Kurve in z; = 1 glatt machen? ~» Problem in Knoten!

Methoden:

1. Schétzung der Ableitung in x; (FMILL) oder:

2. Ersetze die Tangentensteigung in z; durch die Sehnensteigung in ((zi—1,yi—1), (Tit1, Yit1))-
(FMILL)

3. Danach Hermite-Polynome verwenden:
S(x) = yi Ho(t(z)) + mi (zip1 — z3) H1(U(2)) + mig1 (Tig1 — x) Ha(t(2)) + yip1 Hs(t(z))
~» Catmull-Rom—Splines

Schreibe kurz: A= (Tpq1 — 24)

Formel:

~ S(x) = yi Ho(t(x)) +m; A; Hi(t(z)) +mip1 A Ha(t(x)) + yip1 Ha(t(x))

Bessel-Tangenten — Tangentes de Bessel
Problem: An den Endpunkten xg,x, versagt die Mehtode mit den Sehnen durch benachbarte
Punkte. Eine Moglichkeit zu Rettung der Situation ist die Konstruktion der Bessel-Tangenten.

Konstruktion: Wir legen durch die Punkte (x;-1,%i—1), (24,9i), (®it1,%i+1) ein quadratisches
Polynom ¢;(x). Als Steigung in z; verwenden wir die erste Ableitung von ¢;. An den Endpunkten 1
und =z, verwenden wir die Ableitungen in den Endpunkten von ¢; und ¢, _1.

Konsequenz: Man kann durch Nachrechnung zeigen, dass solche Splines in den Knoten sogar zweimal
differenzierbar sind.

Natiirliche Splines — Des splines naturells

Idee: Willkiirlich setzen wir: mg =m, =0
Das Problem der Bestimmung der Zwischenwerte m;, i =1,...,n — 1 l6sen wir folgendermassen:

Es ist:
X
Sz(.ﬁ) = Y; Ho(t) +m; A Hl(t) + mitq A; Hg(t) + Yit1 Hg(t), t= t(x) =

~ Si(t() = (E =282+ 13) Aym; + (=2 +3) Aymy + (1—3¢2 +§t3) yi + (382 = 213) yipa

—x;

, x =10+ x;

Wir kénnen nun fordern, dass zwei aneinanderstossende Splines auch in der 2. Ableitung {ibereinstimmen.
Denn wenn wir die Polynome 3. Grades S;(x) zweimal nach z differenzieren, fithrt das zu linearen
Gleichungen.
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d2 Si_l(.lﬁ) o d2 SL(JJ)
dx? [t=1, @=a, B d x? [t=0, z=a,

Berechnet man diese Ableitungen, so erhilt man nach einer algebraischen Vereinfachung:

0=—-3A8;1% (mi—1 +m)+A;_1 (A; (mim1 +2m;) — 61 +6y)+A; (A; (2m; +mit1) +3 (Yic1 — Yit1))

Damit erhalten wir mit my = 0 und m,, = 0 nun n + 1 lineare Gleichungen fiir die n + 1 Variablen
mi—1, m; und m;y+1, @ =1,...,n— 1. Die Losung dieses Gleichungssystems ist ein bekanntes Problem
der linearen Algebra.

Weitere Ansitze — D’autres méthodes

1. Statt mit Hermite-Polynomen zu arbeiten, kann man auf den Teilintervallen einen direkten Ansatz
verwenden:
pL(J?) = as,; x3 + a2 4 .172 + ai; T + ap,;

t
2. Bei Vektorfunktionen, z.B. bei ¢(t) = (Ul Et;> hat man es hier iiblicherweise mit zwei Funktionen
V2

v1(t) und vo(t) zu tun, die man nach obigem Muster behandeln kann.

3. Mit Hilfe einer Basis von Bernstein—Polynomen kann man sogenannte Bézier—Kurven finden.
Dabei erreicht man, dass die Koeffizienten eine niitzliche geometrische Bedeutung besitzen. Eine
Behandlung wiirde unseren Rahmen sprengen. Genaueres vgl. Literatur.

Beispiele und Probleme — Exemples et problémes

Die folgenden Graphen sind mit Mathematica und der Methode der Hermite—Polynome, Bessel—
Tangenten und FMILL (Sehnensteigung als Tangentensteigung) erzeugt worden. Die Resultate belegen
was passieren kann, wenn die Anzahl der Teilpunkte nicht angepasst ist.

Unten:
f(z) =sin(z), 1 =0,22 =20, n =40

1 OéV\
0.8 'O,?E 5 v 15 20
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Nachfolgend ist f(x) = cos(z) gezeigt mit 21 = 0, 22 = 10 mit der Anzahl Teilintervalle k:

ke {n=3,4,56,710,20,40,..}

0.

2

%T\\//'\ .
N 0.57 PraiieN

5.4.10 Ausblick: Bezier— Kurven — Annexe: Courbes de Bézier
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Bezier—-Kurven markieren eine wichtige Pridsenz der Mathematik in der Computergraphik. Die Idee
dieser Kurven stammt von Casteljau (Citroen, 1959) und Bézier (Renault, 1962). Bei diesen Kurven geht
man von einem Stiitzpolygon mit den Eckpunkten @; aus. Die Anzahl Seiten des Polygons entspricht
dem Grad der Kurven als polynomiale Vektorkurve.

Nachfolgend ist ein Stiitzpolygon gezeigt. Teilt man die Seiten dieses Polygon in einem Verhéltnis
t:(1—t) (unten gezeigt ist ¢ = 1), so entstehen neue Zwischenpunkte.

Bsp.:

Wir suchen eine Polynom-Vektorkurve mit minimalem Grad, die durch 1 und @4 geht und in Q1
die Gerade Q1@ als Tangente sowie in ()4 die Gerade (Q3Q)4 als Tangente hat. Dabei sei Qr k41 der
Mittelpunkt von QrQr+1, Qr—1,kk+1 der Mittelpunkt von Qr—1 1@k k+1 und Q1,234 der Mittelpunkt
von (1,23Q2,34. Wir konstruieren die Kurve so, dass sie durch @234 geht und dort Q1230234
Tangente ist.

Lose:
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9(t) = dy+di-t+as-t?4dz-t3
7(0) = 0Q
T(tm) = OQi234
(1) = 0Q4
dot)y
71 ‘lt:() = a Q10Q2
d(t) - —
71 I‘f,:f, = 0 Q1,23Q234
du(t —
d(ﬁ)‘ = 7 Q3Q4

(5.1)

Vorhanden sind 6 Vektorgleichungen, d.h. 12 Gleichungen. Unbekannt sind ag, a1, a3, a3 (8 Komponenten)
sowie t,,, «, 3,7, also total 12 Parameter. Diese lassen sich daher berechnen. On a 6 équations vectorielles
a disposition , ¢.v.d. 12 équations. ag, a1, a3, a3 (8 composants) ainsi que t,, «, 3, sont inconnus, donc
en tout 12 parameters. Ceux-la peuvent donc étre calculés.
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Bemerkung:

Der Grad der Kurve #&ndert nicht, wenn
man einen Punkt @; verschiebt (lineare
Abbildung!).

Die Idee dieser Kurven lidsst sich auch auf
Fléchen {ibertragen.

5.5 Numerische Differentiation — Différentiation numérique

5.5.1 Graphische Methode — Méthode graphique

Geg.: Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte oder n + 1 gewéhlte Stiitzpunkte auf einem Graphen ~» n
Sehnen zwischen benachbarten Punkten.

Idee: Sehr grobe Methode: Nehme Sehnen—
resp. Sekantensteigungen als Tangentenstei-
gungen.

S\

k+1

5.5.2 Polynommethode — Méthode polynomiale
Ableitung des Interpolationspolynom — Dérivée du polynéme d’interpolation

Es scheint jetzt naheliegend, die unbekannte Ableitung von f durch diejenige des Interpolationspolynoms
p zu ersetzen. Doch die Erfahrung zeigt, dass das Interpolationspolynom bei den dussern Punkten oft
stark zu oszillieren beginnt, auch wenn f nicht oszilliert. Dem kann man versuchen abzuhelfen, indem
man noch weiter aussen kiinstlich weitere Punkte hinzunimmt und so zu einem Interpolationspolynom
hoheren Grades gelangt, das sich im innern, wichtigen Bereich ansténdig verhélt. Allgemein interessiert
aber doch die Frage nach der Fehlerabschétzung.

Fir f(z) =~ pn(x) und f'(z) ~ p),(x) gilt dann nach dem Mittelwertsatz:
f'(x) ~ pn(xi—f—k) _pn(xi)
LTitk — L5
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Fehlerabschitzung — Estimation de ’erreur

Satz: Vor.:

f EC"+1(I), Lo, X1y Ty €1,
p(z) Ndherungspolynom
w=(x—z)(x—x1)...(x —xzp)

Beh.:
(n+1)
Veer Jeyer - [(x) = palz) = w(z) - f(TLTf;)
(n+1)
Korollar: |f(x) —pul(z)| <SR < Py jw(z) - f(TLTffl)l

Fiir interessierte Leser die Beweisidee:

Beweis:

Sei p(z) = f(x) —pn(x) = p(x;) =0, i=0,....,n = @(x;) =0
Ebenso: w(x;) =0, i=0,...,n (nach Konstruktion )

Sei ws€l, xg#x;, i=0,....n = w(xs)#0

Studiere:

F(x):=¢(r) —k-w(x) = f(z) —pu(z) = k- w@)( = f(z) = F(@) +pn(@) + k- w(z))
Sei k= f xéi}(_xf)n(xé) = F(xs) = f(xs) _pn(-fs) —k- W(-fs) =0

~ Zusammen: @(x;) =0, i=0,...,n, ¢(xs) =0 (x5 # x;) = F(x)hat mindestens n+ 2 Nullstellen
in [

fecti(I) = Fecnti(I)

Satz von Rolle:

~» = F’(x) hat mindestens n + 1 Nullstellen in I
~» = F’(z) hat mindestens n Nullstellen in I

~ = F®*(z) hat mindestens 1 Nullstelle in T
~ Jeer FOUHD(€) =0

Zudem:
pgrad (pn(z)) =n = p" T (x) =0, pgrad(w(z)) =n+ 1(?1)(1@’ cw@)" =k (n+ 1)
= PO =0=f(E) —0—k-(n+1)! = k= f(an)gl)
=V (xs) el f(xs) — (x):F(x)—i—w(x)-k—O—i-w(x)-m
x €l s : s PnlTs s s = s (n+1)|
fe(g)

= Vaer3K(x) € I: f(z) - pol(e) = w(@) (n+1)!
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5.5.3 Methode der Binomialkoeffizienten, f”) — Méthode des coefficients
binomiaux, f™

Geg.:  n+ 1 dquidistante Stiitzstellen mit
Aquidistanz h. f +

~ i1 =T+ h ‘T + T
— —

Untersuchung des Falles von quadratischen Funktionen:

V>

b
=1
x

b
N
=

f(x)y=ax?>+bx+c, f'(z)=2ax+0, fl(ﬂﬁi‘i‘%):2a(xi+%)+b:2axi+ah+b
_ f(xi—i—h})L—f(xi) _ (ax%+2axih+ah2+bxi:;bh+c)_(axz?‘f‘bxi-i-c) —%azitah+b

= f'(zi + g)

Lemma: Vor.: f(x)=ax?+bx+c

flzi+h) = f(xi)
h

Beh.: o+ 4) =

Idee: Verwende diese Eigenschaft von quadratischen Funktionen auch bei anderen Funktionen

(~ Fehler!):
Mittelwertsatz:
f

Pl A0~ o+ )~ e
_ f@i+h) — f(x)
~ Y , A€ (0,1) )
Fehler: A wird als ~ 1 gesetzt. | . -

X =X+

~» Hohere Ableitungen:

Ersetze f durch f’ und f’ durch f”:
f@ig2) = f@ig1)  [f(@iga) — f(=3)

F@in+35) — f'@i+3) -

[ (@ip) = : . A —2 & b A b =
_ f@ire) = 2f(wig1) + f(2:)
— 5

o Q) N F(@ig1) — (i) N f(l‘m+2)—2fé§m+1)+f(l‘7,) _ f(l‘q,+1)—Qf}(;m)-i'f(%—l) _

‘T2 I I

_ f@iv2) = 3f(wiga) + 3f (i) + flwi—1)
— =

Allgemein erhilt man so:
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n o 1
Formel: n=2m+1leN FO @i+ 5) = 3 (=17 (5) f(@itmr1—j) - hn
j=0
9 ] u 7j(n 1
n=2m+ €N JO @+ 2) ~ ZO(—UJ (j)f(x’i-‘rm—j) o
j=

5.5.4 Methode der zentralen Differenzen — Méth. d. différences centrales

Sei f(x) in I geniigend oft differenzierbar,
z, €I, 1=0,1,...,n.

f(x)

A

Die nebenstehende Skizze zeigt, dass die

A i1 — Vi i1l — Yie
Naherung A—y _ Vil T Yol Y1 T Yid

T Ti4+1l — Tj—1 - 2h
. . i+1 — Yi
fiir  f'(x;) besser ist als Yird 7Y o der
Tit1 — Ty
Yi —Yi—1
Ti — Ti—1
Definition:

1oy = Yet1l — Yk—1 _ Ye41 — Yk—1
Th+1 — Th—1 2h

heisst zentraler Differenzenquotient in z, = 2o + k - h.

Ye+1 — Yk Ye+1 — Yk
2. / = =
(yk )f'w xk—i—l —x h
heisst Vorwirtsdifferenzenquotient in x, = zg + k - h.
Y — Yk—1 Yk — Yk—1
3. / = =
(e Yo o= T — A
heisst Riickwértsdifferenzenquotient in z, = zg + k - h.

Mit Hilfe der Taylorreihe resp. der Taylorpolynome von f erhalten wir:
1 1 1
ek +h) = flox) + [(@x) bt 5 (o) B2+ o O (o) B+ o fO ) b+ 0 (k)

Pl — ) = fla) = o) bt 5 P @) W = 2 fO @) B+ o fO () b+ 0 (1)

Speziell:

f(xk+h)=f(30k)+f'($k)h+wh2+0(h3), f(ﬂck—h)Zf(JUk)—f'($k)h+@h2+0(h3)-
= f(zx +h) = flzx —h) =2 f'(zr) h+ O (h?)
Sz +h)— flzr —h)

u' = ['(wx) = = +0 (h) = FH_E 0 (1)

Speziell:
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fler+h) = flar) + f(@r) h+ 5 [ (xe) B2 + & f" (zx) B® + O (h*),
flzr —h) = flxr) — f'(xr) h+ 5 [/ () B2 + & [ (zx) B* + O (h*).
= flax +h)+ flze —h) =2 f(zx) + 25 [/ (2x) h* + O (h*)

f(@k +h) =2 f(zg) + flzk — h) Yk+1 — 2Yk + Yk—1
Yk "= f”(xk) = 12 + O (hQ) = 52 + 0 (hQ)
Anderseits erhilt man mit Hilfe eines Zwischenschritts %:
/! / / / Yprly Ll —Yp 1 1 Yol 17Yp 1 1
) ”Nyk.g_%_yk_% :yk+%_yk—% N H2+2h e k- R 2 - Ukl = 2Yk — Yk—1
g ok h h B2

Dieses Resultat stimmt mit dem vorher erhaltenen iiberein.

"

Weiter kann man in dieser Art auch y ", yx " u.s.w. berechnen:

" o_ ( " Ye+1 — 2k + Yk—1 ' _ Yk+1 "2y + Y1’ - yk+22;yk —2 yk’HQ_hyk’il + yk;yhk’&
Yo o =Yk )~ 12 = 52 = 52
_ Ykr2 Yk — 2 (Y1 = Yk—1) + Yk — Y2 _ Y2 = 2k +2Yk-1 — Y2

2 h3 2 h3
@ o (Ve =20t ve—1\ vk’ =2y e

Y = ") = 52 = B

Yet2—2Yk41+Yr 9 Yk+1—2Yk+Yr—1 + Ye—2Yk—1+Yr—2
_ 2h 2h 2h

h2

CoUk2 = 2%kt Yk — 2 Wk — 2yk T Uk—1) Uk —2Uk—1 F Yk—2
- o

_ Ykt2 — dyp1 +6yr — 4y 1+ Yr—2
2 h3

(Fiir den Fehlernachweis muss des gegenenen Rahmens wegen auf die Literatur verwiesen werden?.)

— Yk — — 2k + Yr_
ykl _ fl(xk) _ Yk+1 — Yk—1 +O(h2), yk” _ f”(xk) _ Yk+1 Yk T Yk—1 +O(h2)

2h h?
Ye+2 — 2Yk+1 + 2Yk—1 — Yr—2 4 kb2 — 4Ynt1 F 6y — 4 yp—1 + Yr—
o = + Yk+ 3y Y +O[h2], ylg):y+ Yk+1 93 Ye—1T1Y 2+O[h2]
2h 2h
Mit dem oben benutzten Einsetzungsverfahren findet man auch fiir partielle Ableitungen:
Sei $k=$0+k/"hl~, yj:x0+j'hya f(xay) I:U}(.f,y)
Of (wr, y;) g WhetLg — Wkt Of (wr,y;) oy Wil = W1
Ox olk.j 2 hy ’ oy ylk.J 2 hy
0% f(wr, y;) g WRELL T Wh 11— Wh—1j41 F Wheo1j1
dxdy oylk,j 4hy hy,
84 f(xkay.]) (4 ~
axQ ayQ - llyylkﬂ ~
Wh1,j1 + Wet1j—1 F Wetj1 + Wh1,jo1 = 2Whinj = 2Whjp1 = 2Whjo1 = 2We1j FAWRy

nZh2

3Siehe z.B. Becker Dreyer Haacke Nabert, numerische Mathematik
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Der Fehler ist jeweis von der Ordnung h2, hi oder Max(h2, hz)

Satz: Vor.:
Sei f(x), f(x,y) in I geniigend oft differenzierbar,
rr=x9+kh, €1, k=0,1,...,n, h=h,
Yy =% +khy,cl, k=0,1,....n
f(x) =y oder f(z,y) :=w(x,y)
Beh.:

Loy’ = f(ay) = 2T L o2

2h
— 2y + Yr_
2= ) = S £ O[KY
-2 2Up_1 — Yk—_
3. g = Yk+2 Yk+1 +3 Yk—1 — Yk—2 +O[h?]
2h
—4 + 6y —4Yr_1+ Yr_
4 y,(f) _ Ykt2 Yk+1 Yk Yk—1 T Yk—2 +O[h2]
2 h3
B LY W1 s
5. f(‘gl; y]) _ w;lkJ ~ wk+17j2 hwk 1,5 +O[h —332]
Of (xk,y;) / W j4+1 — Wj—1 2
6. ——— =w,,  ~ ——— 1+ O[hi]
dy ylk.j th Yy
0% f(wr,y;) g WhHLIHL T Whi 1,1 — Who 11+ Wheoj-1
dxdy oylk,j 4hy hy,

+O[Max(hZ, h3)]

M flor,yy)

8. ~ O[Max(h2, h2)|+

axQ ayQ - llyylkﬂ

Wh41,j4+1 + Wht1,j—1 T Wh—1,j4+1 + Wr—1,j—1 — 2Wk41,j — 2 Wk j+1 — 2Wk,j—1 — 2Wk—1,j + 4Wk;
2 h2
h2 12

Wichtige Anwendungen: Siehe Differentialgleichungen, Randwertprobleme oder partielle Differential-
gleichungen.

5.6 Numerische Integratiation — Intégration numérique

5.6.1 Rechteckmethode — Méthode des rectangles

Geg.:  Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte (dquidistante z—Werte) oder n + 1 gewéihlte Stiitzpunkte
auf einem Graphen.
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Gegeben sei eine &dquidistante Intervallein-
teilung. Arbeite mit ,linken “ oder ,rechten
“ Rechtecken. Bei geniigend feiner Intervall-
teilung bekommt man brauchbare Resultate.

Formel: A [ flz)dx = kzn: flzg_1) -h="h- Zn: flxr—1) = Fy

5.6.2 Trapezmethode — Méthode du trapeze
Geg.: Situation wie oben bei der Rechteckmethode. Wihle Trapeze statt Rechtecke.

Trapezflache:

7, — 1) +2f(30k—1) o

To=a k=1
Regel
Zn=b n—1
~ | f@de:=T,~h>_ f(x (f(xo + f(wn))
zo=a k=1
Fehlerabschitzung:
Formel: Sei §el=]a,b], [f"(§)]=Maxper|f"(x)]
Tp=b
Rh)=| [ f)da— SR EG]
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Sei h= b-a
n
-1
Tk:f(a-i-(k: )h-i—f(a-i—k:h).h
n 1 n
Th)=> T, = §-f(a)-h+f(a+h)-h+
k=1
1
+f(a+2h)-ht .t g f)-h Thhatan® %o b=adih X
21 h h
T(@) :if(a+(k—1)§+f(a+k§) h_
2 P n 2
1 h h, h h, h 1 h
— = L= 2y 2 22°y. 2 Z. L2
n—
—-.T 2y 2 202 L2
(W) +flat5) 5+ flat =) 5+ 4 flat =53
1
==-M
S M(h)

h 1
Folgerung: T(E) =3 (T'(h) + M(h))
Diese Formel kann man bei numerischen Berechnungen zur Effizienzsteigerung einsetzen.
5.6.3 Polynommethode — Méthode de polynémes
Geg.: Situation wie oben bei der Rechteck— und Trapezmethode.
Idee: Lege durch die Stiitzpunkte eine Polynomkurve (Interpolationspolynom) und berechne den

Fliacheninhalt unter der Polynomkurve.

Problem: Das Interpolationspolynom vom Grade n zeigt oft an den Intervallenden ein unerwiinschtes
Ogzillieren.

Trick: Man kann das Oszillieren mindern indem man durch die Einfithrung neuer Punkte ausserhalb
des Intervalls Polynome hoheren Grades erzeugt und so das Oszillieren nach aussen treibt. Man kann z.B.
dazu die innern Punkte am jeweils dussersten Punkt spiegeln.

5.6.4 Simpsonmethode — Méthode de Simpson

Geg.:  Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte (dquidistante z—Werte) oder n + 1 gewéhlte Stiitzpunkte
auf einem Graphen. Wihle n = 2m, m € N. Bilde damit m = 5 Paare benachbarter Intervalle. ~»
Fldcheninhalte Fy, Fy, ... F,,. F; entsteht, wenn die Kurve (Graph) iiber zwei Teilintervallen durch einen
Parabelbogen ersetzt wird.

~+ Parabelbogen zu F;: p;(x) = a;z? + bz + ¢;

Betrachte:
A= Fm = Fﬁ,
2
=1l = (@i, Tiyo = Titon], Tip1 €1
p(r)=ax®>+bx+c:= p%(x)
x;+2h
= A= [ px)dz

Ti
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x;+2h
~ A= [ (az?’+bx+c)de=Laa®+ $ba’® + cx|TT2h
Zq
= da (i 2007 = o) + 30 (s + 20 =) + (s + 2) )
=za(3-2-2%h+3-4x;h* + 8h%) + 1b(2 - 2x;h + 4h%) + c2- h
= h(a(2zi* + 4a;h + 3h?) + 2b(z; + h) + 2¢)

Verwende: ;42 = p(x; +2h) =a(x? +4x;h+4h?) +b(z; +2h) +c
Yit1 =p(xi+h) =a(x?+2z;h+h?) +b(z;+h)+c
i =p(z;) =ax?+bx;+c

w| =

h
~ g(yi+4(%-+1+y1-+2): (a (62 +122;h+8h*) +b(62;+6h)6¢)
h 2 8 5
= g(yi+4yi+1+yi+2):h(a(2xz +4$zh-‘r§h )+25($i+h)+26):A=F%

Diesen Flédcheninhalt unter dem Parabelbogen verwenden wir jetzt als Ndaherung. ~»

Formel:

3 3 3
Yi T4Yiv1 + Yigo
Fiotal ~ Fia=3) Fn=h 5
m=t52=1 m=l m=i2-1

5.6.5 Der Rombergalgorithmus — L’algorithme de Romberg

Der Rombergalgorithmus beruht auf dem Trapezverfahren:

b—a

n—1
Sei I =]a,b], h:= — Tso := f(a) + f(b), Tsy:= Zf(a—i—k:h), T(h) := = - (T'so +2Tsy)
k=1

h
2

Setze: Too :=T(h),

h 1 h h .
Tj70 :ZT(§)=§TJ‘_17Q+§ Z f(a—i—k:2—J) (j=1,2,3...)
0<k=2m+1<27
Tjs—1—Tj-1,5—1

Ts =Tjs-1+ (s=1,2,3...,min(j,m)

45 — 1
Benutze Matrixschema, j = Zeilenzahl, s = Spaltenzahl.
Tn=b
Satz: Ve lim Tjs= [ f(x)dz
J—00 ro=a

(Exakter Beweis vgl. Lit..)
Fehlerabschitzung:
Sei ¢ €l=][ab], fe D2s+2(I)

B,, := n—te Bernoulli—Zahl, rekursiv definiert wie folgt:

n—1
n
By=1, 0= By, v>2
) =1, z() v>

v=1
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Formel:

’ Fla)do — T, = (—1)7 .

To=a

32 542 h2 s+1

(25 +2)! 26s+D(25-5)

f(2 s+2)(&5.5)

Bemerkung:

Als Spezialfall erscheint hier die Keplersche Fassregel:

Zn=b — b
Formel: J f(x)dJU%Tm:bﬁa'(f(a)‘f“lf(a;
To=a

)+ (b))

Beweis: Vgl. Lit..

5.6.6 Die Integrationsformel von Gauss — La formule d’intégration de Gauss

Wir definieren die Legendre—Polynome durch die folgende Rekursionsformel:

Po(z) =1, Pu(z) LN Gt

Tom il dzm
Seien x1,...,x, die n Nullstellen des Legendre—Polynoms vom Grade n.
Tn=b b—a & a+b+ (b—a)-x;
Formel: Jeclap) 2 [ fla)da = N Zwi - f( 5 )+ Ry,
ro=a i=1

Ry i=cp-(b—a)®™ . f27(¢)
w;, ¢; vgl. Lit., z.B. Formeln und Tafeln der DMK

Beweis: Vgl. Lit..
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Kapitel e Chapitre 6

Reihen — Séries

6.1 Zahlenfolgen — Suites de nombres

6.1.1 Bekannte Begriffe — Notions connues

Wir wollen uns die bereits behandelten nachstehenden Begriffe in Erinnerung rufen, damit wir darauf
aufbauen konnen:

Folgen sind spezielle Funktionen mit dem Definitionsbereich N (vgl. Seiten 7, 15).
Zugehorige Begriffe: Allgemeines Glied (Seite 15), Teilfolgen (Seite 39).

Bei Teilfolgen gibt es zu f : n — a,, eine injektive und ordnungstreue Indexfunktion g : N —— N auf N
mit g : m ——n = g(m).

~ {(g(m)/ag(m)} - {(na an)}

m——n=g(m n An
N ™0 N SR R C
m——by,
[ [ [ —

Folgen kénnen monoton wachsend, streng monoton wachsend, monoton fallend, streng mono-
ton fallend, beschriinkt, nach oben beschrinkt, nach unten beschrinkt sein (vgl. Seiten 43, 43).

Beispiele:
(ayn) monoton wachsend <V, ant1 > ap

(ay) streng monoton wachsend <V, ant1 > an
(ap) nach oben beschrankt < Jyep+ Vpan < M
(an)

an) beschrinkt < Jprcp+ Vo Jan| < M

6.1.2 Spezielle Folgen — Suites spéciales
Polynomiale Folgen — Suites polynomiales

Die folgenden Begriffe sind selbsterklédrend und brauchen nicht speziell définiert zu werden:

Konstante Folge: V,, a, = c = const.

175



176 KAPITEL ¢ CHAPITRE 6. REIHEN — SERIES

Lineare Folge: V,a,=a-n+b
Quadratische Folge: V,a, =a-n>+bn+c
Polynomiale Folge vom Grad n:

) m—1
VPn=am 1" +an1-n"" " +...+ar-n+ag

Arithmetische Folgen — Suites arithmétiques

Lineare Folgen heissen auch arithmetische Folgen.
Es gilt:

[a1,a2,a3,a4...] =]a-1+ba-24+ba-3+ba-4+b...]=]a1,a1 +a,a1+2a,a1+3a...],
ap+t1 — ap = a :=d (Differenz ) a, = a1 + (n —1)d

Man definiert daher:
Definition: (ay) arithmetisch
& gV : Up+1 — Gn = d

Formel: Vor.:

(ay) arithmetisch

Beh.:

n = ar+ (n—1) . d= it T ont

2
7
[ ]
6 °
[ ]
5 °
[ ]
4 ° .
[ ]
3
2
1
12 73 Ty s e
Geometische Folgen — Suites géométriques
Geometrische Folgen haben wir schon auf Seite 40 getroffen.
Allgemein definiert man:
o, . An 41
Definition: (a,) geometrisch < 3,V,, —— =¢

n

(g: Quotient .)
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— — — 2 — —
> Qp4l = (G Qp, AQp = G- Gp-—1 = Ap41 - Qp—1 = an = ap = i\/ Gn41 ° Gpn—1, Ap—1 = G- Gpn-2 =

n—1

an+1 = q2 "Ap—1 = qS Ap—2=...= q(n—l)-‘rl “n—(n—1) = q" a1 = ap=¢q ay
Formel: Vor.:
(ay) geometrische
Beh.:
ap = qn_l cal, An = i\/ Ap41 - Gp—1
p—Folgen — Suites ”p”
p—Folgen sind Potenzfolgen:
Man definiert:
Definition: (a,) p—Folge < 3,Y,: a, =ag-nP
Induktiv definierte Folgen — Suites définies par induction
Verankerung: a; gegeben
Vererbung: a1 = ¢(ay)
(¢: Vererbungsfunktion )
Bsp.: a1 =1, apy1 = play) = an+n? = (a,) =11,2,6,15,31,..]
Differenzen— und Summenfolgen — Suites de différences et de sommes
Geg.: TFolge (ay,)
Fiir Az = (n+1)—n =1 wird der Differen-
zenquotient: A
Ay a, 41— a, n+1
A_x:H:a'rH—l_an :dgzl) ana,/“)
Wir definieren daher: T d, T o
— 1 L
| x,,=/k' H\x\1= k+1 X
Definition: (dY := (aps1 — an) heisst 1. Differenzenfolge von (a,)

(dg)) = <d§Ll—',)-1 - d%l)) heisst 2. Differenzenfolge von {(a,,)
(d%k)> = (dg:ll) - d%k_1)> heisst k. Differenzenfolge von (a,)

Umgekehrt:
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n
Definition: (5%1)) = (> ap = (a1 + a2 + ...+ ay)) heisst 1. Summenfolge
k=1
von (a,)

n
(5%2)) =(> sg)) = (5(11) + 5(21) +...+ 5%1)) heisst 2. Summen-
k=1
folge von (a,,)

n
(s = (3 55:1—1)) = (i) 4 imm 4 4 sl heisst m.
k=1
Summenfolge von (a,,)

Man sieht sofort:

(an) ={(a-n+0b) (linear ) = apy1 —an = (a-(n+1)+0b) —(a-n+b) =a = const.

(an) = ¢ = const. (konstant ) = s =cte+...4c=n-c (linear )

{an) = {(a-n?+b-n+c) (quadratisch ) = ap11—an = (a-(n+1)2+b-(n+1)+c)—(a-n*+b-n+c) =

(a-(A2+2n+1)+b- (A+1)+ £)—(a A2 +b s+ £) =2na+a+b (linear )

(an) = (a-n+0b) (linear ) = 5%1)=a'1+a-2+b+a-3+b+...—i—a-n—i—b:a-(1+2+...+n)+n-b:
. 1 - n? 20) -

.. (T;-i— )—l—n-b:a n +(c;+ b)-n

(quadratisch )

Allgemein kénnen wir vermuten, dass Partialsummenbildung und Differenzenfolgenbildung in irgend
einer Art zueinander inverse Operationen sind.

Seien (5%1 ) = (by,) Partialsummenfolge von (a,,)

. 1) O B U -

~ Differenzenfolge von (by,): dy,, = bny1 —bp = 5,11 —5n’ = >, ar— », ax = any1 ~ Urspriingliche
' k=1 k=1

Folge mit verschobenem Index

Umgekehrt berechnen wir die Summenfolge der Differenzenfolge:

Geg.:
(an) ~ att) = Qpt1 — Qn, d(ll) =ay —ay, d(gl) = a3 — az, dé” = a4 — ag,

= s :k;d;”:d‘l”mg”+...+d$}> = (fi2 — a1) + (fs— fo2) + (fu— fo3) + ...+

+ (bn— fine1) + (@np1— fn) = Ang1 — a1 = (s40) = {an41 — ax)
~» Um a; verschobene urspriingliche Folge mit verschobenem Index

Weiter vermuten wir, dass die Differenzenfolge einer polynomialen Folge n—ten Grades eine solche vom
Grad n — 1 ist.

Pr=Gm N+ Gyt N L ar ntag = Pag1 — Pn =

(@m -+ +am1 - (n+ 1)L+ 4+ar-(n+1)+ap) = (am 0™+ am_1 0™ 1 +...+a1-n+ag)
=am - (N+ D)™ =)+ ap1 - (n+ 1) —n™ Y+ +a - ((n+1)—n)+ap—ao
:am.(ﬁm_(ﬂl@) nm—1+(7121) nm—2+“.+n0_ /lm)‘i‘am—l'(/hm_l"i‘(ml_l) nm—2+(m2—1) nm_3+...
+n0— A"+ tar=am - ()0 + (o™ )+ a1~ Grad =m—1
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Satz: Die Differenzenfolge einer polynomialen Folge vom Grad n hat den Grad
n—1
Die Differenzenfolge der Summenfolge von (a,) ist (an+1)

Die Summenfolge der Differenzenfolge von (a,) ist (an+1 — a1)
Dieser Satz ermoglicht uns die Berechnung erstaunlicher Summenfolgen:

n n
Bsp.: sL=> k*= Y a} =?~  Summenfolge einer quadratischen Folge muss Grad 3 haben!
b

k=1 k=1
~ st=a-nP+b-n*+c-n+d
Dazu ist: de = Shiy — S = apy1 = apy1 = M+ 1?2 = w2 +2n+1 =

(@a-n+12+b-n+1)2%+c-(n+1)+d) —a-n3>+b-n>+c-n+d=3an?>+2b+3a)n+a+b+c
= 3a =1, 3a+2b=2, a+b+c=1 (Koeffizientenvergleich .

1 1 1
laSd a/:—, b:—, C:_, d:7

3 2 6
st = lek:Q—l—a PB4+b-12+c 1+d—l+l+l+d o d=0 = st—1 n3+ln2+l-n

=R 326 B "3 2 6
Formel Zn:k:Q ! n3+1n2+1 n
rmel: =_. Z Z.
=1 3 2 6

50, 01 4 1, 1
Bsp.: > k= --50° 4+ =50° 4+ = - 50 = 42925 u.s.w .

=1 3 2 6

n n
Es ist dem Leser iiberlassen, auf diese Weise eine Formel zu finden fiir: > k3, k' usw
k=1 k=1
6.1.3 Konvergenzprobleme — Problemes de convergence
Die Problematik — La problématique
Euler!® hat zur Berechnung der Quadratwurzel den folgenden Algorithmus gefunden:
Vk=17 Sei k>0, z:=Vk
1 1 k
= a2t=k 222=2?+2>=k+2?> = 2= —(*+k) == (v +-)
2z 2 T
1 k 1 k 1 k 1 k
s =) =st ) =5ty A G k: )
S@+3) S+ ) S+ )
2 2 1 (x4 k;) 2 1 (x4 k )
Zp+ X z v
2 T 2
. 1 k
~» Versuche Tteration: z1 =1, zp41 = = (2 + —)
2 Tn
Im Falle der Konvergenz muss dann gelten:
1 k

= e =VEk (Rechnung von oben riickwiirts .)
Problem:  Konvergiert die Folge (z,)? Jede Rechnung mit einer Maschine muss einmal abbrechen.

Damit kann man keine Konvergenz beweisen.

131707 — 1783
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Begriffe — Notions
Nachfolgend spielen schon frither definierte Begriffe eine Rolle:

Wir erwahnen sie kurz:

Nullfolge (vgl. Seite 35, fiir ein beliebiges ¢ > 0 liegen fast alle Folgenglieder a,, in einer Epsilon—
Umgebung von 0, nur endlich viele nicht.)

Grenzwert (vgl. Seite 37)
Konvergenz (vgl. Seite 37)
Hiufungspunkt ( HP, vgl. Seite 38)

Grenzwertfreie Konvergenzdefinition (Kriterium von Cauchy)(vgl. Seite 38) .
Falls der Leser Liicken entdeckt, ist eine Repetition empfohlen!

Sitze liber Grenzwerte — Théorémes sur les valeurs limites

Wir wollen uns rasch noch einige wichtige Grenzwertséiitze in Erinnerung rufen.
@ Jede Folge besitzt mindestens einen HP, der auch oo sein kann. (vgl. Seite 38).

@ Konvergenz einer Folge (a,,) bedeutet, dass der Grenzwert eindeutig ist.
(Sonst gibe es mindestens zwei HP, dazwischen eine Distanz d > 0, was dem Kriterium von Cauchy
widerspricht. )

@ an — a# £oo = (|a,|) beschrénkt.
(Sonst wire co HPvon (|ay|), ay, ist immer definiert. )

@ ap —a = (b,) — a fiir jede Teilfolge (b, )
(Denn der Grenzwert ist eindeutig .)

@ (an) monoton und beschrinkt = (a,) konvergent . (vgl. Seite 43 )

@ Was das Rechnen mit Grenzwerten betrifft, sei auf Seite 43 verwiesen.

6.2 Reihen, Zahlenreihen — Séries, séries de nombres

6.2.1 Gegenstand, Motivation — Sujet, motivation
Wir betrachten eine Folge (a,).

n
Definition: Ein Glied s,, der Partialsummenfolge (s,,) = > aj heisst endliche

k=1
Reihe.
o)
Der formale Ausdruck > ai := lim heisst unendliche Reihe oder
kurz Reihe, die aufsummierten Glieder der Folge (a,,) heissen Rei-

henglieder.

Falls der Grenzwert lim existiert, so heisst die Reihe konvergent.
n—oo

Andernfalls heisst sie divergent.

Dass eine Reihe konvergiert bedeutet also, dass ihre Partialsummenfolge konvergiert. Man hat es
demnach mit speziellen konvergenten Folgen zu tun.
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Schrgi)bweise:
s:= Y ai konvergiert = s & CONV, divergiert = s¢& DIV
k=1

Falls die Reihengleider nicht Zahlen, sondern Funktionen sind, hat man es mit Funktionenreihen zu
tun. Solche Reihen spielen in der Praxis bei der Approximation von transzendenten Funktionen (z.B.
f(x) = e*) durch Polynome oder von periodischen Funktionen durch trigonometrische Ausdriicke eine
grosse Rolle (vgl. Potenzreihen und Fourierreihen).

6.2.2 Spezielle Reihen — Séries spéciales

1. Beispiel:

Aus einer arithmetischen Folge erhalten wir durch Summation eine arithmetische Reihe:

n n n n—1 (TL _ 1) n
So= S an= (a4 (k—D)d) = 3 a1 +d S k=nay+d D"
k=1 k=1 k=1 k=0 2

Formel: Vor.:

(ay) arithmetische Folge

—1
Beh.: Sp=mna;+d u
Hinweis:
Geg.: Arithmetische Folge ax = ay + (k —1)d

Summe:

A=a1+as+as+...+a, =7 A
A =ay-1+azx-1+az-1+. . +a,-1 =n-a1+A; 2
Aot =n-ar+n-(n—1)-d=n-a1+2-Ay )

-(n—1)-d d
:»A:n.aﬁn(nf)

—
——
o
-

2. Beispiel:

Aus einer geometrischen Folge erhalten wir durch Summation eine geometrischen Reihe:

n n

n n
sn=Y o= =3¢ q=>@""a)=a-I+qg+F+...+¢")
k=1 k=1 k=1 k=1

Es gilt: (¢g#1)

Itg+@P+.. .+ ) 1-9)=0+¢+F+..+¢" )=+ + +.. . +¢")=1-¢"

1= g™
= l+q+@P+.. .+ = 1_qq, q#1
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Formel: Vor.:

(an) = (¢™) geometrischen Folge

n 1 —
Beh.: Sn= 3 ax=ay - —o

lg] <1 = Reihe konvergent
lgl > 1 = Reihe divergent

Bemerkung: Arithmetische und geometrische Reihen spielen in der Finanzma-
thematik eine Rolle.

3. Beispiel:
Numerische Reihe (Dezimalbruch):

no ¢y

No=3

k=1 10

Da unendliche Dezimalbriiche eine reelle Zahl darstellen, ist damit zu rechnen, dass numerische Reihen
konvergieren. Fiir den exakten Beweis miissen wir uns die theoretischen Grundlagen aber erst erarbeiten.

4. Beispiel: Alternierende Reihe:

An =% 3 (-1 |al

n
k=1

~  Problem: Konvergenz?

5. Beispiel: p—Reihe:

&
I

2

M=

, PEZ

=~
Il
—

~» Problem: Konvergenz? (S. p. 46)

6. Beispiel: = Harmonische Reihe:
13

n o1 1 1 1 1
n k;k totgtg Tt

~  Problem: Konvergenz?

Konsequenz: Um die Konvergenz beurteilen zu kénnen, miissen wir uns erst Konvergenzkriterien
erarbeiten.
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6.2.3 Konvergenzkriterien — Critéres de convergence

Nullfolgekriterium — Critéres de suite convergeant vers zéro
n
Satz: Vor.: > ar € CONV
k=1
Beh.:

(ay) Nullfolge ( NF)

n

Idee zum Beweis: Falls (a,) keine Nullfolge wére, miissten die Werte von s, = Y ai mit n stindig
k=1

wesentlich dndern, was bei einer Konvergenz nicht sein kann.

Achtung: Die Umkehrung (Konversion) des Nullfolgenkriteriums gilt nicht!

Das sieht man z.B. an der harmonischen Reihe H,, = ZZ=1 % Spéter werden wir beweisen, dass diese
Reihe divergiert. Trotzdem bildet die Folge der Glieder (a,) = % eine Nullfolge.

Abéidnderung von Reihengliedern — Changement de termes d’une série

Wenn man bei einer konvergenten Reihe endlich viele Glieder veréindert, so dndert man die Summe
endlich viele Male um jedesmal einen Wert. Das ergibt dann einen neuen, wieder exakt definierten Wert
oder Grenzwert der Reihe: Die Reihe bleibt konvergent. Genauso bei divergenten Reihen und bei Folgen.
Das was das Konvergenzverhalten der Reihe wirklich bestimmt, ist somit ihr ,,Schwanz“ und nicht der
Anfang. Weiter: Die Grenzwertsétze fiir Folgen gelten auch speziell fiir Summenfolgen oder Reihen. Falls
z.B. s, konvergiert, so konvergiert auch jede Teilfolge von s,, gegen denselben Grenzwert.

Satz: Verdandert man endlich viele Glieder einer Folge oder Reihe, so éndert sich
die Konvergenz nicht.

Die Grenzwertsitze fiir Folgen gelten auch speziell fiir Reihen. Z.B. kon-
vergiert mit s, auch jede Teilfolge von s, gegen denselben Grenzwert.

Majorantenkriterum — Regle de comparaison

Die Begriffe Majorante (kurz: Major ) und Minorante (kurz: Minor ) haben wir schon auf Seite 39
getroffen.

&) &)
Zur Erinnerung: V,sn, |an| < ¢, ~ 3 cp Major zu |a]
=1 k=1

o) o)
und > |ag| Minorzu 3 ¢
k=1 k=1

Satz: 1. Jede nicht negative Minorante einer konvergenten Reihe ist absolut kon-
vergent.

2. Jede Majorante einer divergenten Reihe mit nicht negativen Gliedern ist
divergent.

Zum Beweis:
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(1) Eine Majorante einer nicht negativen Reihe muss lauter Glieder > 0 haben, die Majorante muss also
monoton wachsen. Da sie konvergent ist, muss sie beschrinkt sein. Somit muss auch die nicht negative
Minorante beschriankt sein. Da diese keine negativen Glieder hat, muss sie monoton wachsen. Daraus
folgt die Konvergenz.

(2) Offensichtlich wichst die Minorante hier iiber alle Grenzen. Dieses Verhalten iibertrégt sich auch auf
die Majorante.

= 0.9"! &

Bsp.: > 1 € CONV, denn die konvergente geometrische Reihe > 0.9" ist Maiorante .
n=1 T k=1

Bemerkung:

Mit Hilfe des Majorantenkriteriums lassen sich spéter weitere Kriterien gewinnen. (Quotientenkriterium
(von d’Alembert!4), Integralkriterium u.s.w.) .

Konsequenz:
Sei anE{O,l 2,...,8, 9}

o0

1 9
“_"< Z— =9 —— =9-— =10 = Major!
10" 4= 10 10

P T - L

Absolute Konvergenz — Convergence absolue

o) o)
Definition: >~ ay heisst absolut konvergent < 3 |aj| konvergent.
k=1 k=1
o)
Schreibweise: Y ay € ABSCONV
k=1
o)
Satz: Vor.: > ar € ABSCONV
k=1
&)
Beh.: > ar € CONV
k=1
Achtung: Die Umkehrung (Konversion) gilt nicht! Das werden wir spéter z.B. wieder an der

harmonischen Reihe H,, = ZZ:I % sehen.

M=

ak
1

n
Zum Beweis:  Sel (Sq.n) = Y |ak|, (sn):=
k=1 k

&)
> ar € ABSCONY = (Sq,,) monoton wachsend (|ax| > 0) und beschrénkt .
k=

n
| > ax] <
k=1

Wire (s,,) :=

3

> lakl = Z ay, beschriankt .
k=1 k=1

M:
o

r &€ CONV, so existierten mindestens 2 HP a und b, a # b.
k

~> 3 Teilfolgen ., Sj, Sm € Ue(a), s; € Uc(b),
|Sa,m — Sa,j| > |$m — sj| > |a—b] —2e > M >0 fiir ¢ geniigend klein .

1

Andererseits gilt wegen dem Cauchy—Kriterium infolge der absoluten Konvergenz:

144’ Alembert, 1717 — 1783
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|5a,m - sa,j| —0 = Widerspruch!

Bsp.:

> (—0.9)"+L o
S —— € ABSCONYV nach dem letzten Beispiel .
k=1 n+1

Leibnizkriterum — Critére de Leibniz

Das Leibnizkriterium gilt fiir alternierende Reihen:

Satz: Vor.:

n

sp =+ > (=1)¥|ag|, (Jag|) streng monoton fallende Nullfolge

k=1
Beh.: (sn) € CONV
Zum Beweis:
ﬁ
Sei |ag| =ay >0,
Sp=a1— a2+ a3 —as+as—...Ea,

Programm: Zeige
@ (1.) Zeigen: (sp) beschrénkt .

@ (2.) Zeigen: (sa,) streng monoton .
~ 1,2, = (s2,) € CONV.

@ (3.) Zeigen: Soni1 — S2n, — 0 = lim S3p41 = lim s9p,
n—oo n—oo

= lim s, = lim sy,41 = lim s, € Conv ~ ©)
n—oo n—oo n—oo

Die Beweisarbeit:

@ (2) (Jag]) streng mon. fallend

= Sop=a1—a2+az—as+...=by +by+ ... >0~ streng monoton wachsend
—— =
b1 >0 b2 >0

@ (1.) sap41 = San + Gant1 > S2p >0 = Vypen s, >0

52n+1=a1—(a2—a3 —(a4—a5 —...<a

c1>0 c2>0
S2p+2 = S2n4+1 — G2n42 < S2p+1 < A1
Sont1 < a1, Sopt2 < a1 = YpeN Sn < a1 = Vpen 0 < 8, < a1 = (s,) beschrinkt

@ (3.) S2nt+1 — S2n = G2nt1 — 0 weil (a,) Nullfolge nach Voraussetzung ~ ©
e 1 1 1 1 1
Bsp.: S =l 4 224 2 eCONY
°P k§1( ) k 2 + 3 4 + 5
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Quotientenkriterium — Critéres de d’Alembert

k1 . o
Satz: |—|§q<1 fir k>ko = > ap € ABSCONV
i=1
|“’“+1|> S 1 fir k>ko = 3 ap € DIV
k=1
Zum Beweis:
ak+1 n
=<4 = laal <larlg = larso| < larilg < larl¢* = ... = Jakgn| <larlq

: geometrische Reihe ist Majorante .

Analog im Falle der Divergenz.

Fiir das spétere Studium der Potenzreihen ist folgendes Beispiel wichtig:

x ko9
Bsp.: Z—ECONV7
i=1 k!
k+1 | [eS)
g1, C __.7.£_ c _ c
| ar |_|(l€+1 | | | |( |(l€+1)| |Ck|_|(k}+1)| 0= VCERI;IC'ECONV

Integralkriterium — Critére de ’intégrale

Problem:

> ?
Z ay € CONV ?
k=1

Betrachte die Situation:

lag| < f(z) fir z€[k,k+1),keN, k> Ny, [ f(z)drex. .
No

~ Y |ag| monoton wachsend

k=1
n n n k41 NO 1 n+1 No—1 0o
Z|a|=2|ak|1<z+z [ f) Z+f f@)de< 3 + [ f(@)dx Vnen
k=1 k=1 =1  k=No k =1 N =1 Np
= > |ax| beschrinkt = Z a € ABSCONV = Z ap € CONVY

k=1 k=1 k=1
Analog:

lag| > f(z) fir z€[k,k+1), keN, k>Ny, [ flx)dz=00 = Y |ax|] =00
No k=1
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Satz: Vor.:

Jr@) ¢ Jar| < flx) fir o e[k k+1),
[ee]

k>No, keN, [ f(z)dzex. .
No

Beh.:

S ax € ABSCONY
k=1

Jt@) ¢ lax| > f(x) fir o e[k k+1),
[ee]

k> Ny, keN, [ f(z)dr=o0
1

1. Beispiel: p—Reihen

izkz_p <(z—-1)"? fir ze€kk+1), k>2 x—1)"Pde= [(z)Pdz
k/’p |z>21 5 1
_ L e 1 = 1 - 1 1
—p+1 b (=partt (I =p) (o)t (I=p) ()Pt p—1
=1
= D15 € ABSCONV fir p>1
k=1
Korollar: Vor.: p>1
x 1
Beh.: > — € ABSCONYV
k=1 kP

2. Beispiel: Harmonische Reihe

1 1 1 1
(1 2
% (k’) (k)|0<”<12x fir €k, k+1), k>1,
00 o > 1
J1lzdx =In(z)| =In(co) —In(1) =In(oc0) =00 = Y — =00
1 k=1 FP lo<p<a
> 1
Spezialfall: > — = o0
k=1 k

~>  Die harmonische Reihe ist divergent!

187
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Korollar: Vor.: 0<p<l1
> 1
Beh.: 21 w e DIV

Speziell:  Die harmonische Reihe ist divergent!

1 =1 =1
Bemerkung: p:§:0<p§1:2—=Z—EDIV

3. Beispiel: Sei ap - kP - c€R = c—e<ap-kP<c+e

c—¢ c+e 1 - 1
= <ag < = (c—¢) ;kz_ a < (c+e)- Zkz_
Wegen den Korollaren gilt daher
&) &)
p>1 = ZakECONV, pE(O,l] = ZakEDIV
k=1 k=1
Korollar: Vor.: ag -kP —ceR
Beh.:
o)
> ar € CONVY fiir p>1
ko:ol
> ap € DIV fiir p € (0,1]
k=1
4. Beispiel: Sei ap =2k"34+5k73%—6k43
1 1 =
= k- ap =2k +5k05 6k~ 13—2+5k05+5m—6ﬁ—>2 = > ap € CONV

k=1
Allgemeiner: Seien

P.(k)=b.k" +b._1 k"' + ...+ b k' + by~ Polynom pgrad =r

Qs(k) =dsk® +ds_1 k5 1+ ...+ d k! +dy~ Polynom pgrad = s

€ CONV ?

> Pr(k) 2
Problem:
roblem: 2. 5.(h)
Qs (k) B by k™t 4 b kTP by BYEP 4 b kP
Qs(k) deks +de 1 ks~ + ... +di k' + do

fir r+1<r+p<s (~ —’d—r fir r+p=s, —0 fir r+1<r+p<s)

S

Sei p>1. ap-kP =FkP-

io: by kP 4 b KT 4 by EYTP 4 by KP
>
= dek® +ds_1 k=1 4+ ... +di k! +do

c CONVY fir r+1<s
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Korollar:

5. Beispiel:

Vor.: r+l1<s

Beh.:

© b k" b1 kT b kY 4+ b

c CONY
=1 ds kS +ds_1 kST + ..+ di kY 4 do

o 18K — 11K +7Tk*+9k3+ 10K + —14
k; 11k*+12k3 — 8k +2 ¢ CONV

Waurzelkriterium!'® — Critéres de Cauchy!®

Satz:

Zum Beweis:

Sei b<1, k> Ny =

Vor.: V|ag| = beR

Beh.:

b<1l = > |ax| € CONV
k=1

&)
b>1 = > |ax| € DIV
k=1

geometrische Reihe ist Majorante .

189

Vel <b+e<qg<1 = |ax| < ¢® ~ Konvergenz, denn eine konvergente

Sei b>1, k>Ny = Jag] <b—e>¢qg>1 = l|ag| > ¢* ~ Divergenz, denn eine Divergente
geometrische Reihe ist Minorante .

1. Beispiel:

2. Beispiel:

k=1

S (A ecowy, Yiml=— =11y
(3 5) € Vel =g =3T3 <

x 1

>

- 1 =1
O - L
2 e O L L

6.2.4 Arithmetik mit Reihen und bedingte Konvergenz — Arithmétique de
séries et convergence conditionnée

Bedingte Konvergenz — Convergence conditionnée
&)
Definition: > aj bedingt konvergent
k=1 ) )
= Z ag € CONV A Z |ak| € DIV
k=1 k=1

15 Cauchy, 1789 — 1857
16franz. emi—convergence ou convergence conditionnée
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Bsp.:
SR = (DM S
,Leibnizreihe* S := -~ S, = L = -
kZ::I k ‘ kZ::1| P ;k

~ 8 € CONYV nach dem Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen
S = In(2) (Potenzreihen!)
Sq € DIV (harmonische Reihe )

Bsp.:

o9 (—1)k+1 1 1 1

,Leibnizreihe* S := k2=:1 (2k7)_1 =1- B + 5T

~ S8 € CONYVY nach dem Leibr%rizkriterium fiir alternierende Reihen
S = arctan(1) = 1 (7 berechnen, Potenzreihen!) )

Achtung: Beim gedankenlosen Rechnen mit bedingt konvergenten Reihen kénnen eklatante
Widerspriiche produziert werden!

> (—1)k+t 1 1 1 1 1
P P st3 15 6"
_a 1) 1+(1 1) 1+(1 1) 1 1 1+1 1+1 1
_1 2141 ?i 61 18 5 107 12 2 4 6 8 10 12
:—1—— —- — — - — — = — = — =
2( 5t3~1ts gt ) 2S:»S S = 8S=0
And its: S =1 1+1 1+1 1+ = S>0=0>0
n rerseits: = — = _ — — _ —
Cresens 273 45 6
N——
>0 >0 >0

~»  Widerspruch!

Wo liegt das Problem? Waren nicht alle ausgefithrten Schritte richtig? Oder gilt etwa doch 0 > 07 —
Eine genaue Analyse zeigt, dass doch ein Problem existiert: Wir haben hier Gesetze der Arithmetik auf
unendliche Summen angewandt. Wir haben das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz unendlich
oft gebraucht. Bewiesen resp. die Beweise angedeutet haben wir frither die Gesetze nur fiir endlich
oft-malige Anwendungen!

Konsequenz: Die Gesetze der Arithmetik sind nur fiir endliche Terme bewiesen worden. Bei bedingt
konvergenten unendlichen Reihen diirfen wir sie nicht mehr beliebig und bedenkenlos anwenden!

6.2.5 Rechnen mit Reihen — Calculer avec des séries

Regeln: (Umformung von Reihen )

1. Setzt man in einer konvergenten Reihe S irgendwie Klammern, so nennen wir die entstehende
Reihe S(.). Dann konvergiert S,y gegen dieselbe Summe wie S.

Zum Beweis:

Konvergiert S, so konvergiert auch S,y nach dem Cauchy-Kriterium fiir konvergente Folgen.
n

00 00
SzZak=Zak+ Z ar =S, +R,, R,—0
k=1 k=1 k=n+1

Analog;:
Sy =50+ Roms Ron =0 = Sn=5)n =85, Sn=5)n =5 = 5=54x
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2. Eine Reihe, die man durch Setzen von Klammern aus einer divergenten Reihe mit positiven
Gliedern erhilt, divergiert.

Zum Beweis:

Divergiert S gegen oo, so ist die Partialsummenfolge (S,,) = (S(),,) unbeschriankt. Daher divergiert
auch S(,) gegen oo.

3. Eine Reihe, die sich durch Setzen von Klammern aus einer divergenten Reihe mit gemischten
Gliedern ergibt, kann konvergieren oder divergieren.

4, 2k+1

=1 k

k=1
2 1 1
ap = (—1)F1 k]:_ = (-1 Y24 2) - £2~ 2 HP = Divergenz
) 79 dm—-1 4dm+1

Kl :S=03-= - — - —

ammern: §=(3=5) (3 = PG Ty T ) T
dm—1 4m+1 (dm—-1)2m—4m+1)2m—1) 1
2m —1 2m (2m—1)(2m) 4m2—-2m

1 1

1
2 2 2 2 _ 2
4m*>4dm° —-2m>4m*—-2m* =2m* >0 = T2 < T —om < 52
~» Positive Klammern, Reihe beschrinkt durch konvergente Majorante (p—Reihe, p = 2)

S e CONVY

4. Geg.: Absolut konvergente Reihe S. Daraus erhalte man eine neue Reihe S* durch beliebige
Umordnung der Glieder (ev. unendlich oft Kommutativgesetz anwenden).

Beh.:

S* konvergiert absolut gegen S.

Anschaulich zum Beweis:

Absolute Konvergenz: Man stelle sich einen Kartonstapel, bestehend aus unendlich vielen Scheiben
der jeweiligen positiven Hohe |ay| vor, dessen Gesamthohe S betrdgt. Man kann diesen Stapel
beliebig neu ordnen, indem man in irgend einer Reihenfolge Scheiben herauszieht und zu einem
neuen Stapel aufschichtet. Der neue Stapel kann so nicht hoher werden, denn er ist wihrend dem
Umordnungsvorgang tiefer als der alte. Ordnet man dann den neuen wieder zum alten um, so gilt
das gleiche Argument. Daher miissen beide Stapel gleich hoch sein.

Zur gewohnlichen Konvergenz: Man firbe die ,negativen Scheiben“ griin, die positiven rot. Bei
der absoluten Konvergenz ist die Gesamthohe der griinen und roten endlich, bei der gewdhnlichen
Konvergenz hat man vermutlich die Hohe der roten minus die der griinen. Die Stapelhthe messen
wir in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung z.B. auf einer Tischoberfliche liegt, wobei die
griinen fiir sich nach unten zu liegen kommen (unter die Tischoberfliche). Wenn wir nun den
Ursprung verschieben auf das untere Niveau des griinen Stapels fiir sich, so haben wir beziiglich
Umordnung die Situation wie bei der absoluten Konvergenz.

5. Man kann die Glieder einer bedingt konvergenten Reihe so umordnen, dass eine divergente oder
eine konvergente Reihe mit beliebiger Summe entsteht.
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Dass solche ,,unglaublichen“ Dinge passieren konnen, haben wir oben bei der Umordnung der Leib-
nizreihe gesehen.

Regeln:

(Fiir Addition, Subtraktion und Multiplikation von Reihen. )

o0 o0
Seien A= > ay, B= ) by
k=1 k=1
Damit lassen sich neue Reihen bilden:

o0 o0 o0 o0

Youk =y (ap +br), D vk = ) (ax — b)),

k=1 k=1 k=1 k=1

o0

> wi = (a1 b1) + (a1 b2 + azby) + (a1 bz + a2 by + az by) +
k=1

1. A= 3" ax € CONV, B= 3 by € CONV = 3 (ap£by) =A+BeCONY
k=1 k=1 k=1

Zum Beweis:

n

o) o)
AeCONY = Zakzzak+ Z ak:Sa,n+Ra,n; Ra,n_)o
k=1 k:l k= TL+1

o)
BeCONY = Zbk Zbk-i- Z by = Spn + Ry, Rpn — 0 =
k=1 k=1 k=n+1
n n

A+ B = San‘i‘Rani(Sbn‘i‘Rbn)— Z arp Z bk‘i‘Ra,nin,n: Z(akibk)‘i‘Ra,nin,n

k=1 k=1 k=1
mit (Rypn =+ Rpn) — 0

2. A= Z ap € ABSCONV, B = Z b, € ABSCONV
k=1 k=1

z (ar £ by) = A+ B € ABSCONV

Zum Beweis:

Man wihle in der letzten Regel alle Terme positiv.

3. A=Y ar € ABSCONV, B= Y b, € ABSCONY =
k=1 k=1

Zwk:(albl)—i—(albg—i—agbl)+(albg+agbg+a361)+...:A-B€ABSC(’)NV
k=1

Anschaulich zum Beweis:

[ee]
Man stelle sich A = > ay als endliche Linge vor, die in unendlich viele positive Teillingen ay
k=1
unterteilt ist. A - B kann als endlichen Flicheninhalt eines Rechtecks gedeutet werden, das aus
unendlich vielen Teilrechtecken besteht mit dem Inhalt a; - b;. Summiert man diese auf, so erhalt

man den gesamten Flicheninhalt. Dabei kann man die Reihenfolge der wy, wéhlen.
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4. A=Y ay € ABSCONV, B=Y b, € CONV
k=1 k=1

00
= Zwk:(albl)—i—(albg+a2b1)+(a1b3+a2b2+a3b1)+...:A-B€C(’)NV
k=1

Hinweis zum Beweis:

Sp= > wr = (a1b1)+ (a1 ba+azby)+ (a1 bs+asba+azbi)+...+ (a1 by +agbp_1+...+a,b1) =
k=1
al(bl+b2+b3+...+bn)+a2(b1 -‘rb2+...+bn_1)+...+an(b1)
o0 o0

Die Glieder von Y aj werden somit mit Partialsummen von Y by multipliziert.

k=1 k=1
=]

Sei Mazxp part = Maximum der Partialsummen von Y by (ex. wegen Konvergenz ),
Ming pert = entspr. Minimum =
n n
~> MinB,pa'rt -A< MinB,pa'rt : kzl ap < Sp < MaxB,pwrt .kzl ap < MaxB,pwrt A
~» S, beschriankt - -

Die Konvergenz kann man sehen, wenn man im Rechteck (A - B) die Restfliche geschickt aufteilt
n

in einen Teil, dessen Inhalt mit R4, = A — ) ap gegen 0 geht und einen Teil, wo der Inhalt

k=1
entsprechend mit Rp , gegen 0 geht.
&) &) &) &)
5.A=ZakECONV,BZZbkECONV$(ZwkECONV\/ wy, € DIV)
k=1 k=1 k=1 k=1

Diese Aussage ist eine Tautologie.
6.2.6 Interessante Beispiele — Exemples intéressants
1. Beispiel:  Eine Teleskopreihe:
Man benutze Partialbruchzerlegung!

S 1 1 — 1 1
S — — — — —

mZ::l 2m—1)-2m+1) QT;(Qm—l 2m+1)

L gt 1t 1 1 1 o 1 1
2V 33 5 5 7 7 V27 2
2. Beispiel: Die Eulersche Konstante C"
no ]
Definition: lim (Y. — —In(n)) := C heisst Eulersche Konstante
n—oo k=1
s Lepmy
- €

k=1 k f
Jedoch:

n 1
lim (3. = — In(n)) = C ~ 0.577215665

n—oo k=1 k
r=n 1

In(n) =In(z)|” "= [ p dx

=0

Zo
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. r=n
1 1 1
< 7 In(n) = kz_:l . 1- / - dx < 1 (Fldcheninhalt vgl. Skizze )

To

Konsequenz: Die harmonische Reihe divergiert gleich stark wie der In.

6.2.7 Weitere Kriterien — D’autres critéres

Im Quotionenkriterium ist fiir den Fall |¢| = 1 nichts ausgesagt. In diese Liicke springen zwei Kriterien,
die hier ohne Beweis aufgefiihrt sind:

n

Gegeben sei: Y ag

k=1
Satz: Kriterium von Raabe
lim n-(1—|M|) =k
n—oo n
Beh.:
n
k>1 = > ar € ABSCONV
k=1
n
k<1 = > ar € DIV oder konvergiert bedingt
k=1
Satz: Kriterium von Gauss'”
(Gt g B Oy g Voo el < E1)
G n  n? 1 n=fo "
Beh.:
n
kE>1 = > ar € ABSCONV
k=1
n
k<1 = > ar € DIV oder konvergiert bedingt
k=1
Bemerkung: Beim Gauss—Kriterium ist die Trennung fiir £ = 1 scharf.

7Gauss, 1777 — 1855
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6.3 Folgen und Reihen von Funktionen — Suites et séries de
fonctions
6.4 Funktionenreihen — Séries de fonctions

Betrachte eine Funktionenfolge:
(¢n(x)), Dy, (zy =1=1[a,b] oder I= (a,b)

> Wenn gilt: x = z¢ = fix, so hat man eine gewthnliche Zahlenfolge.
> Wenn gilt: = variabel, so hingt das Konvergenzverhalten vom Wert von z ab.

Man hat es hier mit einer Funktionenreihe zu tun.

6.5 Gleichmissige Konvergenz — Convergence uniforme

6.5.1 Problem und Definition — Probléeme et définition

Wir definieren:
Definition: on(z) = o(x) auf I <V er on(zo) — @(0)

~ (x) konvergiert gegen ¢(x)
,, Epsilontisch*:

(Pn(x) - 99(-%) <~ vwgel Veso0 3N(ur;g,s) VTL>N(IL‘U,E) : |99n(x0) - @(x0)| <e

Problem: ’
N(zg, ) hingt von 2o ab . ~ N(zg,e) ist
Funktion von zq . 1
€1
&te<e, = ns2
0 ! l;’/—é
0 \ 1%, %y,

NEL

Daher ist vermutlich nicht garantiert, dass z.B. N(xg,¢) in I = (a,b) beschrinkt ist.
Z.B. lim N(zg,¢e) = oo ist moglich .
To—a

Bsp: (pnle)) = (o), v (1,2 =1

1
x €l = pulx) = p(xr) =0 mit n — oo (Denn @,(x) — ¢(z) = o < e fir n> Ny) ~ d. h.
= <z" = 1< = < = <
-<z — < —=<z
€ Ve T M/e
= Bei gegebenem sehr kleinem ¢ muss Ny sehr gross gewéhlt werden, um x nahe zu 1 riicken zu kénnen.
Ny wichst so iiber alle Grenzen.

Genauer:
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Bsp.:

Sei Ny =10 fix , £X) =, = €10, %)
1

QDTL(.I) = Ea S [LQ]- |99n(33)| < #(x)

1
< e (@)l = —5 = c0(No, 2) = €0(10, 2)

A B

~» e-Schlauch zu , No = 10, ¢n(z) = 0
T

Umgekehrt: :

1 1 . n(L
Sei No =10, go fix, — <eo, z€[1,2] = oMo > = = enoln(@) > nlsg)
o €0

1
= No-In(z) > In(—)

€o
zell,2], #1, e<<1 = In(x) >0, In(z) >0
1n(%)
In(x)

= Ny > — oo fir z]0, e << 1fix

Konsequenz: Es ist nicht garantiert, dass N(x,¢) in I = (a, b) beschrénkt ist.

~ lim N(zg,¢) = oo ist moglich !
To—a

Fiir die Losung dieses Problems verwenden die Mathematiker ein vielerprobtes wissenschaftliches
Konzept: Sie klassifizieren die Funktionen iiber I und bilden zwei disjunkte Klassen: die Klasse der
Funktionen, die problematisch sind und diejenigen, die nicht problematisch sind. Jede Klasse wird dann
fiir sich untersucht. Zudem braucht es Kriterien, die tiber die Klassenzugehorigkeit entscheiden.

Den unproblematischen Funktionen geben wir einen Namen:

Definition: on(z) — ¢(x) gleichmissig iiber T
< Ny(e, x) = No(e) unabhiingig von z (global) wihlbar

Begriff:

Statt ,,gleichméssig® sagen wir auch uniform.

Schreibweise:
on(r) — o(x) e UNTFCONV(I) (gleichmiissig konv. iiber I I)

Bsp.:  (on(z)) = (xin>, re23 =1 c<<1

= 1 < g = 1 ( ) > 1 ( L ) = > 1n(€10)
— No - In n(— N
N0 =70 0 = €0 0= In(z)

Das ist erfiillt fiir .

Bei der gleichmiéissigen Konvergenz ist die spezielle Wahl von x € I ohne Einfluss auf das Konvergen-
zverhalten.

Konsequenz: Bei gleichmissig konvergenten Funktionenfolgen sind die Definitionen und Aussagen von
den Zahlenfolgen tibertragbar.
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6.5.2 Gleichmissige Konvergenz von Funktionenreihen — Convergence uni-
forme de séries de fonctions

Definition und Bedeutung der gleichmissigen Konvergenz — Définition et importance de
la convergence uniforme

Reihen sind spezielle Folgen.

Konsequenz: Speziell sind gleichméssig konvergente Funktionenreihen wie gewohnliche Zahlenreihen
behandelbar.

Definition: , Epsilontisch® fiir Reihen :

Sei R, (z):=S,(z) —S(x)
Sp(z) — S(z) gleichméssig iiber T
& Vaer Veso ElN()(E)EN anNO(e) |Rn(x)| <e€

Die gleichmaissige Konvergenz ist bei Operationen mit Reihen von grosser Wichgigkeit. Wahrend man
zwei absolut konvergente Reihen gliedweise addieren darf, kann man gleichmiissig konvergente Reihen
gliedweise integrieren und in einem gewissen Rahmen auch gliedweise differenzieren. Diese Konvergenz
spielt spéter eine grosse Rolle bei Potenzreihen und bei Fourierreihen.

Sitze iiber gleichméssig konvergente Funktionenreihen — Théorémes sur des séries de fonc-
tions convergentes de fagon uniforme

Satz: Majorantenkriterium von Weierstrass'®

o0
I, () kzl My, — M € R, Vienzer |or(r)] < My

Beh.:

&)
> wr(z) konv. absolut und gleichméssig in T
k=1

Zum Beweis: ~» Folgerung aus dem gewohnlichen Majorantenkriterium .
Bsp.: Sei g:(z,k)—y=g(z,k),g: RxN+—R

2 k 1 o cos? k
% < 2 = Z w konv. absolut und gleichméssig in R

0<
2
k=1 k

18 Weierstrass, 1815 — 1897
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Satz: Dirichlet—Kriterium!®

(ak) NF,
(|ax|) monoton fallend

n
VieNger : |Sn(x)] =1 > ¢wx(z)| beschréankt
k=1

Beh.:

S lak] - pr(x) € UNTFCONV(I)
k=1
VneN, zer|Snl =12 ¢r(x)| beschrinkt~ Fper Vnen, zer|Sn| =2 r(x)| <m
kl kl

Zum Beweis: ~» Verallgemeinerung des Leibnizkriterium .

Bsp.:  Sei ¢i(z) =sin(z + k7),

n

| > sin(z + k7)| = |sin(z) + sin(x + 7) + sin(x + 27) + ... +sin(z +nw)| =
k=1
1
= |sin(z) — sin(z) + sin(z) — ... £ sin(x)| = |§ (I —=(=1)"™)-sin(z)| <1
1 = 1
ap = —(—1)" = > — sin(z + k) € UNITFCONV(R
FS TR (=1) kzl T ( ) (R)
Satz: Kriterium von Abel?°
> pr(x) e UNTFCONV(I),
k=1
(ay) monoton und beschrinkt |
[a,b] C T
Beh.:
S ag - k() €EUNTFCONYV([a, b))
k=1

Zum Beweis:  (a,) monoton und beschrénkt
= 3,:a, —a = (a, —a) = (b,) NFund monoton .

[ee] [ee]
Betrachte: > a-or(z) + > by - r(2)
k=1 k=1

ki; a-pp(z)=a- kijl or(x) € Unifeconv(I) (Vor.!)

Dirichlet, 1805 — 1859
20 Abel, 1802 — 1829
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&) &)
>~ by - pr () erfiillt die Voraussetzungen des Dirichlet-Kriteriums = Y b, - ox(z) € UNTFCONV(I)
k=1

k=1
= kila-Wk(x)-i-kilbn-(pk( Z_:(a—i-b or(x) :kij:l(an).(pk(x) € UNTFCONV(I)
Bsp.: § Z—T EUNTFCONV([a,b] C R)
k=0 R

(Quotientenkriterium, vgl. Seite 186)

> k

» %) : % € UNTFCONV([a, b))
k=0 j=1 ’

1
127

k
Z
Weitere Kriterien, z.B. fiir Doppelreihen, vgl. Literatur.

6.5.3 Gleichmissige Konvergenz und Vertauschungssitze — Convergence
uniforme et théoremes d’échangement

Limesvertauschung, Stetigkeit — Echangement des limites, continuité

Satz: Vor.:

S(x) Z ok(z) EUNTFCONV(I)
VkeN@k( ) € stetig(l) ( d. h. 115510 er(z) = ¢r(r0))

Beh.:

S(x) € stetig(I)

Konsequenz:
n n n
nlingo(alig,lo 1;1 or(r)) = Jim ,;1 mlirgo or(x) = agrglo(nlingo kz_:l or(x))

Zum Beweis:

Annsonst: 3,y 1 @y — wo, |S(x;) — S(wo)| >a >0 fir z; # xo

= [S(z:) = S(xo)| = |Sn (i) + Rn(wi) — (Sn(zo) + Ra(z0))]

= [(Sn(xi) — Sn(z0)) + (Rn(zi) — Rn(0))| > a fiir z; # xg

Nach Vor. gilt aber:

Sn(xz) — Sn(xo) A\ |Rn(xz)| < €1, |Rn($0)| < &g fir n> N

= (Rn(zi) — Rn(z0)) — 0 fir n — oo Gleichmissige Konvergenz

~> Ny unabh. von g

= [S(@i) = S(zo)| = |(Su(zi) — Sn(@0)) + (Rn(x:) — Ru(20))ln>n, 2 a>0
fir x; — 2o geniigend klein .

Bsp.:

o gk e o gk

> o € UNTIFCONV([a,b] C R), Vien € stetig(I) ~ Z T € stetig([)
k=0 K - =0

Mit diesem Satz werden wir spéater die Stetigkeit von Potenzreihen untersuchen kénnen.
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Vertauschung von Summation und Integration — Echangement de somme infinie et
intégrale
Satz: Vor.:

Seien ¢, (x), ¢(x) € INT
on(x) = p(x) e UNTFCONV(I), I = [a,b]

Beh.: Jon(z)dz — [ p(z)dx
T T

Zum Beweis: |pn(x) — ¢(x)] < e fiir n> Ny(e)

b

$|f¢n dﬂﬁ—f@ ) dr| = |f<Pn ) dx — ¢(x)) d$|<f|<Pn )dw — p(x)| do < [ £(No) dx

(b—a)—>0 fur E—>O:f<pn ydz — [o(x)d

T T
Bsp.:
Sei pn(x) = > () = ¢(z) = Zw()EUNIJTCONV() I'=la,b]
k=1 k=1

= Jon(w)de =] > v =2 [ dx—’f@ Jdw = [ 32 vx(x)de

T T k=1 k=1T T k=1
Andererseits gilt aus formalen Griinden: [ ¢, (z Zn: [ () de — f Ui () dz

T k=1T k=11

(Fiir die Zweifler an der Existenz der unendlichen Summe etwas genauer: )
n &) n &)

> k() = 3o P(x) = [ 30 ¢r(x) = Yo ()] <e

k=1 k=1 k=1 k=1

(gleichméssig ~ unabh. von x )

n n ) b
= [ [(X vl zw < SIS di(x) = X Y(x)|de < [edz =e(b—a) =0
T k=1 T k=1 k=1 a
= [ vu(x) dxﬂfzwx dr = [ Y yw(x)de= 3 [ti(z)ds
T k=1 T k=1 T k=1 k=17
Satz: Vor.:

on () = él bi(x) — o) = kizojl Ui (x) € UNTFCONV(I),
I'={a,b], on,Yr(z) €INT

Die Integration ist also gliedweise moglich.

1. Beispiel:

oo .k

P % € UNTFCONV([a,b] C R)
=0
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Sy [ e

2. Beispiel:
cos(k x)

k—i— & bk—i—l ak—i—l

[ee]
Sk+1 KT k) (k1)

€ UNTFCONV([0,27] C R)

cos(k 2, —sin(kx) » =
dx—zi =>0-0=0

k=1 k=1

Vertauschung von Ableitung und Summation — Echangement de somme infinie et dérivée

Satz:

Zum Beweis:

on(T) —
N d on(2) B

lim

on(r+ Az) —

on(r) = p(x) eUNTFCONV(I), I = [a,b]
en(z), ¢(x) € D(I) (diff’bar )

d on(2) . do(x)

Beh.:
Sell dx dx

o(x) eUNTFCONV(I)

pn(r + Ax) — pn(2) ple + Az) — p(x)

— lim =

T Az—0 Ax Ax—0 Ax
(et A~ p(e) . (onle+ Ar) ~ pla + An) + (ple) = ou())

Ax—0

Axz—0 Ax

Wegen der gleichméssigen Konvergenz kann unabhéngig von x dann |¢,(x + Az) — p(z + Az)| < & und

|§0n(x)

x)| < e gewéhlt werden fiir n > Ny (bei gegebenem ¢).

Wir wihlen speziell: & = (Ax?)

| i (Pel AT) — (e A) 4 (@) — gala)

Ax—0 Ax ) )
i 10+ 80— gl + AR lpw) = (@) _ o eHe | (M) + (A
Ax—0 |A$| Az—0 |A$| Az—0 |A$|

= lim 2|Az|=0 =

Az—0

Satz:

d on(2) . do(x)

dx

#n (), (x) € D) (diff’bar ), I = [a, b

on(z) = Z Ur(z), () Z Vi (z) € D (diff’bar )
on(z) € U./\/'I]:C(’)./\/'V( )

Beh.:

L pla) = =3 le) =

k=1 =1

3
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S dinle) _ dole) _

d d &
Zum Beweis:  Nach dem letzten Satz gilt: #n(2) = —Zwk (x) =
k=1

dz dz dz dz
k=1
d (o]
iz I;wk (2)
o d — d — d d
Andererseits gilt aus formalen Griinden: k2=:1 %(x) — Z %(x) = Z %(x) = dz Zwk (x)
k=1 k=1 k=1
1. Beispiel:
[ee]
S(z) = T € UNIFCONV([a,b] C R)
k=0
dS(x) d b &K da LN L =k
T = de 2= T =0tk Z(k—w D7 = S@)
45() k=0 k=0 k=1 = k=0
= =S
e (z)
Andererseits gilt: —e”t¢ = e*t¢
~ Vermutung:
oo .k o Nk 0ok
S(x) = T L ente Zo—zoozlzeozeo+°—ec:CZO:ZJC—;@*
k=0 k! k=0 k! = K
2. Beispiel: (Dieses Beispiel zeigt, wie man einen Ausdruck in verschiedenen Varianten darstellen
kann. )
d In(kr) = d In(kz) = k 1 IS 1, 11N 1,
_Z % :Z_ % :Z k:Z—k__Z(_) ___Z(_) -
dxkzl 2 Pt dx 2 = (kxz)2 =2 T =2 T 202
11 1 1 1
2z 1—%_30 2—%_30
> In(k ) 1 X In(k)
~ X :/de:m(xwrc, czkgl i (@=0~ O)
< In(kz) —In(k) =In(E2 & in(x) =1
= In(z) = kZ::I ok = Z ok Z ok In(z) Z ok — In(z)
k=1 k=1 k=1
3. Beispiel:
Lk
flx)=> - *= —1 ~ Konvergiert (Leibniz).
k=1
o L p(k=1) °
flx)=>" koo = Zx(k_l), x = —1 ~» Konvergiert nicht.
=k &
6.6 Potenzreihen — Séries de puissances
6.6.1 Theorie: Begriffe, Sidtze — Théorie: Notions, théoremes

Der Begriff — La notion
Wir wollen im Moment unter Potenztermen Terme der Form a,, ™ oder bei Koordinatenverschiebung

an (x — ¢)™ verstehen, a, € R.

Definition: Eine Funktionenreihe, deren Glieder alle Potenzterme sind, nennen
wir Potenzreihe.
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&) &)
Bsp.: f(z)= Y apa"=ao+axz+asr®+azzd+..., hix)= > by(z—c)"
n=0 n=0
Konvergenzbereich — domaine de convergence
Satz: von Abel
&)
f(@)= > by(x— )" € CONV fiir z=umg, |c—xo|=d
n=0
I=(c—d,c+d)
Beh.:
&)
f(@)= > by(x— )" eUNTFCONV(I)
n=0
Zum Beweis: y
V(yoende das Dirichle’ggKriterium an auf R
> bn (zo — )" = > p(xo)
n=0 n=0 1 d
an = (=—2)", Jan| = [(=——5)"| = 0 fi L -
To—¢ To—¢ X,-C X X+ ¢ X

rel 0 0 0

(Dirichlet: Seite 198)

Alternative: Wurzelkriterium.
Mit der nachfolgenden Definition kénnen wir jetzt ein denkwiirdiges Korollar formulieren:

Definition: Konvergenzbereich einer Funktionenreihe S(x):

{zeR|S(x)} €eCONV

Korollar: Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ist ein Intervall.

Symbol:
[(a,b]) :=[a,b] oder = (a,b] oder = [a,b) oder = (a,b)

Definition: Sei [(a,b]) = Konvergenzintervall einer Potenzreihe ,

a=c—d, b=c+d
~» r = |d| heisst Konvergenzradius

Berechnung des Konvergenzradius — Calculer le rayon de convergence
&)

Sei f(z)= > bp(xz—c)":=8
n=0

Quotientenkriterium:
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bt (z — )"

bn
o=

b+1|<1 = S E€CONV, o > 1

n

= SeDIV, ¢ =1 = |z —c|:=r = Konvergenzradius

x—c)|- lim |
n—oo

= 7. lim |2 =1, r= lim |——|
n—oo by, n—00 bn+1
Satz: Vor
r = Konvergenzradius von
[ee]
f@) =2 bu(z—o)"
n=0
. bn,
Beh.: r= lim | |
n—0o0 bn+1
00 n 1
1. Beispiel:  f(z)= Y — = r= lim —2— = lim (n+1) = o0
n—=0 n! n— oo n— oo

(n+1)!

x 1
2. Beispiel:  f(z)= Y (x —¢)" = r= lim —= lim 1=1

n=0 n—oo 1 n—00
3. Beispiel:
= 22)" 2 1 1 1 1
f(x)ZZ(—l)"“-—( 7) = r= lim -2+ = lim n+ — lim = 4+ — ==
n=1 n n—oo CESY) n—oo n n—oo 2 2n 2

Sétze iiber Potenzreihen — Théorémes sur les séries de puissances

Satz: Vor.:
Geg.:
o) o)
S(a) = > an(x—c)", H(x)= 3 bn(x—c)"
n=0 n=0
Konvergenzintervalle

Is, Iy, I =1IsNIy

Beh.:

Dann gelten die folgenden wichtigen Aussagen:

1. Wichtig:

la,b] C Is = S(z) € ABSCONV([a,b]) N S(z) € UNTFCONYV([a,b]).
Ebenso fir H(zx)

(Bew.: Direkte Folgerung aus dem Quotientenkriterium .)

2. Grenzwertsatz von Abel:

Eine Potenzreihe ist im Konvergenzintervall stetig:

n n
lim f(z) = lim (lim Y a-(x —¢)*) = lim Y lim a; - (z —c)*
T—xTg T—To N—00 [ n—00 1 T—To

n

= lim 3 ax - (zo — )% = f(xo)

N0 =1
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(Bew.: Direkte Folgerung aus Satz iiber die Limesvertauschung und Stetigkeit von Funktionenrei-
hen, denn ¢, (z) = ay, - (x — ¢)* € stetig (vgl. Seite 199). .)

3. Differenzierbarkeit:

Eine Potenzreihe ist im Konvergenzintervall gliedweise differenzierbar:

Stellt eine Potenzreihe eine differenzierbare Funktion dar, so ist sie im Konvergenzintervall
gliedweise differenzierbar:

dean-x—c Zan n-(x—c) -1

(Bew.: Der Differenzenquotient z.B. von S(z) ist fiir # # ¢ stetig. (S(z) in Ig stetig!) Summation
und Differenzenquotientbildung kann hier somit vertauscht werden, was eine Reihe der Ableitungen
der Terme ergibt. Man rechnet sofort nach, dass diese den Konvergenzradius beibehélt. Daher ldsst
sich jetzt der Limes des Differenzenquotienten auch fiir S(z) bilden. (Vgl. auch Seite 201.) .)

4. Gliedweise Integrierbarkeit:

Eine Potenzreihe ist im Konvergenzintervall gliedweise integrierbar:

(-t

I

&Mg

o0
o) dr — )
(x — )" dx szan i

(Bew.: Potenzreihen sind im Konvergenzintervall stetig. ~» Direkte Folgerung aus entsprechendem
Satz fiir Funktionenreihen (vgl. Seite 200). .)

5. Gliedweise Addition:

118

&)
an - (x—c)" £ > by (x—c)" =
1 k=1 k

118

S(z)+ H(z) = (an £by) - (z — )"

k 1

in I=IsNIy

(Bew.: Direkte Folgerung aus entsprechendem Satz fiir Funktionenreihen (vgl. Seite 192 .)

6. Multiplikation nach dem Distributivgesetz:

MX
118

S(x) - H(x) (Zan'(x—C)( by (z—0)") =

1 k

gn-(x—c)", gn = o bp + a1 by_1 + anbo
in I =IsNIgy

k 1

(Bew.: Direkte Folgerung aus entsprechendem Satz fiir Funktionenreihen (vgl. Seite 193). .)

7. Division:

18

ap - (x —c)"

Il
-

wieder Potenzreihe, jedoch in der Regel mit eingeschranktem
by - (x —c)”

H(c)#0 = G(z) =~

18

=~
Il

1
Konvergenzintervall
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S(x)
~»  Koeflizienten der Potenzreihe, vgl. spater Satz iiber die Berechnung der Koeffizienten einer
Potenzreihe .)

(Bew.: S(z),H(x) € D>® = € D> (D°: unendlich oft diff 'bar )

. Umkehrfunktion:

S(z) = f(z) lokal bijektivin U.(c) = f~!(x) wieder als Potenzreihe schreibbar
df(z)~! 1

(Bew.: Wegen: = , spaterer Satz iiber die Berechnung der Koeffizienten

dx d(f(2)
dz

=1
einer Potenzreihe .)

Damit wissen wir einiges {iber den Umgang mit Potenzreihen. Wie man aber zu sinnvollen Potenzreihen
kommt und wie ihr Graph verlduft, ist nach wie vor unklar. Noch interessanter aber ist folgende Frage:
Lésst sich eine klassische, einfache transzendente Funktion wie z.B. f(x) = In(z) auch als Potenzreihe
schreiben?

6.6.2 Praxis: Potenzreihenentwicklung — Pratique: Développement en séries

de puissances

Problem:
Geg.: f:z+— f(x)

Ges.: S(z) = ki::l ap - (x—c)", I mit f(z)=5(x) in I

Potenzreihenentwicklung des Logarithmus — Développement du logarithme en séries de
puissances
Sei  f(z) =In(x)
1 2 n—1 n
Bekannt: |7] <1 = ﬁ=1+T+T + . T T oy,
1
Tn=T"+1+T"+2+...=T"+1(1+T+72+...):T"'H(l )
-7
1
= —— =1+7+7+. A" T (—)
L—7 1—-7
x+1 x+1 x
1 et 1 1,
= gchf:ln(ﬁﬂ1 =ln(x+1)—In(l) =ln(z+1) A ?dtzlt:t*+1 t*—i—ldt
1 1 0
—x 0 0
_ L (C)ar= L (har= [ dr—m@e)
Tler=r —7+1 = -7 +1 = 1—7 T
0 —x —x
0 0
:m(x—i—l):/ de/1+T+7'2+...+T"_1+T"+7“nd7'=
-7
2 3 N n _36 2 3 n
T T T x x T
0 o o 0( o .
T —t t
R, = dr = dr = —1)dt = (—-1)" dt
L et O e e
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2 3 n n
, , t
= 1n($+1):x—%‘i‘x——---'i‘(_l)n_lx_""Rn; Rn:(_l)n / dt
0

3 n 1+t
~» Potenzreihe, falls Restglied R,, — 0 .

~» Restglied untersuchen!

€T

T gn f/n-‘rl v x”'H 1
1. 0,1 R, = dt < [ tmdt = = _<«— 0= R,—0
el0.) (R =] s [ra= T =T e -

R
€T t‘rb ) t‘rb ) t‘rb
2 2 (10 Rl =|] o a < | [1Tla <) [T arl <
0 0 0
1 x
<l felar
y tx
0
t 1 |tn+1| -
: : » L2
- 0
1 x |0 X Sl

= R, —0 fir z€(-1,1)

Satz: Vor.:
z € (-1,1)
Beh.:
2 3 X _n
T T T
1 1) = _ - - 1 n—1 — L
nr+l) =z -4 - ()T =)
n=1
2 3 n
T T 1z .
1n(x+1):x—?+?1—...+(—1)" 17+Rn mit
€[0,1) = |R,| < ——
2€0,) = [Ral < —
1 xn—i—l
€ (—=1,0] = |R,| <
2 € (-10] = Rl I3
Konvergenzradius:
1
= 1 1
r= lim = Jim 2= lim 2 = Jim 14 - =1
n—00 bn+1 n—00 o n—oo N n—00 n
~ x € (—1,1) wie vorausgesetzt .
Potenzreihenentwicklung von Polynomen — Développement des polynémes en séries de

puissances

Um eine allgemeine Entwicklungsformel zu gewinnen, mit der sich die erwdhnten Funktionen als
Potenzreihe schreiben lassen, ist es ratsam, die Sachlage erst fiir die einfache Klasse der Polynome zu
studieren.
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Geg.: Polynom p(z)

plx)=ao+az+aax®+.. . +an_ 12" +a,z" p(0) = ag

p(r)=a; +2ax+3az2®>+...+na,z"* P(0)=a =1a;

p'(x) =2as +3-2a3x+4-3ag2®+...+n-(n—1) a, 2" ? p"(0) =2as

p3 () =3-2a3+4-3-2a42+...+n-(n—1)-(n—2)-a, -z"3 p3(0)=3-2-a3=3""a3

Lemma: Vor.:

p(x) :aO+a1$+a2x2+...+an_1x"—1+anxn

Beh.:
(n)
p™(0)
ap =
n!
© (0 Mo )0 (o
p p p p
= ple) = 0!( Ly 1!( Lot 2!( Lot (n)(!)xn

Ausdehnung auf andere Funktionen — Généralisation pour autres fonctions

Nun wollen wir den Versuch wagen, dieses Lemma auch auf andere Funktionen auszudehnen.
Gegeben sei: fe DI, zocl, x=xg+hecl
Ansatz:

f(@) = ao + a1 (x — x0) + az(x — 20)%> + ... + an_1(x — 20)" ! + an (x — 20)" + Rp(w,20) =

fOxo) | fM(20) f® (o) 2 Fr D (o) w1, £7(0) n
0! + 1 ($—$0)+T($—$0) ++W($—$Q) +W($—$Q)
Tn(z,20)

+RTL (x) xO)
Dieser Ansatz ist eigentlich blos eine Definition von R, (x,zo) := f(x) — T (z,20) und somit immer
richtig.
Definition: Ry (z,20) = f(x) — Tn(x,20) heisst Taylorpolynom oder

»3chmiegeparabel* n—ter Ordnung .

~» Problem: Abschitzung des Restgliedes Ry, (z,z¢) . ~ Ry (z,z0) 5 0 fiir 7 — oo

Trick: Sei R,(z,x0) = f(z) — T, (z,x0). Halte x als Parameter fest, verdndere jedoch xg:=1¢ .

> xz=uwx¢:=t: Ry(x,t)=f(t) —Ta(t,t)=f(t)— f(t) =0
xeUs(t), ® —=t=ax0~ f(x),Ta(t,t) stetig = R,(x,t) stetig
= Ru(z,t) =0 fir z—t

> Ry(z,t)
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, ) ) A0 n
F@) =[O+ () (z =) + = (x—t)2+...+m(x—t) by ol (x—t)")
(Produktenregel )
7 3
~ %Rn(x,t) =0—f()+ @)= f"t)(z—t)+ f2(!t) 2 (z—t)— f2—('t) (-t + ...
f(n—l)(t) o f(n) (t) o f(")(t) o f("+1)(t) N
—i—m(n—l)(x—t) Q—W(.ﬁ—t) 1+W7’l($—t> 1—w($—t)
d (n+1) T d o
5 S Ra(o,) = _fT)!(t) (@ — 1), /aRn(x,t) dt = Ry(z,1) |- = Ry (2, 20) — Ro(2, )
x ¢ =0
0 ) (n+1)
= R,(z,x0) = / %Rn(x,t) dt = — / fT)'(t) (x —t)"dt
z f(n+1)
Lemma: R, (z, x0) :1{ fT)'(t) (x —t)™dt
Seil x=uwx9g+h, t€[rg,x0+h], t=x0+0
it g0 1) .
= R,(z,x0) = J W (xo+h—2t)"dt =
h
zo+v=x0+h f("+1)(x + ) N f(""‘l)(x + v) N
" T et d“ZO/TnO“H” "
Mittelwertsatz: (n41) N L\ 1) e D) N
e Rule,a0) = % (h—xhyrn = LZAD = R
~» Abschéitzung von Cauchy
Eine andere Abschitzung hat Lagrange gegeben. ~-»
Satz: Vor.:
feDI(I), 2o l, x=x0+hel
Ry (z,20) = f(z) — Tn(z, x0)
Beh.:
_ \\n pn+1l p(n+1)
3)\6[0,1] : Rn(xaxo) = (1 )\) h ({l)' (xo +)\h) (CauChY)

Bt PO (o + i)

1) (Lagrange)

Juep] + Ru(z, m0) =

Konsequenz: Will man f(z) durch Taylorpolynome T,,(x, z() approximieren, so ist der Fehler von

der Grossenordnung C'(xg, h) - (ZWTT)' Bekanntlich gilt: (ZWTT)' — 0 fiir n — oo. Ist [f D (zo+ph)| < M

in I, so gilt auch R, (x,2z¢) — 0 mit © — xo.

1. Beispiel:  (sin(x))™) = +sin(z) oder = +cos(x)
= Voen|(in(z) M| <1 = Veer sin(z) =z — == + =~ — == +...(€ CONV)
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2. Beispiel: ~ Sei M € R* beliebig (e*)™ =e* € (0, M)
2 .3 4

fir 2 <In(M) = VYpen|(e®)™| <M = Viege® —1+x+x—+§+z+ (€ CONV)

Analytische Funktionen — Fonctions analytiques

Sei f eine reelle Funktion .

Definition: f(z) heisst analytisch (analyt ,
f € analyt) = Fscp+ : Ru(x,20) — 0 fiir n — oo,
x € Us(xo)

Konsequenz: Analytische Funktionen besitzen in Us(x) eine konvergente Potenzreihendarstellung:

%4k (4
fy =3 T g

k=0
Definition: Die Potenzreihe einer analytischen Funktion heisst auch Taylor-
2 f®)(xo) K
reihe ~ Y ————= . (z — o)
=

Fiir 2o = 0 redet man auch von einer Mac Laurin—Reihe.
Problem: Konvergenzintervall = ? D.h. wo ist R, (z,x9) — 0 fiir n — o0?

Beispiele analytischer Funktionen — Exemples de fonctions analytiques

1. Beispiel:  f(x) = p(x) 2 wo=1
2 I( p( 2 2 2
= f(z) =2 =p(1) ( 1)+ (x—1) +0:1+2(x—1)+%(x—1)
o0 0 o0 0
2. Beispiel: flx) =¢€* 20=0, x =h = f(x)=_¢" +—x+e—x +§x +. +%x"+
n+1 xn—i—l.ew n+1 c(x) ’
R Rn(x,0)| = |01 < < 0
(@.0) 1Rule.0)] = |2yl < | T < 1 s =
fir n — o0
(o)
1
:f()—l—i— x—i——x —i—gx +Ix+ Exk
k=0
3. Beispiel: f(x):el‘ xO:o
(o)
1
= f(z )—1+—x+—x +§x +4 +...=Zﬁxk
k=0
d d K1 > d 1 “kk
I i -t = )
de d;k gdk gm '”+Z
(o) (o)
1 - .
S e oY e ey
k=1 k=0
4. Beispiel: f(x):el‘ xO:o
(o)
1
= f(=z )—1+—x+—x +3 z® +4 +...=Zﬁxk
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1
= [etae= [ Y it /_tkdt Z ST S S
. !
) ) i par k! k:+1 O(k:+1).
— 1 — 1
zzgxk:—l—l—Zchk—e —1=e"-¢ = /e dt = e* — ¢°
k=1 k=0
5. Beispiel: . (=) -cos(z) n=2k+1, keN
. f( )(x) _
f(z) = sin(z) (=)™ -cos(z) n=2k
-0 : -0 -1 _ 0 o 1 3 0 4 15 _
29 =0 = sin(zg) = 0, cos(zg) =1 = f(x)—O—l—ﬁx TR +Ix +ax — .=
+1
lx—lx +lx5—lx —i—lx — ., |f™(x)] < 1(sin,cos) = |Rp(z,0)| < o 0Vaeer
TR 5! 7! 0! = ’ A PR Y
PR | 1,1 L g
= f(x) = sin(z) Fx—yx —i—gx —ﬁx +§ — ...
1 1 =1 — 1
6. Beispiel: f(x):cosh(x)z5(@’—1—@_’):§(Zyxk+z—|(—x)k)
k=0 k=0
1 & o+ (—z)F 1 > (14 (=1)%) -2k 1 — (2) - x%* 2, g2k
2];0 [ 21;0 [ 2];0 (2F)! cosh(a) kz::o(zk)!
7. Beispiel: Binomische Reihe
fk)(zo)
fl@)=>0+z)", reR, z9=0, asz:?
~ f(k)(“)=7“-(7“—1)-(7“—2)-...-(7“—1%—1—1)-(1—1—30)’“_’“:7“-(7“—1)-(7“—2)-...-(7“—I<:+1),
ny n-(n-1)-n—=2)-...-(n—k+1) n!
k) n! Kkl (n—k)!
S\ - =1)-(r=2)-...-(r—k+1) _f®@)
= Def.: (k’) = x = ap = T e
= [
= =3 ()
k=0
n+1
z € (0,1) = |Ru(z,0)] = (§+1)! (=) (r—2) s (r =) - (L o)
g rr=1)-(r=2)-...-(r—n) e
(14 payr - antt L A i < o) e g n > = [Ruf@0) = 0
Cmsin@) [ 1, 1. 1. 1, B
8. Beispiel: flx) = { ; dt = /E'(t_ﬁt +at _ﬁt +§t — ..)dt =
0
[ 1 1 1 1 1 1 1 P
1oLyl L, L dt=1t— t3 > — t7 ) —
/( 3! +5' 7! +9! ) 3-3! +5 5! 7-7! +9 9! |0
0
isin(t) B 1 5 1 5 1 1
- / T T R R DY TR
0
9. Beispiel: %—arctam( ), Rechnung
. oo 22k
—r- 4+ L =Y (- i <
~» arctan(z) = x 3 + 3 - + kz::o( ) hrl (fur |z| <1
1 1 1
4 (1=t
~> T ( 3+5 7+ )
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10. Beispiel: fe_t2 dt =7

0
(keine elementare Stammfunktion )

o RSN RNt [ 1 2k 1 2k
~ fetdt=[ 3 = (—t?) dﬁ:/2—|(— 2Rt = Z/— —1)* 2k at
; 0 k! — ! =
(o]
:Z;( ﬁ2k+1| Z (—1)k g2k
£k 2k + 1) Kl 2k;+1
—t? k 2k+1
= =S — (-1
/e Zk;!-(2k:+1)( ) e
0 k=0
11. Beispiel:  Ein Problemfall:
0.4
—37 0
flx) = { 8 xf 0.3
T =
. 0.2
(@)= ——, lim f'(z) =0
z—0 0.1
4e 2 6e =2 I
fia) = 26 PR lim f (135) =0 1 0.5 0.5 1
24e” 27 36e” 22 e =2
" _ . " _
) = 2 - BT BT i ) =0

4 - (4)
f( )( ) xﬁ $8 xlo $12 ;I_%f ( ) 0
f(")(x) =..., 1ir% f(")(x) =0
Tr—

= fm(0 — 0
~ f(x) = 0 " = Z — 2" =0~ Widerspruch!

F0)

Grund R, (z,&) = )

Y>>, 16 e(0, z), 2 <<1

~» Potenzreihe konvergiert nicht!

Anwendungen — Applications

Potenzreihen sind zweifellos wichtig zur approximativen Berechnung numerischer Funktionswerte
irrationaler und transzendenter Funktionen.

1
Bsp.: sin(0.5) = 77105 5 0.5% + 5 0.5° — ﬁ 0.5” + g 0.5 — ...~ 0.479426

!
Eine andere Anwendung ist die Linearisation: z € Us(xo) = f(z) =~ f(éc'o) Az —m0)° + % Sz —

z0)" = f(zo) + f'(x0) - (z — o)

Allgemein versucht man also, eine Funktion durch die Anfangsterme ihrer Potenzreihe zu ersetzen. Die
Genauigkeit nimmt dann in der Regel ab mit |x — zg].
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Bsp.: |z| <1

1 1
= — =1 a4+~ =
T T T0.0001 - 0.9999

~ 1+ 0.0001 = 1.0001

Hier ist eine Potenzreihenentwicklung allerdings nicht notwendig, da es sich um eine geometrische Reihe
handelt.

1 1
Bsp.: =——cCO = 1
P+ T 1—q€ NV, |q] = |z] <

1 a 1 1 1
Sei 0, = = . , : c CONY,
e a7 1+ a(l4+2) a 1+ “_Z“ 1+ “_Z“

lg == <1, |z —a+1|<a, z€(-1,2a—1)

.
Bsp.: [t sint?dt =7
0

Aufgabe: Berechne 8 zéhlende Glieder der Potenzreihenentwicklung.

t15 t13 tll t9 t7 t5 t3
SN~ 307674368000 T 6227020800 39916800 T 362880 5040 120 6 T
~ t3sint? ~ — £ + £ — a + o — ¢ + ﬁ _ ﬁ 40
1307674368000 ' 6227020800 39916800 = 362880 5040 120 6
~ jt3 it e e .\ 230 _a® .\ 22 g .\ L4 _x_10+x_6
/ 44460928512000 ' 186810624000 1037836800 ' 7983360 90720 ' 1680 60 ' 6

Landaus ’O’-Symbol — Le symbole O’ de Landau

In der Praxis setzt man zur Berechnung von Werten transzendenter Funktionen mittels Potenzreihen
iiblicherweise Computer ein. Dabei ist es notwendig, die unendlichen Reihen durch endliche Reihen
(Taylorpolynome) zu ersetzen. Fiir den Verweis auf die weggelassenen Terme verwendet man in der
Literatur tiblicherweise das Symbol O’ von Landau:

oo f£(k) n (k)
Symbol: kgo fT(!xO) (x— zo)F = kzz:o fT(!xO) (x— zo)* + Ry (z,x0) :=

z”: % (x— xo)k + Olx — xo]"'H, R, (z,x0) := Oz — xo]"'H
k=0 ’

O’ steht dabei fiir ,Ordnung® (O[z — x9]" "' ~» Potenzen der Ordnung (Polynom vom Grad!)
mindestens n + 1).

Gegeben seien zwei Folgen (a,,) und (b, ). Allgemeiner definieren wir:

Definition: (an) = O(bn) & (Aper+ : |Z_n| < M)
n

(an) = o(bn) & (32 —0)

n

Bsp.:
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1. (n® —4n?+5n+9) = O(n?)
2. (n3 —4n?+5n+9) = o(e)

Wichtig:

7Z.B. Mathematica verwendet auch dieses Symbol! Fiir die Rechnung mit Reihen muss es unterdriickt
werden. Dafiir existiert der Befehl ,Normal® .



Kapitel e Chapitre 7

Differentialrechnung im
n—dimensionalen Raum — Calcul
différentiel dans ’espace a dimens. n

7.1 Funktionen mit mehreren Veridnderlichen — Fonctions a
plusieurs variables

7.1.1 Beispiele — Exemples

Funktionen mir mehreren Variablen sind uns schon o6fters begegnet. Eine Belegung der Variablen mit
Werten entspricht hier einem Punkt (z1,zo, ..., z,) € R™.

1. Beispiel:  Ep,(m,h)=g-m-h

2. Beispiel:
ispi n

Volumen:
V(z,y,2) =w-y-2 (x,y,2)

V<

X

3. Beispiel:  Lokale Temperatur beim Erwérmen eines Korpers: T = T(x,y, z,t, p)

y 24 1)3
4. Beispiel: [,y z,w) = Qxe —Z(f - _)y+_z
(2? +w?)? Y et

5. Beispiel:

w= f(x,y,z) = \/sin(e*t¥* — 2) - cos(z — z)

215
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6. Beispiel:
flay) =2=(0 -2 —y?) (@ +y* - 4)

Offensichtlich ist im letzten Beispiel f(x,y) € R, wenn r = /22 4+ 42 <3 A r = /2?2 + 4% > 2, d.h
r € [2,3]. Der Definitionsbereich ist somit ein Kreisring um den Ursprung. Man kann nachrechnen,
dass das Intervall [0, 2.5] der Wertebereich ist. Bei Standardfunktionen mit nur einer Variablen hatten
wir normalerweise Intervalle als Definitionsbereich. Diese einfache Situation ist hier nicht mehr gegeben.

Bei den Wertebereichen hingegen ist die Situation nicht anders als bei Funktionen mit nur einer Variablen.
Wir treffen hier wieder Teilmengen C R.

7.1.2 Definitionsbereiche — Domaines de définition
Normalerweise wollen wir Funktionen betrachten, deren Definitionsbereich Gebiete C R™ oder Vereini-

gungen von solchen sind. Den recht anschauliche Begriff |, Gebiete* schrinken wir wie folgt ein:

Definition: Eine Menge G C R" heisst offen, wenn es zu jedem Punkt P € G
eine ganze Umgebung gibt, die ebenfalls ganz in G drin liegt.

Zur Erinnerung: n—dimensionale Umgebungen sind n—dimensionale Kugeln ohne Rand (offene Kugeln):
Ur(Po) = {P(z,y,...) €ER™ | [PPo| = \/(z —20) + (y —90)? +... <7}

Definition: Eine Menge G C R™ heisst zusammenhiingend, wenn sich zwei
verschiedene Punkte € G immer durch eine Kurve verbinden
lassen, die ganz innerhalb von G verlauft.

Definition: Eine offene und zusammenhéingende Teilmenge G C R™ heisst Ge-
biet. Der Einfachheit halber wollen wir hier fir G C R", n > 2
ebenfalls ,,Gebiet“ sagen.

Ein Gebiet heisst endlich, falls es ganz in einer n—dimensionalen
Kugel mit Radius » € R Platz hat. Andernfalls heisst es un-
endlich.

Fiir das weitere Verstindnis der Sache betrachten wir endliche Gebiete G C R2. ,endlich“ bedeutet,
dass ein solches Gebiet berandet sein muss.Wegen der Offenheit kann aber der Rand OG nicht zu
G gehoren. Der Rand wird uns nun Probleme bereiten, falls wir keine Einschrankungen machen.
Man denke z.B. an den Fall, dass ein Stiick des Randes aus einem ,unendlich dichten Kamm®“
besteht, d.h. eine Funktion, die in den rationalen Punkten O und in den irrationalen 1 ist. Sowas ist
sehr unbequem beim Arbeiten. Wir betrachten daher immer nur Gebiete mit ,verniinftigem Rand*
, d.h. Randkurven, die sich durch verniinftige Vektorfunktionen beschreiben lassen. Daher sagen wir hier:

Definition: Eine Kurve heisst glatt, wenn die zugehorige Vektorfunktion dif-
ferenzierbar ist und gilt: v/(¢) # 0.
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Eine Kurve heisst somit glatt, wenn der Tan-
gentenvektor existiert und nicht abrupt die

y

Richtung dndert. Das Profil eines Igels wiire

demnach nicht glatt. mw
N ~

Definition: Wir nennen hier ein Gebiet endliches G C R? ,,verniinftig®, wenn
die Randkurve stiickweise glatt ist.

Wir wollen fortan hier in unserem Rahmen unter ,,Gebieten“ immer verniinftige Gebiete verstehen, wenn
9 )
wir das nicht ausdriicklich sagen.

Analog gehen wir vor im R™, n > 2 oder wenn sich das Gebiet in irgend einer Weise zum Teil ins
Unendliche ausdehnt. Im R3 z.B sind dann die Rénder im endlichen ,verniinftigen“ Fall geschlossene
Flachen.

Definition: Falls man in einem Gebiet G C R? zu zwei Punk-
ten alle Verbindungskurven ineinander deformieren kann, ohne
das Gebiet zu verlassen, so nennen wir das Gebiet einfach
zusammenhingend. Andernfalls heisst es mehrfach zusam-
menhingend. Analog fiir G CR", n > 2

Im mehrfach zusammenhéngenden Fall gibt es
Locher im Gebiet! Y

7.1.3 Funktionstypen — Types de fonctions

Bei den Funktionen mit nur einer Variablen sind die Funktionstypen ausfiihrlich beschrieben worden. Wir
wollen hier dieselben Bezeichnungen verwenden. Da kaum Missverstdndnisse moglich sind, wollen wir da-
rauf verzichten, die Klassen explizit zu definieren. Zur Erkldrung der Klassen lassen wir Beispiele wirken:

1. Lineare Funktionen im R™:
flrr, 22, . xn) =121 + @22+ ...+ @ Ty + Qg
Speziell im R3:

flz,y,2) =Az+By+CZ+ D
flz,y,2) = Ax+ By+CZ+ D = const. ~ Ebene !

2. Quadratische Funktionen im R":
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f(.]?l,xg,...,.]?n)2041.17%4-...4—0(”.17%+ﬁ1$1$2+...+ﬁjxn_1xn+’)/1$1+...+’)/nxn+50
Speziell im R?:

fr,y)=A2>2 +Bay+Cy*+Dax+Ey+F

3. Polynome mit mehreren Variablen:

Z.B. ein Polynom mit zwei Variablen vom Grad n:

fl@,y) =ana™ +on 12" ty+. a0y + Boora™ T + Buox™ 2y 4+ oy 4
et T+ ey v

Kiirzer geschrieben mit Doppelindices:
n .
fla,y) = > apa’yt

i,k=0
i+k<n
Allgemeiner:
n
1 kj
f(xl,xg,...,xj) = Z akl,...,kj x’f -...-ij
kl,...,ijO
kit...+k;<n
4. Gebrochen rationale Funktionen im R":
7.B. mit zwei Variablen:
ar+[By—+7
T,y = ————
H@y) dx+ey+C
5. Beliebig zusammengesetzte Funktionen im R™:
7.B. mit zwei Variablen:
1
f(z,y) = sin(z - y) — In(sin(z?) — y* - COS(M))
T—y+2

7.1.4 Aspekte der Darstellung — Aspects de la représentation
,» Verniinftige Funktionen* mit zwei Variablen — ”Fonctions raisonnables” a deux variables

Sei  f:(x,y) — z = f(z,y) ,,verniinftige Funktion*

~» Definitionsbereich: verniinftiges Gebiet. Keine Spriinge, keine Pole, keine Definitionsliicken, glatt,
wie es schon von Funktionen mit eindimensionalen Definitionsbereichen bekannt ist (fiir n—dimensionale
angepasste exakte Definitionen vgl. spéter).

n=2
~» Das Bild des Graphen ist eine Fliche im R3.

Begriffe:
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Allfallige durch z = f(x,y) = const. definierte
Linien heissen Hohenlinien oder Niveaulin- Variante 1 z
ien

Entsprechend reden wir bei f(z,y,z) von

S
Niveaufldchen und bei f(z1,z2,...,x,) von
Niveauhyperfldchen. Variante 2
Schreibweise:

fz1,22,...,2n) = f(P), P=P(z1,22,...,2,) € Dy CR"

Die Projektion der Hohenlinien auf die zy—Ebene ergibt die Hohenlinienkarte (Contour—Plot).

Beispiele — Exemples

© 1. Beispiel:  f(x,y) =42 —2y+6 =z = const. =c
4 6 —
= y=%=2x+(3—g)«» Geraden

© 2. Beispiel:
2= fla,y) = 2% + 3
Hohenlinien: Kreise
Tr = ¢ = const. = z=c+y2
~> Parabel

© 3. Beispiel:  z = f(x,y) = 2% — ¢?

Plot3D[x*2-y*2, {x,-4,4},{y,-4,4}); ContourPlot [x*2-yA2, {x,-4,4},{y,~4,4}];

© 4. Beispiel: 5. Beispiel:

2= f(x,y) = /22 + 12 f(z,y) = sin(zy)

219
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Plot3D[Sqrt[x*2+y*2], {x,-4.4},{y,~4,4}]; Plot3D(Sinlx y], {x,-4,4),(y,-4,4}, PlotPoints->50];

© 6. Beispiel: z = f(x,y,2) = 2% + y? + 22 = const. ~ Die Hyperflichen sind konzentrische
Kugeln.

7.2 Stetigkeit — Continuité

7.2.1 Das neue Problem — Le probléeme nouveau
Bsp.:
w
. ry
S =Y D,
@)= g
f(X,, ¥o)
Es ist:
Ty x . Y
24+y? a2 hy? a2 y?
Ty . 1 . Ty 1 . .
== cos(p) - sin(p) = 3 -sin(2 ) ~ 2rE 2 -sin(2 p) == g(p)
Sei x=z0#0 = f(zo,y) = f1(y) =y-2x702—>0 fir y —0
To+y
Sei y=90#0 = f(z,9) = folx)=y- 2y0 5 — 0 fir z—0
T+ Y5

1
g):§-sin(7r)—>0 fir y — 0

1
Sei y=yo=0 = f(x,yo):g(O):§-sin(O)—>0 fir © —0

Sei t=20=0 = f(x0,y) = g(

Jedoch:

Sei r=y = f(x,y):g(%):%-g:% 4= 0 fir z=y—0
Konsequenz:
(x,yl)go,o) hingt vom Weg ab, auf dem (z,y) vi o
gegen (0,0) geht . % /—-;,2'
X
%

Entsprechend im R™ fiir
P(z1.22,...,24) — Po(x1y, T2gy - - -y Tny)
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7.2.2 Stetigkeitsdefinition — Définition de la continuité

In einem Punkt — Dans un point

Daher wollen wir eine Funktion mit Dy C R"” )

stetig nennen, wenn limp_,p, existiert und (Q GCR?
nicht vom Weg ~ abhéingt, auf dem P gegen Cx f(P)

P, strebt. >V

G ~.P
)/ UJ(F(,)@>{\6

Definition: f(P) stetig in Py

& Vyppy  Jim f(P) = f(Po)

sEpsilontisch®: ... & Ves03550 Vpeusp) @ f(P) € Uc(f(Fo))
oder [f(P)— f(P(o)] <e

Bemerkung: Fallsnur lim existiert, jedoch f(P) # f(Py), so ist f nicht stetig,

—

obwohl der Grenzwert fiir P — Po existiert.

Schreibweise: [ € stetig(Py), f € C(Fo)

In einem Gebiet — Dans une région
Definition: f stetigin G CR" & Vpeaf eC(P)
Bemerkung: (Zu abgeschlossenen Gebieten )

Sei G =GUIG

_ |z
f stetig auf G =
o stetig in G A f stetig auf G (@

dh. PedG = lim f(P)=f(P)
P—P
PEUPOI[’)TG‘

Bsp.: f(z,y) =1—22 —y2=1—12
= Dy = Kreis K,—1((0,0)) = {(z,y) e R* [ 2? + y* < 1}

Formal hat sich hier gegeniiber der Stetigkeitsdefinition von Funktionen mit nur einer Variablen
nichts geéindert. Nur die Bedeutung von P sowie die Abstandsdefinition (PPp) ist jetzt eine andere
(P € R?). Daher lassen sich die Stetigkeitssétze von Funktionen mit einer Variablen formal {ibertragen.
Bei den Beweisen dndert sich nur die Art der Distanzbestimmung sowie die Umgebungen, die jetzt
n—dimensionale Kugeln statt Intervalle sind.
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Satz: Vor.:

f(P), g(P)eC(P)resp. € C(G)
Beh.:

1. f(P) £ g(P) € C(P) resp. € C(G)
2. f(P)-g(P) € C(P) resp. € C(G)

3. Speziell:
f(P)-AeC(G), NeR

4. g(Py) #£0 = % € C(Py) resp. € C(G)

Sei

Satz: Vor.:

g € C(Py) resp. € C(G),
f EC(QO)) QO ZQ(PQ), g EC(H)a H:g(G)

Beh.:

fogeC(Py) resp. € C(Q)

Seien g(z) = p1(z), h(x) = p2(z) Polynome mit einer Variablen

Bekannt: g(x),h(y) €C
~» Wegen obigem Satz: g(x) £ h(z), g(x)- h(z) €C.

Weiter: h(yo) #0 = MEC, y=1yo, TER
h(z)

Als Konsequenz ergibt sich dann das folgende Korollar:
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Korollar: Vor.:

p(x1, 22, ..., 20), q(x1,22,...,2,) Polynome
q(x1,22,...,25) #0 in G

Beh.:

> p(xy, x2,. .., &n), q(z1,22,...,2,) € C(Q)

> F(r1,79,...,T,) = @1, 22, Tn) € C(G)
q(x1, T2y .y 2y)

Beispiele:  Unstetigkeiten entstehen oft durch Definitionsliicken, wie die folgenden Beispiele zeigen.
Wie bei Funktionen mit nur einer Variablen sind diese Unstetigkeiten manchmal hebbar, manchmal
aber sind sie es nicht (Pole oder Funktionswerte unbestimmt):

1

C fi = -
x—i—yg ir = Y

1. 1. Beispiel:  fi(z,y) =

1
2. 2. Beispiel:  fa(z,y) = sin(ﬁ) ¢ C(0,0) (fir z=y=0)

Y2
. .o Tty
3. 3. Beispiel:  f3(z,y) = sm(m) ¢ C(0,0)

1
4. 4. Beispiel:  fy(z,y) = = T ¢ C(0,0)

<8

Beispiel einer stetigen Fortsetzbarkeit:

f5(@21) sin(z - y)

y) = ———= ist nicht definiert fiir -y = 0.
x-y
Die Substitution z := x - y zeigt aber die stetige Fortsetzbarkeit fiir z :=z -y — 0:
sin(z -y sin(z . . ) . .
folx,y) = ——=:=g¢(z) = — 1 fir z — 0 (Funktion mit nur einer Variablen. )
x-y

Dabei spielt es keine Rolle, auf welchem Weg x - y gegen 0 geht.

Konsequenz: Seien :

p(P) = p(x1,x2,...,2n),¢(P) = q(x1,z2,...,2,) Polynome
p(P) = pi(P) - h(P), ¢(P) = q1(P) - h(P), p1(P),h(P),q(P) Polynome mit pi(Fo) # 0, qi(Fo) #
0, h(Py) =0
o _p(P) _pi(P)-h(P) _ pi(P)
Dann gilt: f(P) = a(P) - q1(P) - h(P) - ql(P)lp#h
p1(P)  pi(Po)

= lim = lim existiert

P—py, P—Py q1(P)  qi(Pp)

~ f(P) in Py stetig fortsetzbar
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Falls also gebrochen rationale Funktionen in Zdhler und Nenner eine Nullstelle in Py derselben Vielfach-
heit haben, so ist die Unstetigkeit dort hebbar.

229 —ay® +xy?
2292 + 21 92

Bsp.:  f(z,y) = ¢ C((0,0))

22?2~z +xy? Pz —y+1) r—y+1 z—y+1
) = - = : € C((0,0 ,y) stetig i
f(z,y) 2292 + 27 2 zy? (z+2) z 12 19 ((0,0)) ~  f(z,y) stetig in

(0,0) fortsetzbar .

Stetigkeit in den Koordinaten — Continuité dans les coordonnées

Dass eine in Py stetige Funktion mit Dy € R" insbesondere stetig ist, wenn man auf den speziellen
Wegen parallel zu den Koordinatenachsen gegen P, geht, ist unumstritten. Man mag sich aber fragen,
ob auch umgekeht eine in den einzelnen Koordinaten fiir sich stetige Funktion dann auch generell stetig
ist. Dazu gilt der folgende Satz:

Satz: Vor.:

GC Dy CR" )
Py = (214, T2, - - -, Tn,) € G beliebig
fl(xl) = f(xl,xgo, . ..,x,,m), . ..,fn(xn) = f(xlo,x%, . ”,xn)

Beh.:

fe C(PO) <:>Vz=1 : fk(xk) S C(xko)

Zum Beweis: = : nichts zu beweisen .

<: Sei n =2, Py(zo,y0) € R?

Seien |z — zo| < d1, |y — yo| < b2 Y R
Da G betrachtet wird, sind z und y Variablen ¥ ) m
iiber abgeschlossenen Intervallen I, I,,. Yo f(x, y)
o rew ﬂ)i// ;s %)
0 X, X X

~ fi(x) == f(z,m0), fo(x) = f(z0,y) EUNTFCONY
~ |z —xol <61 = Voenlf(zy) — fzo,yl < e1(y),
~ |y_y0| < 52 = vyoefy|f(xay) _f(xay()l <52($)

= |f(36,y) - f($0;y0)| = |f(36,y) - f(xay()) +f(-73,y0) - f(anyO)|
< |f(36,y) - f(xay())l + |f(xay0) - f(xo,y0)| < 82(.73) +51(y) — 0 fiir (J?,y) - (anyO)

Entsprechend fiir mehr als zwei Variablen.

Konsequenz: Um die Stetigkeit zu untersuchen, geniigt es somit, die Stetigkeit nur in den einzelnen
Koordinaten zu untersuchen.

Bsp.: sin(z-y) € C denn sin(zg-y) € C A sin(z-yy) € C
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7.3 Partielle Ableitungen — Dérivées partielles

7.3.1 Ableitungsarten — Manieres de définir une dérivée

Problem:
Wir betrachten die Funktion f(x,y) =23 -z 3>+ y.

Sei Py = (z0,10) = (2,4), fi(z) = f(z,p0) =2 —2-16+4, fo(y) = f(xo,y) =8—-2-y>+y

fi(x) = 322 — 16 ist dann die Steigung auf
der Funktionsfliche in z—Richtung mit y = 4

z=1(x,y)

f4(y) = —4x+1 ist entsprechend die Steigung
auf der Funktionsfliche in y—Richtung mit
r=2.

Dieses Beispiel zeigt die allgeieine Situation bei differenzierbaren Funktionen.

Sei ~: (;) = (sirf(t)> - (singix)>

= fy(z) =23 -z sin’(z) +sin(z) = fl(x) =3z — sin?(z) — - 2 - sin(z) - cos(z) + cos(z)

x
Das ist die z—Komponente der Ableitung des Vektors (~ Tangentenvektor!): sin(x)

[+ (@)

~» Kein einfacher Vektor mehr.

Konsequenz: Bei Funktionen mit mehreren Variablen kénnen Ableitungen nach einer fixen Variablen
auf verschiede Arten gebildet werden. Die Bedeutung einer solchen Ableitung hidngt von der Art ab, wie
sie definiert worden ist.

7.3.2 Partielle Ableitungen — Dérivées partielles

Geg': f(xlaxQ; .- 'axn)a PO = (xlgaxQ[)a .- 'axno) = (cla C2, .. .,Cn)
~ fl(xl) = f($1,$20, : "axno) = f($1,62, cesCn)yees
vy f(®n) = f(21,, T20s - -+, Tn) = f(c1,C2, ..., @y) sind Funktionen mit nur einer Variablen .
, d L . .
~ (fe(@n)),, = Ton fr(zk) ist die Steigung der Tangente an den Graphen von fj als Funktion von zj .
Ty

Ebenso ist es die Steigung der Tangente an die Funktonshyperfliche von f als Funktion von xy, x; = ¢;
fix fir ¢ # k.

" d 0
Definition: (fi(@i))y, = d—xkfk(xk) — 8—3;];

heisst partielle Ableitung von f nach zy, .

f(z1,22,...,2,) heisst partiell differenzierbar nach xj (fiir
Th = Thy---)

Bemerkung: Man spricht hier auch von der 1. partiellen Ableitung.

1. Beispiel:  f(z,y) =sin(z-y) + 2% —xe¥ —y
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d of (x, O(sin(x - 3 _ yevo —
(f(x,yo));:_dxf(x,yo) - f(gxyo) _ O(sin(x yo)+aa; z e — 1) | y
d df (z0,) a(sin(xo,y)+x8_xoey_y)zcos(x-yo)-yo-i-?)x —1le¥o —0
(f(x0, )y = —dyf(xo,y) = 9 = 3

=cos(zp-y) 2o+ 0—xpe?¥ — 1
2. Beispiel:  f(z,y,2) =22 +4y*> +22+ 52y +3y+4

P of of
Y outsy P —oyisers =2
oz THoY Oy ytozts, 0z -

7.3.3 Hohere partielle Ableitungen — Dérivées partielles supérieures

0 0
Sei ka =g(x1,..., 2k, ..., 2,) wieder eine nach z;, differenzierbare Funktion ~~ a—xi ist bildbar .
g
g o, 0 02 f
Definition: = — N =) = = f =D?
ernnition 8.171' 8371' (8$k f) (fd,k)d,% 8.171' 8$k fJ,k,J,q, J,k,J,q,f

heisst partielle Ableitung 2—ter Ordnung von f nach zj und
Ty .

Entsprechend bildet man partielle Ableitungen n—ter Ordnung.

1 '—ﬁusw
Oxy Oz~ Oz

Speziell:

Bsp.: f(z,y) = sin(z?y)

folx,y) = cos(z®y) - 2z y, f)(x,y) = cos(zy)
o (2,y) = —sin(z®y) - 42%y? + cos(a® - y) - 2y

V(oY) = —sin(z®y) - 22° y + cos(2? - y) - 2

oo (T ) = —sin(xz y) - 25039 + (?08(2302 ‘y) -2z L
7 o . o .

U (@) = —sin(2?y) - 2ty + cos(a - y) - 0 = —sin(a?y) - oty

7.3.4 Eigenschaften partieller Ableitungen — Qualités de dérivées partielles

Die folgenden Sétze formulieren wir fiir Funktionen mit zwei Variablen. Sie gelten entsprechend auch fiir
Funktionen mit mehreren Variablen.

Satz: Vor.:

Dy =G CR?, f,, [, € beschrinkt(G)

Beh.: flz,y) € C(G)

Zum Beweis:

Sei Py = (w0,v0) € Gr, CG = f(z,v0) € C(x0), f(z0,y) € C(yo). Differenzierbare Funktionen mit einer
Variablen sind stetig.
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= v(a;g,yg):PgeGk f(z,y) € C(wo,y0)
(Stetigkeit in den Koordinaten bedeutet Stetigkeit gemeinhin )
~ Vaeq f €C(Gr) = [€C(G)

Satz: Vor.:

G C Dy CR? f, [, existieren in G

Beh.: f(z,y) € beschrénkt(G)

Zum Beweis:

Konsequenz aus dem entsprechenden Satz iiber Funktionen mit nur einer Variablen.

Satz: Vertauschbarkeitssatz der partiellen Ableitungen

fec@), fr. 1" ec(q)

xzy Jyx

Beh.: vo=f

Zum Beweis:
Sei !
() = f(z,y) = f(z,50) @ e
:f(xayo +I€)—f($,y0) Yo y=y,+h
w(y) :f(xay)_f(any) Pl T y
= f(@o +h,y) = f(x0,1) “ )
x,/X=Xu+h P

Sei A:= f(xo+ h,yo+ k) — f(xo+ h,yo) — f(xo,v0 + k) + f(x0,%0)

> (1) A=p(@o+h)—w(@) =, h-¢(@o+Ah), M €[0,1] A ¢'(x) = f'(2,90 + k) — f'(z,90)

(¥) ~ Mittelwertsatz

= A=h-(fl(xzo+Ah,yo+ k) — fi(zo+ Ah,y0))
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o k(h altly(x()_'_)\lhayo_‘_ulk))a JNS [051]5 h#o

> (2) A=y +k) —vo) =), k- ¥ (Yo +p2k), p2 €0,1]), psi'(y) = fy(zo+h,y = fy(zo,y)

= A=k (f,(xo+hyo+ p2k) — fy(xo,y0 + p2k))

o k - (hfgl;lx(x0+)\2 h,yo+M2 k))a )‘2 € [Oa 1]) kj# 0

> (3) = A:|(1) h-k/’-f;/y(xo—i-)\lh,yo—l-ulk’) =2 k-h- ;’x(xo—i-)\gh,yo—i-ugk’), h,k’?éo
= fiy(@o+Mhyo+pik) = f (w0 + A2 h,yo + p2 k), A1y A2, pa, p2 €10, 1]
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s . 1 1
Nach Voraussetzung sind: f;/,, f,/, €C

Fiir  h,k — 0 folgt daher:  f (w0, 90) = f}/2(%0,¥0) ©

Falls die gemachten Stetigkeitsvoraussetzungen zutreffen, so folgt jetzt:

Ableitungen 0-ter Ordnung: ~ f(x,y) ~ 1
Ableitungen 1-ter Ordnung: ~ f;, f; ~ 2
Ableitungen 2-ter Ordnung: ~ fi' . f!, = f/., ), ~ 3
Ableitungen 3—ter Ordnung;:
~s " 1 _ £ _ 1 1 e _ " 1 ~s 4
zrx)Jryr — Jryx T JyzxJryy — Jyzy T JyyxrJyyy
Ableitungen n—ter Ordnung: ~» ... ~ n+l1

Konsequenz: f(z,y) hat unter den Voraussetzungen des Vertauschungssatzes n -+ 1 Ableitungen n—ter
Ordnung.

7.4 Differential — Différentielle

7.4.1 Situation bei Funktionen mit nur einer Variablen — Situation pour les
fonctions a une seule variable

Ein grosser Teil der komplexen Situation im Zusammenhang mit dem Begriff des Differentials ldsst sich
schon bei Funktionen mit nur einer Variablen verstehen. Daher studieren wir zuerst diese Situation.

Sei gegeben:

w0 €I CR, f:I+— R, Us(xo) C I y 4 1), () A

Sei " existiert in I , f' € C = die Tangen- fix,) = tx,)

tenrichtung dndert sich stetig . Af

. fx) [N\
Tangente in xg: Af
to(a) = to(zo) + (x — z0) - f'(z0) o N
= f(zo) + Az - f'(z0) "

= Ay :=to(x) — to(z0) = Az - f'(x0)
(o) X X, X, X
re, 1] Ax=h _[>x=x*2h

~» f(z) ldsst sich in Us(xg) durch to(z) anndhern.

Die Differenz resp. der Fehler ist
D = D(Az) := Af = Ay = f(z) —to(z) = f(x) = (f(zo) + Az f'(20)) = f(wo+Az) = f(z0) — Az f'(20)

Wegen der Stetigkeit von f gilt:
Axr—0 = D(Az)—0

D anders geschrieben: D = (f(xg + Az) — f(x0)) — Az - f'(20)

Af Ay

Mittelwertsatz:
= f(x)—to(x) =D =Af—Ay = Azx-f'(xo+ Az)—Az-f' (x0) = Az-(f (xo+AAx)— f'(z0)) = Az-Af’

Man sieht unmittlbar: Ay = Az - f'(xg) ist der lineare Anteil des Fehlers D .
Denn: Af = Az - f'(xo + AMAz) ist allgemein nicht linear in Az .
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Falls f” in I existiert, gilt nach dem Mittelwertsatz:
J(@) = tow) = Aw- Af = Az~ (f' (w0 + AA) — F'(w0)) = Az - (AA@) - (w0 + - (A Aa))
— (A2 A o+ (A, A g€ [0,1]

Sei
A= f (w0 + p- (NAz))| = |X- f(2)] = |p(z)| < M, 2 € Us(zo)
= |D| = (Az)? - [N f"(xo+ - NAZ))| = (Az)? - ¢(x) < (Az)? - M, z € Us(z0)

Wenn () existiert in (Us(zo))
so existiert ein M mit |f"(z)] < M

(Differenzierbar bedeutet stetig. Stetig auf einem abgeschlossenen Gebiet bedeutet beschrinkt. )

Konsequenz:

@ Bei der Anndherung von f durch die Tangente ist der Fehler:
D = f(x) —to(z) = Az - Af’

@ Ay = Ax- f'(xg) ist der lineare Anteil des Fehlers D
© Falls f” in Us existiert und stetig ist, gilt:
Jmer+ D] = (Az)? - |p(2)] < (Az)? - M, € Us(xo)

Wichtig:

Der Fehler |D| geht mit (Ax)? gegen 0.
@ Wenn f” beschriankt in Us(()zo):

= . / e —
Ay = Ax- f'(wo) = Af D
lin. in Az quadr. in Az

Der lineare Anteil von A f ist daher durch denjenigen von Ay gegeben.

@ Af = f(z)=f(w0) = Ay+D = Az f'(xo) +A2% p(x) = f(z) = f(zo)+Az - f'(20) + (Az)? - p(x)
Ay D

©(x) beschrinkt, falls f(x) beschrinkt .

Ay ist der lineare und somit fiir kleine Az der wesentliche Teil des Zuwachses von f(x).
Daher benennen wir Ay speziell:

Begriff:

Ay = Az - f'(x0) heisst Differential von f in & = zp (Genauer: ,Endlich kleines“ Differential, im
Gegensatz zum infinitesimalen Differential.)

Klassisch, d.h. im Sinne der modernen Standard—Analysis, sind infinitesimale Ausdriicke nur als Symbole
verstehbar. Im Umfeld der Nicht—Standard—Analysis jedoch sind solche Ausdriicke sinnvolle Grossen. In
diesem Sinne konnen wir daher definieren:
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Definition: dy = dz - f'(xp) heisst Differential von f in x = xq .

Bemerkung: Sei f analytisch
~» In Us(zg) ist f in eine Potenzreihe entwickelbar:

f'(xo) )

f(x) = f(zo) + T '(x_x0)+T-(x—xo)2+%-(x—xo)3+...
= f(zo) + f(f;"o) '(x_xO)"‘%'(33—330)24-%'(35—3:0)34-...
Ay=Az-f'(z0) (JL‘—JL‘U)2~(f”%ﬁ-‘rfl”%)—)~(w—wu)l+...)=(Aw)2~<,g(,1~)
= f(wo) + Az - f'(z0) + Az® - o(x)
7.4.2 Situation bei Funktionen mit zwei und mehr Variablen — Situation

pour les fonctions a deux et plus variables

Richtungsableitung, Differenzierbarkeit — Dérivée suivant une direction, dérivabilité

f(R)

> Betrachte:  f(z,y) in Py = (zo,y), Df € R?, Py € Dy

> Sel feD(WUs(xow)) ~ S} fy € CUs(xo,u0)) (stetig)

> Seien  t,,t, Tangenten an die Funktionsfliche in (xo, yo)
ty ~ Steigung = f7.(z0,0), ty ~ Steigung = f, (0, yo)
Steigung von t,: At. = Az - f; + Ay - f, (vgl. Skizze) , Ar = \/Ax?+ Ay? = Steigung
At
T Ar

> Sei P = (xl,yl) S Ug(.ﬁo,go) S Df
> Sei t, = Tangente in P, an die Funktionsfliche mit der Projektion PyP; in der Grundebene zy
Durch Py, f(Po), ts,ty ist im R? eine Ebene ® durch P = (o, yo, f(P)) bestimmt.

Wenn nun & eine Tangentialebene im geometrischen Sinne an die Funktionsfliche ist, existiert in
P in jeder zy-Richtung die Tangente an die Funktionsfliche. Dass das nicht unbedingt bei allen
Funktionen immer so schén sein muss, zeigen einfache Beispiele. (Man braucht nur die Funktionsfliche
von f(z,y) = 2% + y? entlang der Geraden y = z einzuknicken, so dass sie fiir t > 0 die Gerade
(x(t),y(t), 2(t))T = (t,t,t)T beriihrt, fiir t < 0 aber die Gerade (x(t),y(t), z2(t))T = —(¢,t,t)T, so hat man
schon einen derart iiblen Fall, wenn wir die Fléche noch entlang der Koordinatenachsen beibehalten.)
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Bsp.:
Man betrachte die durch die folgende Para-
meterdarstellung gegebene Fliche:

x r cos(p)
y | =\ rsinle) |,
z r sin(2 )

rel0,1], ¢ €10,27], Py=(0,0,0)

Es sei dem Leser iiberlassen, diese Funktion in der Form z = f(z,y) zu schreiben. (r = /22 + 4%, ¢ =
arctan(%) ...)

Die Darstellung zeigt, dass die Tangenten in Py alle Mantellinien sind, mit ¢ die Richtung stetig dndern,
jedoch keinenfalls in einer Ebene liegen. Ebenso sieht man anschaulich geometrisch, dass hier f] und f;
in Us(0,0) nicht stetig sein kénnen.

Wir nehmen an, dass in Py die Tangente in allen Richtungen existiert.

9N

~ fi(r,a) = f(r cos(a),r sin(a)) ~ B bestimmt .
r
Wir definieren:
Definition: Die Steigung der Tangente in Py in irgend eine Richtung 7
der zy-Ebene nennen wir Ableitung in Richtung 7 oder Rich-
tungsableitung.

Formel:
flz + Arcos(a),y + Arsin(a) - cos(a)
Dz.(f) = D* =1 — . Ba—= 1
- (f) (f) Am Ar P rErer =T sin(a)
Definition: f heisst differenzierbar in Py, wenn in Py die Richtungsableitun-

gen zu allen Richtungen existieren.

Um die Richtungsableitung nicht auf schwierige Weise mit obigem Limes berechnen zu miissen, suchen
wir nun einen anderen Weg.
~» Siehe Seite 234
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Berechnung der Richtungsableitung — Calculer la dérivée suivant une direction

Die Berechnung der Tangentensteigung ist ein Problem, das sich auf Funktionen mit nur einer Variablen
zuriickfithren lésst, wie die folgende Betrachtung zeigt:

Trick: Verwende ein neues Koordinatensystem, das durch Verschiebung und Drehung entsteht.
Neuer Ursprung Fjp.

r—Achse in Richtung Py P;.

s—Achse entstanden aus der r—Achse durch positive Drehung um Py, senkrecht auf der r—Achse.

Dadurch geht f(x,y) iiber in eine neue Funktion ¥(r, s):
~ Es gilt:

f(zo,90) = f(Py) = ¥(0,0), f(w1,y1) = f(P1)=¥(r1,0),

()= (5l ) G =2 ()
= o= (@) e (= G- () + ()

Damit sind alle Substitutionen als lineare Transformationen erkannt, durch die sich f(z1,y;) und
U(r1,0) := h(ry) ineinander umrechnen lassen.

Tangentialebenen — Plans tangents

Oben (beim Differential) haben wir vorausgesetzt, dass f(z,y) = f.(P), f,(z,y) = f,(P) in ganz
Us (0, y0) stetig sein sollen. (~ Steigungen der Tangenten ¢,,t, an die Funktionsfliche in (zo,yo).) ~
JL(P), f}(P) stetig in Us(Py).

~ fo(P), f,(P) continues dans Us(Fy).

Wiirden nun die Tangenten in P, keine Tangentialebene bilden, so gébe es eine Tangente, die nicht in
der von t,,t, aufgespannten Ebene liegt und diese in einem Winkel v schneidet. Daher miissten f,(z,y)
oder f,(z,y) irgendwo in einem Punkt P; = (z;,y;) beliebig nahe bei Py = (z9,y0) den Wert mit =
oder y markant d&ndern, was im Widerspruch zur Stetigkeit von f/ und f; steht. (Um dies anschaulich
einzusehen, geniigt es, f(z;,y) und f(x,y;) zu skizzieren.)

Az [z yi) + Ay - fi(ziy)

Ar z,llz

Ar - fi(wi, i i
A(r ) = tan(y) # y villy ot
Az fr(wo,0) + Ay £, (0, yo) ko < 4

AxX Xl x///>
\/ Ar

/ Ar : / [Ohs
~ cos(a) f (20, yo0) + sin(a) fy(zo, yo) '

Widerspruch!
Konsequenz: Die Stetigkeit von f; und f; in ganz Us(zo, yo) bedeutet, dass in P eine Tangentialebene

im anschaulich—geometrischen Sinne existiert, in der alle Tangenten in P, liegen. Daher existieren alle
Richtungsableitungen in Py. f ist somit in P, differenzierbar.
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Lemma: Vor.: 2w fy € C(Us(Ry))

Beh.: feD(Py)

Daher gilt nun (vgl. Differential von Funktionen mit einer Variablen):
Af = f(z1,y1) — f(@0,y0) = ¥(r1,0) — ¥(0,0) = AV = Ar - ¥7(0,0) + (Ar)?- R(r), |R(r)| <M
in Us((Fo))

Aus der Skizze der Tangentialebenen auf Seite 230 lesen wir ab:

Az = Ar-W.(0,0) = Az - f1(z0,y0) + Ay - f1(z0,90) = ((A””>, (fi(xo’ o)

Ay f{,(ﬂﬁo,yo))) =: (AZ, gradf)

Gradient und totales Differential — Gradient et différentielle totale

(f;(xo,yo)

I {, (w0, %0)
Daher benennen wir diesen Vektor:

> h&ngt nur von xg, yo und nicht von Ax, Ay ab .

!
Definition: (j} Exo’ yo%) = grad(f),_,,, ,,, heisst Gradient von f in
4o, Yo ’
(an yO)
Allgemeiner:
fil(.ﬁl,xg, ;xn)
Definition: : := grad(f) heisst Gradient von f
fa,n(xlaxQ) )xn)

Bekannt: (Ar)? = (Az)? + (Ay)? )
Wir setzen:  R(r) = R(r(z,y)) := o(z,y) (|R(r)| = |o(z,y)| < M
in Us((Fo)))

~ Af = f(xlayl) - f(anyO) = (Afa gradf)lflzfo + ((Ax)Q + (Ay)Q) -@(x,y) (|<p(x,y)| <M
in Us((Fo)))

Satz: Vor.:

11 € CUs(Py)
($, y) € Ué(PO)

Beh.:

f($, y) = f(an yO) + (Af’ gradf>|£:£0+
+((Ax)? + (Ay)?) - (@, y) (lp,y)| < M in Us((Fo)))

Vergleich mit der Tangente:
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f""(xa y) = f(xO; yO) + <Afa gradf>|£:iga AT =7 — fO
Konsequenz:
1. (AZ, gradf)|,_. ist der lineare Anteil des Zuwachses f(z,y) — f(zo,yo0) in Us(Fo)
2. Die Tangentialebene ist somit durch die folgende Formel gegeben: ¢(z,y) = f(xo,y0) +
(AZ, gradf) le—zo
= f(%0,90) + (= — 20) fz(0,v0) + (¥ — o) £, (%0, o)
3. Im Falle Af = f(z.y) — f(zo,y0) = (A, gradf)|,_,, + (AZ)? - p(x.y)
= Az + AT p(z,y), |e(z,y)| <M in Us((Po))
existiert die Richtungsableitung in alle Richtungen: f ist differenzierbar in Us((Fp)) .
4. Der Fehler bei der Annéherung von f durch die Tangentialebene ist

[l y) = te(z,y) = (Ax)* + (Ay)?) - o(z,y), |e(z,y)| <M in Us((FPo))

Analog zu den Funktionen mit nur einer Variablen nennen wir den linearen Zuwachs (AZ, gradf) auch

bei n

Variablen ,endlich kleines totales Differential®, total, weil fiir alle Richtungen giiltig. Damit

definieren wir:

Definition: df = (dZ, gradf) heisst totales Differential .

Formel fiir die Richtungsableitung — formule pour la dérivée suivant une direction

Schreibweise:

Sei D“f(x,y) = Steigung der Tangente in

Richtung «a . IZ y
~> Richtungsableitung x

Seien
Ax =

~ D*f(x,y)

= lim

Ar-cos(a), Ay = Ar-sin(a)

_ flxo + Az, yo + Ay) — f(z0,y0)
Iz =(e0.v0) — At
0-Y0 Ar—0 Ar
Az fl(xo,y0) + Ay - fr(x0,y0) + (Az)? + (Ay)?) - o(z, y)

Ar—0 Ar

= lim

Ar - cos(a) - fr(xo,yo) + Ar - sin(a) - f}(xo,y0) + (Ar)* - o(x,y)

Ar—0 Ar
= Jim_cos(a) - w0, yo) + sin(a) - £y (0, yo) + Ar - p(,9) = cos(@) - f1 (0, yo) + sin(a) - fy (o, o)

(lp(z,

Satz:

Y| <M in Us((F)))
Vor.: fy, [y € C(Us (o, y0))
Beh.:

Do‘f($, y)|(m,y):(movy0) = COS(Oé) ' f;(x(); yO) + Sin(a) . f?IJ(xO’ yO)
= <ea)a gradf>|(m,y):(mo ,90)
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Bsp.:

=7

f(z,y) =22 +sin(z -y) + 2y?, Py = (1,3) Steigung in Richtung o =

S|

s ™ . T
D5 f(x, Wioyrs) = cos(g) -2z +cos(zy) -y +y°) + sm(g) - (cos(zy) - x + 22Y) s
6 +cos(3) /3 (11 +3 cos(3))
-3 ° 2

Weiter folgt aus dem vorhin Gesagten:

~ 9.45921

Weiter folgt aus der Herleitung der Formel fiir die Richtungsableitung:

Konsequenz:

> Sei Af = f(z,y) — f(xo,y0) = (AT, gradf) + (AZ)? - p(2,y)|,_s,
= Az + |Af|2 ! @(x,y), |<p(x,y)| <M in U(S((PO))
~» Die Richtungsableitung existiert in alle Richtungen: f ist differenzierbar in Us((FPp)) .

7.4.3 Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit — Généralisation de la
dérivabilité

Fir G € Dy C R" dehnen wir nun die Differenzierbarkeitsdefinition wie folgt aus:

Sel Py = (19, %29y Tngy), P =(21,22,...,24)
Definition: f(P) differenzierbar in G
= vPoeG :
f(P) = f(Po) + (AZ, gradf) + (AZ)* - op,(P))

F=d9=OPy

[op, (P)| < M in Us((Fo))

Der lineare Anteil der Zunahme von f(P) ist somit:

n
(AZ, gradf)|,_. = %:(xk = Tko) fr, (105 T205 - - 5 Tng)

Statt von einer Tangentialebene sprechen wir jetzt von einer Tangentialhyperebene. Sie ist gegeben
durch die folgende Formel:

Formel: Tangentialhyperebene

t(P) = f(Po) + (AZ, gradf),,
t($1,$2, .. .,xn) =

n
J(@105T20s - - 5 Tng) + 2(Tk — Tho) S, (105 T205 -+ 5 Tig)
k1

1. Beispiel:

f(z,y) =222 + vy — 32 + 2 Tangentialebene in (2,1)?

t(x,y) = f(x0,y0) + (¥ — x0) f2 (0, y0) + (¥ — vo) (%0, y0) =

fwo,y0) + (x—w0) 4z +y—3)+(y—yo)z=222+2-1-3-2+2+(x—2)(4-2+1—3)+ (y —yo) 2
=6+ (r—-2)6+(y—1)2=6x+2y—38
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2. Beispiel:

¥ ~» Spannflichen ~-» 0 =0V y=0
fy) = ¢ lel |zl =1yl
¥ sonst

0 0
Es gilt: a—f(x, 0) =0, a—f(O, y) =0 = Tangente existiert lings der Achsen .
€ Y

Jedoch: f(w,y), f,(z,y) € C(0,0) (vgl. Skizze )

Niveau

>
X

7.4.4 Zum Gradienten — Quant au gradient
Nablaoperator — Opérateur nabla

Die Gradientenbildung kann als Operation auf einer Funktionenmenge aufgefasst werden, denn man hat

hier die folgende Zuordnung:
!
T

frgradf=| :
f;n
Einer skalaren Funktion wird also hier eine Vektorfunktion zugeordnet.
0
81‘1
Mit Hilfe des Operators v := : konnen wir schreiben:
d
Oy
/ 9 of
T oxq ox1
Symbol: gradf = : =v/f= : f= :
/ 9 of
Tn Oy Oy

Manchmal sieht man auch Schreibweisen wie:

gradf := 05f  ~ [+l f = gradf

Bedeutung des Gradienten — Signification du gradient

Wir fithren hier die Betrachtung anhand von Funktionen mit zwei Variablen. Bei Funktionen mit mehr
als zwei Variablen trifft man analoge Verhéltnisse.

Sei f(xay) =%

J(€q, gradf) = ¢

~ DO f(x,y) = (Ba, gradf) =

|€al - |gradf| - cos(p) =

1 - |gradf| - cos(p) = cos(p) - |gradf|

grad f

>3
f(x, y) = const.
(Niveau = const.)

T T Letl
o F X
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Dabei ist é, von « abhiingig, gradf jedoch nicht.
Allgemein gilt:

Lemma: Vor.:

H€o, gradf) := ¢

Beh.:

D° f(2,) = (Fas gradf) = |gradf] - cos()
D4 f(a,y)]| < |gradf
lgradf| = Max, |D° ]

Wir studieren die Situation fiir einzelne, spezielle :

(1) Sei =0V p=71 V =27V ... = |cos(p)| =1 = D*f(x,y) = 1 - |gradf|

3
(2) Sei (p:g \/(}9:777- VA COS((}Q):O = D‘Xf(x,y)zo
Interpretation: ) ‘
= D(Xf(x; y) =0 bedeutet: , iveau

Die Tangente an die Funktionsfliche in Rich-
tung « ist horizontal, sie steigt nicht und
fallt auch nicht. Die Tangente im betrachteten
Punkt ist also parallel zur Hohenkurve.

grad f|| H,

= D*f(z,y) = |gradf| bedeutet:
Der Betrag der Richtungsableitung in dieser Richtung « ist maximal. Hier ist der Betrag der Steigung
maximal.

Im ersten Fall war = D f(x,y) = |gradf]|. oy ist somit gerade die Richtung von +gradf. Dazu gehort
p=nm, n€Z. pistder Winkel zur fixen Richtung von gradf. Im zweiten Fall war = D2 f(z,y) = 0.

ao ist somit gerade die Richtung der Hohenkurve. Dazu gehort ¢ = nnm + g, n € Z. Daraus folgt:
o — ao| = km + g, k € Z. D.h. der gradf steht senkrecht zur Hohenkurve. Und in Richtung

gradf ist der Betrag der Steigung maximal. Die Komponenten von gradf sind die Steigungen in den
Koordinatenrichungen. Sind sie z.B. positiv, so steigt mit den Tangenten auch die Fléche in den positiven
Koordinatenrichtungen. Daraus folgt, dass der Gradient ,hangaufwérts“ zeigt.
Bsp.: f(z,y) = 22 + >~ Minimum in (0,0)
2 2
gradf = <2x>a Py = (15 1) = gradf(lwy):(l,l) = <2> ~ whanga’UfWé'rts“ .
Y

~»  Im Punkte (1,1) nimmt die Steigung in Richtung (;) maximal zu.

Verallgemeinerung — Généralisation

Sei z= f(z1,22,...,7,) ~ Hyperfliiche im R"+!
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o1 1 (1)
~ gradf = S Sei 7(t) = : Kurve C in Dy
. Zn(t)
df N
Betrachte: §f(x1(At), ’x”(t))A_fAlir—ZOA_t =
. L1 Ln / / / / -
li : — L f x! = (gradf,
AtS0 Ay Az, At Az, At Jor @it oo fo - on = (gradf, )

Auf einer Niveauhyperfliche muss die Hohenzunahme 0 sein, d.h. es gilt:

af L
dt( 1)y . xn(t) =0 = (gradf,7,) =0

Falls gilt gradf # 0 (d.h. die Tangentialhyperebene steigt an )
und 7 # 0 (die Kurve C besitzt einen Tangentialvektor # 0 ),
so folgt: (gradf,m) =0 = gradf L 7} | Niveauhyperfliche .

Weiter sehen wir: = %(Jcl(t), ooy xn(t)) = (gradf,7,) = |gradf| - |F}| - cos(p)

Parametrisiere C' so dass gilt: |7} =1

~» Waihle dazu die Kurvenlénge A als Parameter:

'%é(““ +AN) — 2 (V)2

|7\ | lim 1an _ im = lim 12| =1
A)\ 0 T Ax—0 [AN  Ax—o |AN] Ax—0 |AN]
Es gilt:
> (@e(A+AN) — 2 (N)? = AX
k=1
d 3
= W), ant)) = |gradf] - cos(e) ~ e (t),. .. wat)) maximal fir ¢ = %, 35 .
dt dt 2° 2
Satz: Vor.:
1 (t)
f(x1, 29, ... 20) € CO(Dy), 7(t) = :
Zp(t)

~» Kurve C' mit Kurvenlénge als Parameter

Beh.:

1. gradf 1 Niveauhyperfliche

d
2. |gradf| = maximaler Wert des Betrags der Steigung d—{ der Kurve
auf der Hyperfliche tiber C' .

3. gradf = Richtung der maximalen zunehmenden Steigung .
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7.4.5 Bemerkungen zu Tangentialebenen und Potenzreihenentwicklung —
Remarques quant aux plans tangentiels et au développement en séries
de puissances

1. Die Tangentialhyperebene wird:

H(T) = t(To + AT) = f(40) + (AT, v f) = f(«0) + AL - gradf

Bsps flo.g) =a4its i = (1) = () = 10 = )+ Az-gradf = 12224 (17 ).

2 -1 2
<x0>:5+<x >-<>:—5+2x+4y:>z:2x+4y—5
ETH) y—2 4

2. Taylorentwicklung von Funktionen mit mehreren Variablen:

Beispiel mit n = 2:

=l 1 o ; .
f@,y) _goﬁzj_!' (k;—j)!(axjay’f—i (@0, y0) - (z — z0)’ - (y — vo)

=0

Trick: Erst Potenzreihe z.B. nach x bilden, y als Parameter beibehalten. Anschliessend Poten-
zreihen in den entstandenen Gliedern nach y bilden. . .

Bsp.:

4

(2002 .2 a2l zt\ 2 —a2 | 2%\ 4 1., =z 6 _ .2 xb 2 aty?
sin(z +y)—x—F+(1—7)y+(T+E)y+(—g+ﬁ)y+...—x—F—i-y B T

7.4.6 Weitere Bemerkungen zum totalen Differential, Verallgemeinerung —
Autres remarques quant a la différentielle totale, généralisation

Schreibweisen — Facgons d’écrire

1
1. Sei feD(G), p,po € G, P=P(z1,...,25) = Z=1| * |,

X n

f(P) = f(xy,...,2pn) == f(D)

3]
Schreibweise: (Gradient: ) gradf =</ f := 8—;

Fiir Af — df ist es iiblich, wie folgt zu schreiben:
Schreibweise: df = dZ - gradf = (dZ, gradf)

(Glieder hsherer Ordnung werden vernachliissigt. )

2. Mit dem totalen Differential Af von f kann man schreiben:
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Af AF (A7)?

Atdetdfradef /- df(x) ¥ -
df_dz. T F 15y old) — (@

—0

3. Die folgende, etwas weniger exakte Schreibweise fithrt kaum zu Missverstdndnissen:

£(&) = Sl + AB) = f(F0) + AF- T (A7) o(@) oder
AT = J(@) ~ f(@) = AT 9L+ (877 p(@)

15)
AT - 8_{ ist hier der lineare Zuwachs

~» totales Differential

(AZ)? - p(Z) ~ hohere Glieder .

Ly @ o) =ar- 2L

~ Af o df = dE s+ (dE) - p@) o7

*
% ~ in erster Ordnung vernachléssighar .

~» Definition des totalen Differentials auf dieser Grundlage:

0
Definition: df =dz- G_f =dx- f +...+dz, -f;n heisst totales Differential

BSp-: f(xaya Z) =Ty +$2 +ySin(2)a f;, =Y +2$, fgl; =T +Sin(2)a f; =Y 'COS(Z)
= df =dx(y+2x)+ dy (z +sin(z)) + dz(y - cos(z))

Verallgemeinerungen — Généralisations

Totale Differentiale h6herer Ordnung definieren wir wie folgt:

o  of of

Definition: 2f = : dx ——dx,)d
efinition d?f ;l(df)af 8301(8331 ;;— - . T )dry +
o, (8 - dei+ ...+ den)dxn
Spezialfall n = 2:
9 of of 9 of of Pf *f 0 2
d? — = —= 2 dx d d
d*f = 8(8d+8d)d+8(8d+8d)dy axQ(d$)+axa xy-l-aQ(y)
Verallgemeinerung der Ordnung fiir n = 2:
mp_ O m (M 9" f m1 If o m
dmf = S (dx)™ + <1> a1 oy (dx) dy+ ...+ oy (dy)
Schreibweise: d"f = (gf dx + af dy)(™
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Verallgemeinerung der Dimension n bei der Ordnung m:

Schreibweise: d™f = (% dry + ...+ axf
1 n

dxn ) (m)

Regeln — Regles
Mit Hilfe der Regeln fiir partielle Ableitungen gewinnt man sofort die folgenden Regeln:

Regeln: Vor.:

fhgeD..., keR

Beh.:

1 dk-f)=k-df
2. d(f +g) = df £dg
3.d(f-g)=f-dg+df-g

4. Kettenregel
~» Wird weiter unten speziell besprochen .

Bsp.: d(sin(x - y) - cos(z +y)) =

sin(z - y) - (—sin(z + y) de — sin(z + y) dy) + cos(x + y) - (cos(x - y) - y dx + cos(x - y) - v dy) =
(—sin(z - y) - sin(z + y) + cos(x + y) - cos(z - y) - y) dz + (—sin(z - y) - sin(x + y)

+ cos(x +y) - cos(x - y) - x) dy

7.4.7 Die Kettenregel — La regle conjointe

Um die Situation, auf die sich die Kettenregel bezieht, einigermassen zu begreifen, ist es notwendig, die
Herleitung der Regel etwas zu verfolgen.

Sei u=f(§n,...),
é-:(fo(x5y5)577:w(x)y’))
Sei Df=B, W,y CB=Dy

Sei (g, .. ) (S W[P’ww.

= u=f(&mn,...) = fle(z,y,...),Y(x,y,...),...):=F(x,y,...), Dp =G
Seien f,p,1,... € D iiber den jeweiligen Definitionsbereichen .

Problem: ~ FeD?

~+ Untersuche die Existenz von dF = F,dx + F,dy+ ...
Was passiert mit dem Rest (d¥)? - R(Z) ?

Studiere dazu:
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(oo + S+ )de+(fi- oy + [y +.. )dy + ... =
fe (ppde+ydy+..)+ f - (Ypde+yydy+...)+...=
fe-do+fr-dp+...=fi-dé+ fr-dn+...=df

df,de, di, ... konnen wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit gebildet werden, die verbleibenden
Reste sind “quadratischer Natur,,.
(~ Form 7dZ-R(Z)")

Damit kann man df von B nach G verpflanzen. Wegen der Verpflanzung muss man somit das totale
Differential dF der verpflanzten Funktion F' erhalten:

\dL:(fg-<p;+f{7-¢;+...)dx+(fg-<p;+f;,-¢;+...)dy+...:dF

Dy=B D. =G

Wegen dF = F, dx + f, dy + ... muss gelten:

Fl= fie @t Syt ooy Fy= fLgly [y )+

Satz: Kettenregel

¢, Y,...€ D(G), feD(B)

Df =B, W§07’¢7~~~ CB= Df

g = 90(30,.% .. )577 = w(xaya .. ')a ceey (5;77) .. ) € W(ga,'l[),...)
u=f(&mn,...)=fle(z,y,...), Y(x,y,...),...)...) = F(x,y,...)

Beh.:

F e CD(G)

dF' = Fydx + fydy+...=

=(fe e+ e+ )de+ (fL@y+ [y + ) dy+ .=
= fe-dE+ fr-dn+ ... =df

Fi=fie @t fy ot Fy=fle@y+ foovy+ oy

d d d
Bemerkung: S fag) =ty = Wm0y G0 1 gay O
d
Definition: % heisst totale Ableitung von f(z,y) nach t.

7.5 Anwendungen — Applications

7.5.1 Verpflanzung von Differentialoperatoren in andere Koordinatensys-
teme — Transposition d’opérateurs différentiels en d’autres systemes
de coordonnées

Bsp.:  Sei u= f(z,y),

jradf? = (grad.gradf) = grodf -gradf = () - (1) = (207 + ()7
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~» Kartesische Koordinaten!
Problem: Schreibe |gradf|? in Polarkoordinaten! (Grésste Steigung im Quadrat)

x =r-cos(q)
y=r-sin(«a)

r=/x2+ y2 y
o = arctan(%) r
a -
—>
Vergleich zum letzten Satz:
(@) = (r,a), (&n)— (z,y)
Damit bekommen wir:
L2 e cos(a), 7! L2y _ sin(a)
r, = —- = — = s = — - = — =
Sy e RV
Sei w = % = a= arctan(%) = arctan(w) = arctan(tan(a))
Kettenregel
d
~ £ =1 = (arctan(tan(a))),, = (arctan(w))’, - (tan(a))’,,
sin(a) 1
t I _ I _
(tan())q (cos(a) Ja cos?(a)
= 1= (arctan(w)), - T = (arctan(w)),, = cos*(a)
Zudem gilt:
ba = —(arctan(g)) = arctan(w)’ - Y _ cos?(a) - v _ —x—Q NI -sin(a)
gx 50 x v x? x2 ) r2  z2 r2 r
1 1 1 1
a—z = a—y(arctan(%)) = arctan(w)?, - o= cos?(a) - o= i_Q o= r% = — - cos(®)
—sin(a

= u;zu;-r;—l—u;-a;zu;-cos(a)+u;-A

Uy = Uy, - Ty + U, - Ay = Uy - sin(a) 4y, - +_cos(oz)
S lgradfP = () () = () cos() + - —m )2y (ol sin(a) +ur, - A2

= (u})? - cos?(a) + 20 - cos(a) -, - —IM gy (T2
cos(a cos(a
(ul)? -sin2(a) + 2wl - sin(a) - ul, - # + (ul)?- (#)2
, sin®(a) 5 cos?(a)

= () - co() + (u)* - T+ () sin®(@) + (u )

2 sin?(a) + cos?(a)

r2
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7.5.2 Totale Ableitung — Dérivée totale

Wir wollen hier an einem Beispiel zeigen, wie das totale Differential direkt zur Steigungsberechnung
eingesetzt werden kann.

Sei z.B. gegeben eine Funktion f(z,y) =z = cos(zy) + = + v>

sowie eine Kurve C': @(t) = (;g;) = (1;(1))

Problem: Was ist die Steigung der Tangente an die Kurve auf der Funktionsfliche iiber C in
Py = (EY, In(1)) = (e,0), t =17

Losung: Totales Differential: différentielle totale:

df = fr-dx+ f, -dy = —sin(zy) - (yde + xdy) + dr + 2y dy
= (—sin(zy) -y +1)de+ (—sin(zy) -2+ 2y) dy

Daraus die Ableitung:

%hzl = (—sin(zy) -y +1) Ccll_f +(=sin(zy) - +2y) Z_z; 1=t
_ (—sin(et In(t)) - In(t) 4 1) Cil_et + (—sin(et In(t)) - et +2 In(t)) d glt(t) [t=1
= (—sin(e-0)-0+1)e+ (—sin(e0) -e+2-0)% =e

7.5.3 Anwendung auf implizite Funktionen — Application aux fonctions im-
plicites

Sei  f(z,y) = f(z,y(x)) =0, y = y(z) Funktion .
~» Kettenregel:

df of dx  Of oy )

d0
==t = =it fy=—=0= fitf,=0= y, =

1
de Oz Oz Oy Ox dx o

fy
Satz: Vor.:
y = y(z) sel implizit gegeben:

f(xay) :f($,y($))=0, lhyeD

1o
Beh.: Yy =—==
fy
Bsp.:

Sei f(z,\)=a®+2x (L+A?)+2V6A = fi(z,\)=322+2 (1+)2) >0(V,)
~ f(z, \) streng monoton wachsend. f(z, \) besitzt somit genau eine Nullstelle z¢(A\) € R.

Ges.: \so dass 29(\) € R maximal wird!
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Es gilt: f(zo(N),\) =0

\ —26

~ Maximum: 0= (x0)) = —f—/)‘ = fi=0 =420 +2V6 = A\, = 4—;/_
0

2 -2
= f(xa)‘7rb):x3+2x 1+( \/_ 2\/_ \/_ =0

4.%0 4$0
= Losungen: @g1034=1-1,iV3,—ivV3 = Zome, =1€R
7.5.4 Extremalprobleme — Problemes d’extréma
Notwendige Bedingung fiir Extrema — Condition nécessaire pour ’extrémum

Sei feD(P), fr, €C(Fo),
Wir nehmen an, dass f in P-0 ein lokales Extremum besitze.

Sei Py € R2.

In Py muss die Schnittkurve der Funktions-
fliche mit einer erstprojizierenden Ebene eine
horizontale Tangente besitzen:

z)

Wir verwenden nun die folgende Schreibweise:
Schreibweise: [ € D(xy, Py) ~ f stetig differenzierbar nach zj, in Py

Satz: Vor.:

Z:l f € D(xka PO)
f besitze in Py ein lokales Extremum

or

Beh.: T .

—(P)) =0~ gradf =0

Bsp.: f(x,y) = 2 + 47, %(ﬂc,y) =2z=0

= =0, g—f(x,y)=2y=0 = y=0 = P, =(0,0)
Y

(Bekannt: 22 +y?> >0, 22+1y?> =0 © 2=y =0)

Bemerkung: Die Umkehrung des Satzes gilt schon fiir n = 1 nicht.

Hinreichende Bedingung fiir Extrema — Condition siffisante pour des extréma

3 — " e
Sei n=2, f/,.=[;

245
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Wir definieren:

1! 1!

1 1 ( 1 )2
1 1

Definition: vz Jyy — oy

heisst Determinante der Hess—Matrix (Diskriminante)

Man stellt unmittelbar fest:

Lemma: H(f) = [(gradf),,, (gradf),] (Flichenprodukt )
- 4
~ ((grady)y, (gradpy,) = | [ £ ) = | 720 | | = leradgy, | - lgradgy, | - sin(e),
0 0
¢ = f(gradf);, (gradf),)
Es gilt der folgende Satz:
Satz: Vor.:

fED(xaPO) A fED(yaPO)
fe(Po) = f(Po) =0

Beh.:

D =H(f) >0 = f hat in Py ein relatives Extremum
7> 0 : Minimum
7. < 0 : Maximum

D =H(f) <0 = f hat in Py einen Sattelpunkt

D =H(f) =0 = so nicht entscheidbar

Anschauliche Begriindung;:

Py ~ Z.B. Minimum Py ~» Sattelpunkt (Beispiel)

% +( 0 T T
y grad f(%, +(Ay)) v \ %(\grad 1%, +(2,)
Py —— =

- Ay F.“:T/r”’
(e A i
o L 4 ‘\g\rad (X, + 0/))

BT 5,50 =\
X
X |ax X X +HAX
AX




7.5. ANWENDUNGEN — APPLICATIONS 247

(V) (o + Az, y0) T (V) (20 + A, 0) (V) (w0 + Az, o) 11 (Vf)(x0 + Az, 90)
(V)y (@0, yo + Ay) T (V.f) (0, Yo + Ay) (Vf);(xo,yo + Ay) 1L (Vf)(zo, 90 + Ay)
= A=[v [l |V fyl sin(p) >0 = A=|v )zl [yl sin(p) <0
(Vf = gradf)

1. Beispiel: f(xay):xya fi:y, f;:x PO_(O 0)
= f:(0,0) = f,(0,0)=0, fl,=0, f, =0, fif,y=flu=1= D=0-0-1-1=-1<0
= Sattelpunkt in Py .

2. Beispiel:  f(z,y) = 22 + 92, f,' =2z, f, =2y, PO—(O 0)
= f1(0,0) = f’(OO): we =Ly =2>0, ff,=f,=0= D=2-2-0-0=4>0
= Minimum in Py .

7.5.5 Anwendung auf die Klassifikation von Kegelschnitten — Application
pour la classifications des sections de cones

Im Rahmen der Vektoralgebra werden die Kegelschnitte besprochen. In der Ebene handelt es sich dabei
um algebraische Kurven, die durch eine Polynomgleichung in zwei Variablen vom Grade 2 von folgender
Form gegeben sind:

flx,y) =az? +bxy+cy’ +dox+ey+ f=0

Andererseits ist durch f(z,y) = z im R3 eine Fliche ® definiert.
fo(xo,90) = 2ax0+byo +d =0, f,(v0,90) =2cyo+bxo+e=0

2cd—be bd—2ae " (xo,y0)  f2 (o, y0) 5
= = 7" = — 2" D=tz xy \ L0 b
=2 _4qc W b2 —4dac v (T0,Y0)  foy (20, 90) ¢

Sei D#0 = Auf ® gibt es genau ein Extremum oder Sattelpunkt (in (o, 40)) -

Geometrisch sieht man unmittelbar ein:

Im Falle der Ellipse muss ® ein , korbartiges
Gebilde“ sein und irgendwo ein Extremum
haben.

Im Falle der Hyperbel muss ® ein ,satte-
lartiges Gebilde“, d.h. irgendwo einen Sat-
telpunkt haben.

Bemerkung:

Ein Kegelschnitt entsteht allerdings nur, wenn ® die xy-Ebene (= Hy,) schneidet. Die Bedingung
f(zo,y) = 0 ist eine quadratische Gleichung in xo(y). Die Bedingung, das die Diskriminante > 0 sein
muss, fiihrt auf eine quadratische Ungleichung in y, die 16sbar ist.

Konsequenz: Die Frage, ob ® N Hy,, # {} gilt, ist elementar algebraisch entscheidbar.



248 KAPITEL ¢ CHAPITRE 7. DIFF’'RECHN. IM 'R-N’— CALCUL DIFF. DANS LE 'R-N’

Satz: Vor.:

fle,y) =ax? +bry+cy’ +de+ey+f =0, ®NHyy # {}

Beh.:

D=4ac—b*>>0 = Ellipse
D=4ac—b*<0 = Hyperbel
Parabel = D =0

Bsp.: f(z,y)=222-32zy+4y> —z+y—1=0
D=4.-2-4—(-3)2=32-9=23>0 = Ellipse .

7.5.6 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen — Problemes d’extréma
avec conditions sécondaires

Einsetzungsmethode — Méthode par substitution
1. Beispiel: Sei f(r,y)=22%2—-3zy+4y*—az+y—1
Problem: Extremum von f(z,y) unter der Nebenbedingung x —y = 17

r—y=1=y=2-1= f(z,y)=flz,x—1)=322-52+1=g(x),

go(x)=6x—-5=0 = =2 y=—4%, g/ (x)=6>0 = Minimum .

Konsequenz: Solche einface Extremalprobleme mit Nebenbedingungen lassen sich durch Einsetzen
der Nebenbedingung in die zu betrachtende Funktion l6sen.

2. Beispiel:

Sei f(x,y) = x -y, Nebenbedingung g(x,y) =422 +13> —4=0
~» Extremum?

Hier hat man es mit der Einsetzungsmethode nicht mehr so leicht. Besser zu handhaben ist hier die
nachfolgend gezeigte Methode der Multiplikatoren von Lagrange. Sie ist oft erfolgreich bei implizit
gegebenen Kurven g(x,y) = 0.

Methode der Multiplikatoren von Lagrange — Méthode des multiplicateurs de Lagrange
Seien f(z,y), g(z,y) € D(G),

f,g € CY(G) Ableitungen stetig z _Maxt, (x,y) € K
f hat in Py ein Extremum mit der Nebenbe- A
dingung g(x,y) =0 v

. K Z -grad f LK

Durch g(x,y) = 0 sei eine Kunve C definiert:

R

Sei h(t) := f(2(t), Y()| o)y ec = F(7(D))
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Extremum fiir ¢ = ¢g:
= hi(t) = folz,y) -+ fy(@,y) -y = gradf - 7i(t)),_,, = gradf L7i(t)),_,

In Py (t =to) ist somit:
gradf L (Tangente ) || 7(t)|,_,,
Weil C' selbst eine Hohenkurve von g ist, gilt in Py:  gradg L Tangente || 7(¢)

[t=to

Sei gradg #0 = gradf || gradg in Py = Izer: gradf = X - gradg

Satz: Vor.:

f(z.y), g(z,y) € D(G), € CH(G)
gradg # 0
f hat in Py ein Extremum mit der Nebenbedingung g(z,y) =0

Beh.: Ier : gradf = A-gradg
Definition: A heisst Multiplikator von Lagrange
Bemerkung: Analog argumentiert man bei Funktionen mit mehr als 2 Variablen.

Bsp.: Sei f(x,y) = -y, Nebenbedingung g(z,y) = 42%+ y*> —4 =0~ Extremum?

gradfz(i)zA-gfetdng-(i)zA-(ii) = y=X-8x, x=X-2y, 422 +9>—-4=0

Mit der Nebenbedingung erhélt man somit ein System von 3 Gleichungen mit den Unbekannten x, y, A.

1
~ x=A2-(A-8x)=162-\2 = =0V A:il

1
y=A-8-(A-2y)=16y-\? = y=0V )\:iz

1 1
0,00 C = )\:iZ’ yz)\-szz-Sx:QJc =

1 1 1 2
422+ —4=42>+22)? —4=822-4=0, s=+—, y=X-8x=--8
y (22) i\/Q 4 4 (\/5) V2
Ext wert i - .
~» Extremumwerte nur in +—, %
\/5 \/Q

Es ist dem Leser iiberlassen zu untersuchen, welche Extremwerttypen wo vorliegen.

7.5.7 Newton—Approximation bei mehreren Variablen — Approximation de
Newton pour plusieurs variables

Wir studieren das Verfahren fiir den Fall von zwei Funktionen mit zwei Variablen:
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Zu 16sen:

Sei P; nahe Py:

f

g

= ()=
Sei A(Py) regulir

()= (omm) = (o) = (o)

= Py =(z2,52) = (ij) = —AP) - (f(xl,yl)> N <x1>

g(xlayl) 1

g%(xlayl) f;($1a91)> . <A$1> — AP (Ax1>

2 (T1,91) 9;(301,91)

Wenn wir Gliick haben, liegt P, niher bei Py als P;. Dann ldsst sich auf diesem Vorgehen eine
Iteration aufbauen. Durch den Verlauf der Rechnung und eine Uberpriifung des Resultates lisst sich
beurteilen, ob das Verfahren gegen brauchbare Werte konvergiert oder nicht. (f(zn,yn) und g(zn,yn)
miissen mit n immer kleiner werden. Theoretische Konvergenzkriterien wollen wir hier nicht behandeln.)

2,2 _
z +y 1 0 Start: T\ _ 0.5
y—sin(z) = 0 1 0.5

In 4 Schritten erhalten wir: x5 = 0.73908513,
ys = 0.67361203, f(zs5,ys) = 0.00000000..., g(zs,ys) = 0.00000000...

Bsp.:

7.6 Fehlerrechnung (Abhingigkeit) — Calcul de I’erreur
(dépendance)

Unter dem Begriff ,,Fehlerrechnung“ werden in der Literatur zwei verschiedene Problemtypen behan-
delt: Erstens das Problem der Verpflanzung von Messfehlern bei der Anwendung von Funktionen auf
fehlerbehaftete Messgrossen. Und zweitens das Problem der Fehler von statistischen Kenngrossen (z.B.
Mittelwert), welche meistens von einer grossen Datenmenge abhéngen. Hier wollen wir den ersten Fehler-
typ behandeln. Der zweite wird im getrennt herausgegebenen Anhang zu diesem Skript besprochen.

7.6.1 Das Problem der Verpflanzung — Le probleme de la dépendance

Situation: (a): y= f(z)
Gemessen wird x + Az~ y+Ay=7
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A1) A ¥} {ftx) Af(x)
Yo Y= Y=Yy
:n Y = fix,) v
1 _Ax WY, Y, 0
/ ///-f Y szsb_ X Y, /};IE:--___:(_ Ax | Ax | X
X, X%, X%, T\ XXX, Ax X X X

[y

yo = f(xo0), y1 = f(@1), y2=f(x2), Ayr=|y1 —yo| =7, Ayo=|yo —wo| =7

Situation: (b):  y= f(T1,, 229+, Tng)

Gemessen werden die Werte z1,, %2, ..., %n, der Variablen xi,xs,...,z,. Bei kontinuierlichen Mess-
werten gibt es immer Ableseungenauigkeiten, die aber abschétzbar sind. Diese zugehorigen ,,Messfehler
betragen Azq, Azo,...,Ax,. Die ,exakten Werte“ zj, & = 1,...,n liegen daher in den Intervallen
[€ko — Az, Ty + Azg]. Zudem sei eine Funktion f(x1, 9, ..., z,) gegeben, mit deren Hilfe eine weitere
Grosse berechnet werden muss.

Problem: In welchem Intervall liegt der ,,wahre* Wert f(zf,x3,...,25)?

7.6.2 Verwendung des totalen Differentials — Appliquer la différentielle to-

tale
x1 T1g
Sei I = ), @ = , f(@) = f(z1,22,...,2,), Di > |Axg| (D ist eine bezifferbare
Ln Tng
Schranke. )

Aus der Theorie des totalen Differentials weiss man:

Af = f@y+ AZ) — f(#0) = Az [, (%0) + ...+ Az [, (20) + O[2]
(O: Glieder hoherer Ordnung )

o A < Az | fo (@0)] + A |A| [ fL, (@0)] < Di | fo, (@0)] + ..+ Dy | fo (50)] = A frmas

Satz: Vor.:

Messsituation wie oben beschrieben |,
f c ’D(l)

Beh.:
|Af| <D |f‘il (x_b)l +...4+ Dy |fin(x_6)| = Afmaw

Konsequenz:
f(f*) = f(xy{axga SRR .172) € [f(fO) - Af'rrww;a f(fO) - Af'rrww;]
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Definition: |Af| heisst absoluter Fehler ,

=S
TGo)

| heisst relativer Fehler .

1. Beispiel:  f(z,y) =2ty = Afmew =D;|1|+D,|£1|=D,+ D,

N

- Beispiel:  f(z,y) =2y = Afunae = Dalyol + Dy [wol

95

1
. Beispiel:  f(x,y) = AN A fmaz = Dy |—| + D, |x_§
Y Yo Yo

4. Beispiel:  f(z,y) =2Y = Afma = Dalvo -xgo_1| + Dy |2y’ In(zo)]|

5. Beispiel:
1
f(z) =22 — 22+ 4 —sin(z) + In(x) = Afnae = Ds|220 — 2 — cos(xg) + —|
x

Bemerkung: Diese Beispiele zeigen, dass die oft gedusserte Meinung, es geniige
mit den extremen Werten zu rechnen, wohl dusserst falsch sein
muss.

6. Beispiel:

Messwerte:

a = 364.76 £ 0.05m

b =402.35=£ 0.05m

v = 68°14' £ 4

~ 2 1.1909 £ 0.002
c="7"

~ c=/a%+ b2 —2ab cos(y) ~ 431.38
Oc Oc
= Acmax:Da'lal—i_Db'l%l—i_D’Y'l
2a—2b cos(y) 2b—2a cos(7)
2/a% + b2 —2ab cos(7) 2./a? +b% —2ab cos(y)
~ 0.02498 + 0.03096 4+ 0.36762 ~ 0.424 = c =+ Acpmas = 431.38 £0.424

e,
oy
2ab sin(y)

=0.05-|
2./a? +b% —2ab cos(y)

| +0.05- |

| +0.002- |

Achtung: v a2 11909+ 0.002 = ¢+ Acyg, = 431.38 £ 0.424 i

7.6.3 Linearisierungen — Linéarisations

Idee: Af = f(F — f(d = f(4h + AD) — f(d5) ~ Ay [, (6) + ...+ Ay, (c0)
= f@~ [+ Ay £, () + ...+ Ay £, (55)

Lemma: Vor.: feD!

Beh.:
(@) = f(zo + Azy fr, (20) + ... + Awy fr, (70)
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1. Beispiel:
@)= = f6) = i~ J(0) 4 (0) e =14 1
T) = ) = ~ €= €= —€
1+ 1+e (14+¢e)?_,
1
7.B. 1 —0..000°000'37 = 0.999'999'63

1.000°000°37

2. Beispiel:

@)= (o) = f6) = (L+2)" ~ f(0) + £(0) e = T+n-(1+e) " e =1+n:2

| €

7.B. (1.000’0007000"1)%* ~ 1 — 0..000’000’054

7.7 Regression — Régression

7.7.1 Der Begriff — La notion

Geg.:

Stichprobe von Beobachtungen (x1,41), (22, y2), - - -5 (Tn, Yn)
z) z.B. Maschineneinstellung ,

yr = f(z) Messung .

Problem: Interpretation des Verhaltens der Messwerte (Gesetz)?

Z.B. Vermutung: Die Messwerte liegen auf ein-

er passenden Geraden oder sonstigen Kurve. o? P
Problem: P
Wie findet man die ,beste® Gerade (resp. /./'/'// ?
Kurve)? /-/'.,/ ~ v

. / :

~» Probleme:

1. Berechnung der Parameter der hypothetischen Kurve.

2. Beurteilung der Zuverléssigkeit der getroffenen Wahl.

Die so gefundene Kurve trigt den etwas unverstdndlichen Namen Regressionskurve.

Wieso dieser Name? Der Name stammt aus einer Beschreibung von Beobachtungen von F. Galton 2!
zum Grossenwachstum von Menschen. Galton hat festgestellt:
1 Grossere Viter haben grossere Sthne.
2 Jedoch beobachtet man die Tendenz, dass grosse Viter grosse Sohne haben, die aber im Mittel
kleiner sind als die genannten Véter selbst. Es ist also ein Riickschritt ~» Regress vorhanden.

Sei x = Grosse der Viter ,

y = Grosse der Sohne .

y(x) = ax + b Gerade

~ ,,Regressionsgerade*

Der Begriff Regressionsgerade ist also historisch verankert, hat aber inhaltlich nichts mit der Mathematik
zu tun.

21Engl. Naturforscher , 1822 — 1911
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7.7.2 Methode der kleinsten Quadrate — Méthode des carrés minimaux
Das Problem — Le probléme

Problem: Welche Kurve ist die ,,beste* Kurve? — Wie ist das Kriterium ,,beste” definitorisch am
verniinftigsten zu fassen?

Da wir Menschen selbst entscheinden miissen, was unsere ,,Vernunft® sein soll, konnen wir hier
,verniinftig® mit ,6konomisch® und daher mit ,,pragmatisch® und ,einfach® gleichsetzen. Wir wéhlen
daher hier ein pragmatisches Vorgehen. (In der Literatur ist eine etwas fundiertere Begriindung {iblich,
auf der Grundlage des ,,Maximum-likelihood—Prinzips.)

Wichtig: Dass die gesuchte Kurve eine Gerade oder sonst irgend eine Kurve ist, ldsst sich theo-
retisch nicht exakt entscheiden. Man kann nur zu Aussagen kommen wie ,,die eine Kurve ist wahrschein-
licher als die andere®. Denn dass die gefundenen Messwerte iiberhaupt auf einer stetigen Kurve liegen,
beruht auf einer Arbeitshypothese, die wir nach Descartes mit dem Argument der Erfahrung und der
Arbeitsokonomie begriinden.

Die Begriindung der Methode — La déduction de la méthode

Problem: Durch eine ,,Punktwolke“ von Messwerten soll eine , beste“ Gerade gelegt werden. Wie ist
vorzugehen?

Idee 1:
. y ?\t+ +
Versuche g so festzulegen, dass die Summe der + . + -I-/?

Abstande zu g glelch 0 Wird

Problem: Diese Methode funktioniert nicht, da offensichtlich (Skizze) mehrere passende ,beste®
Geraden moglich sind.

Idee 2:

Lege die Gerade so, dass die Summe der Be-

y
'
trage der Abstéinde minimal wird. .
rd - -
// g
X

redel
|

Problem: Diese Methode funktioniert praktisch schlecht, da beim Berechnen der Abstinde im R?
Wurzeln vorkommen, was die Rechnung sehr kompliziert.

Idee 3:

Nimm statt der Summe der Betrdge der Ab- y ),,
sténde die Summe der Quadrate der Absténde . y(X)
zu g. Dadurch fallen bei der Rechnung die . .;\
Quadratwurzeln weg. *( Min.!

X
T |

Problem: Praktisch ist zu einem gegebenen Wert x; der Messwert y; gegeben ~» P;. Die Gerade
soll so bestimmt werden, dass fiir die néchstgelegenen Punkte P € g die Summe der Distanzquadrate
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| P; P;*| minimal ist. Man hat das Problem der Minimalisierung unter der Bedingung, dass P;P L g gilt,
was die Rechnung wieder sehr kompliziert. Einfacher wird es, hier einen Fehler in Kauf zu nehmen und
x; = x; zu setzen.

Idee 4:

Nimm statt Summe der Quadrate der Ab-
stdnde zu g nur die Summe der Ay;.

Problem: Unter der Hypothese, dass die Kurve eine Gerade y = g(z) = a -z +b ist, gilt es nun, a und
b zu berechnen. Analog geht man bei andern Kurven vor, z.B. y = h(z) = a sin(bz + ¢).

Loésung:
- 2 _ \- 2 _ \- 2 :
(1) ZI(A:W) = Zl(yi —g(x))* = Zl(yi = (ax +))* := f(a,b) — Min
1= 1= 1=
n n 9 n . 9 .
(2) ZI(A:%) = Zl(yi — h(z))* = Zl(yz' — (asin(bx + ¢)))* := f(a,b) — Min
1= 1= 1=
0 0
Bedingung: 8—‘£ 8—‘2 =0 ~
af n n
8—222(yi—axi—b)-(—xi)=—2Z(yi—axi—b ——2Zyz v —ax?—b-x;
@ = i=1 i=1
n n n
=-=2Y vy zi—ada?-b> =0
i=1 i=1 i=1
af n n
%222(%—@%—@-(—1):—2Zyi—axi—bzo
=t n n n’L=1 n
:Z Zaxz Z ZZyz—asz—nb_O
=1 =1 =1 =1
1 1
Sei T=— Z ; (Mitterwert der x; ), gy=— Zyi
n n
i=1 i=1
n
= > szyz—aZx +bnzx
> /hy /hax—i—/hb:y()—afc-i-b:g
b =1y — aZx einsetzen: (= g=aZ+Db)

n
224+ (G—ar)nzi=a(d 22 —nz?) +nzy

'MB

é _

z=1 =1
Hinweis:
1 X1 U1
> 1 - T2 . Yo
Sei d,:= =1, 7:= . y Y=
1 Tn Yn
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Formel: Vor.:

Sei
y = a - x + b Regressionsgerade ¢

Beh
>
TiYi —NTY
= (Z,9) —nZy
a=—7 = N
3 22 -2 (Z, %) —nZT
i=1
>
TiYi —NTY
G @y —nxy
b=y—= - =y—=x — 5
S22 —na? (Z,Z) —nZT
i=1
y@)=az+b=y = (z,y) €y
Schreibweise mit Varianz und Kovarianz — Facgon d’écrire a ’aide de la variance et de la
covariance
Betrachtung:
83 1= n—1 Z(xz_f)Qz n—1 (Z(xz 22,7+ 17)) = n_1 (sz _2£Zx’+zf )
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
- (zn:x —2ZnT+n3?) = ! ((zn:xQ) —nz?) = ! ((zn:xQ) 1 (zn:x )?)
n—1 ¢ n—1 ¢ n—1 ¢ n !
i=1 i=1 z=11 i=1
= (2, Z) — nz?)

In der mathematischen Statistik ist es {iblich, die Varianzen s2, SZ und die Kovarianz s,, wie folgt

zu definieren:

Definition:
b LS L 2 L e = L (@ m -
S = ;i — X = X, — — X = r,r) —nx
r n—1 < ! n—1"4 KO ! n—1
i=1 i=1 =1
e L S s - L ) = (@) - )
§2 = — ) = P — = )°) = ) —n
i=1 i=1 =1
1 <& 1 n
Sey 7= T ;(Jci—x)-(yi—y):n_l((;xiyi)—nxy)
11_" 1 n - 1
:n_l(zxiyi_ﬁ(zxi)(zyi))zn_l((f,?j)—n.fg)
i=1 =1 =1
B giles &=~ (7.0), 5=~ (7.0
S gut: *r = — (T = — .
g n b )y n b

Mit Hilfe der Varianz und der Kovarianz ldsst sich die Regressionsgerade einfacher schreiben. Dabei

benutzen wir:

Lemma: a=—, b=b=y—=2-
xT
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(Durch ausmultiplizieren verifiziert man leicht: Spy =82 -a )
Korollar: Vor.:
Sei

y = a - x + b Regressionsgerade

Soa I
Beh.: = ;2“’ x+y—T- 5‘2“’
xT xT
Bemerkung: Fiir die Summe der quadratischen Abstédnde gilt:
n 9 n 9 n 9
(Ay)* =3 (i —awi=b)* =3 (yi —§—a(xi—2))
i=1 i=1 i=1
n _ n _ _ 9 n _\9
= l(yz' —5)?-2a Zl(xz‘ —Z)-(yi—y) +a Zl(xz‘ - )
i= i= i=
=(n—1)-(s) —2as, +a*z2) =(n—1)-(s; —2aass +a’z3) = (n—1)- (s —a®z3)
- 2 2 2.9 _ (Seya o _ Suy 2
~ Z(Ayt) :O@Sy:asdr,:( 2) x — 2 <:>(5J« sy) _SJ,y
=1 S% S
n
Satz Y (Ayi)? =0 & (sp-5y) =52,
=1

7.7.3 Korrelation — Corrélation
Vorhin haben wir die Gerade g, : y(x) = a - x + b untersucht.

Da y die abhéngige und x die unabhéngige Variable war, schreiben wir préziser:

y(x) = ag - x + by,

n

n 1 B B "
Tiy; —nTY — > (@i~ ) (y; — 9) 2 =) (i —§
n—1
_ =l  Say Pl =
i —nx r =2 T — T
=1 n—1 Z(% 2 =

i=1

Wir vertauschen nun alle Wertepaare (z;,v;).
D.h. wir betrachten y als die abhéngige und ‘y
z als die unabhéingige Variable. Dann ldsst
sich mit der Methode der kleinsten Quadrate
wieder die ,,beste” Gerade g, : z(y) = ay -y +
b, durch die Messpunkte finden.

a, und b, erhilt man aus a, und b, durch Rollenvertauschung der z;, z und y;, ¥:
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n n
D YixTi —nyYT Yo (i — ) (zi — )
ay = 1=1 _ 2y _ 1=1
n N 52 n B )
>y —ny? g > (i —9)?
i=1 i=1
n
2 YiTi —nyzx
by=7—7 o

n
>yP —ni?
=1

Wenn man g, und g, in dasselbe Koordinatensystem einzeichnet, ist zu erwarten, dass zwei verschiedene
Geraden entstehen.

Ideal wire allerdings, wenn g, und g, zusammenfallen wiirden. Dann hétte man:

a; = tan(ay),

. 1 17 B,/
1
= ag - ay = tan(ay) - = . ;
tan(a;) // ay +ﬁy=%
,/’YQ’X ,/\ay L
Andernfalls ist:
ag - ay = tan(ay) - tan(Gy) y
_ tan(ay)  tan(ag)
tan(3 — G,) tan(ay) .
_ tan(oy) 41 /
~ tan(ay +9) '/ﬁ Qy L
tan(ay) . . . . .
Gz - Q ist umso verschiedener von 1, je verschiedener ¢ von 0 ist . ~

¥ tan(ay + 9)
az - ay ist ein Mass fiir den Zusammenhang der beiden Geraden, d.h. fiir die Korrelation.

Es gilt: (Sz, 8y > 0)
n n n
Yixi —nyT Y wiy; —nIy (X yizi —ngyz)?
=1 =1 =
Az - Gy = - n = n ) =t n )
Yoxi-nz? Yy -ng? (X ai-nz?) (XY —ny?)
i=1 i=1 i=1 i=1
n
| > yiwi —ny |

i=1 |51y|

e i

n n \/52,5
(X 27 —nz?) - (X y; —ny?) vy
i=1 =1

7

7

Definition: Toy = —Y _ heisst Korrelationskoeffizient
52 . 52
z "9y

7.7.4 Korrelationskoeff.: Bedeutung — Coeff. de corrélation: Signification

Untersuchung;:
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n
~ Ty = 0 & 0 = sy Z(Jct -z (yi — 9§ = (Ay;)) =
((thyt)_nxy A Zx Yi = f = ‘f'ga T = (xla---ax‘rb)Ta ?j: (yla---ayn)T
i=1

Konsequenz:

Az Ay Az Ay
Tey =0 & ( : , : y=0 & : € : STy =%-7

Azy, Ayn Azy, Ayn

Diese Situation tritt auf, wenn die Punkte
,wolkenartig“ verteilt sind, wie man schon mit y N e

vier Punkten sieht, die die Ecken eines achsen- \’% /|/

parallelen Rechtecks bilden.

Detailliertere Untersuchung:

1 1 T T Axl
Seien AZ = —z-| | = - 1= ,
Hier ist: Tn 1 Tn z Az,
© = J(AZ, AY). Y1 1 Y1 y Ay

ag=| =g )= ] =:]= :

Yn 1 Yn Y Ay,

Es gilt:
Sy L. (A7, Ag} 1 ' |1AZ] - |Ag] - cos(p)
oy = - —_—— = cos(ip)
\/sg. 52 \/ (Ax Ax) (Ay,Agj} =1 - 1A - [Ag]

Tey =0 S (AZ, A =0 & AZ L Af & cos(p) =0 @(ng—i—n-ﬂ, nez

rey =1 & (AZ,AY) = |AZ]- |AY] © AZ|AY < |cos(p)|=1 @ p=n-m, n€Z

Korollar:
Vor.:
x1 1 Y1 1
o =HAZ,AY), A= | | —-z- (]|, Ay=|: [-9-|:
Tn 1 Yn 1
Beh.:

Ty = 0 @(ng—i—n-ﬂ, nez

|Txy|:1 Sp=n-m, n€’l
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‘ Ax ‘d o,0d
b Lo e 2
o2

y ¥ Ax,| |ay
o o1
a o oA
p=n-m, ne€L gozg—i-n-ﬂ, nez

Bsp.:
1. x={2,3,4,6,8,12}, y=1{4,6,8,12, 16,24} (y=22) = r=1
2. x={-21,-2.1,0,0,2,21}, y=1{4, -4, 3, -3, 4, -4} = r =-0.0106422
3. x={-21,-2,2,21}, y={4, —4,4, -4} = r =-0.024383



Kapitel e Chapitre 8

Integrale von Funktionen mit
mehreren Veranderlichen —
Intégrales de fonctions a plusieurs
variables

8.1 Integration von Integralen — Intégration d’intégrales

8.1.1 Gewohnliche Integrale als Funktionen eines Parameters — Intégrales
simples comme fonctions d’un parametre

Fall 1: Rechtecksgebiete — Cas 1: Régions rectangulaires

Sei z= f(z,y) [: (x,9) Sﬂgzresp. f: GnLR

Sei xp € R fix
(z ,eingefrohren* )

Y2
F(xo) := [ f(zo,y) dy
Y1
~ Allgemeiner:
Y2
F(z):= [ f(z,y)dy, @€ [v1,22]

Y1
ist ein klassisches Riemann’sches Integral, das
noch von einem Parameter x abhéingt

f(z,y) stetig

= |f($ + hay) - f(xay)l klein,
falls h klein

= F(z) stetig

261
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Satz: Vor.:

f(x,y) € stetig(Q)
(xayl)a (xaQQ) €eG

Beh.:

Y2

F(z) = [ f(z,y)dy € stetig
Y1

~» F(x) wieder integrierbar

Bsp.:
1.z

L axdy / du
Flor)= | ——— = _ ——— = arcsin(xz) — arcsin(0) = arcsin(x
( ) Of 1 —]/'2 y2 |w-y7u m ( ) ( ) ( )

Fall 2: Allgemeine Gebiete — Cas 2: Régions générales

Sei G so, dass 0G durch zwei stetige Funktio-
nen ¥y(z) und Wy(x) oder dazu noch durch
vertikale Geradenstiicke {(z;,y) | ¥ € [y1,y2]}
einfach beschrieben werden kann.

Begriffe: Solche Gebiete mit derart einfach beschreibbarem Rand wollen wir hier einfach beschreib-
bare Gebiete nennen.

Bsp.: Konvexe Gebiete sind einfach beschreibbar.

Allgemein kann man ,,verniinftige Gebiete“ betrachten, die einen verniinftig beschreibbaren Rand (vgl.
Seite 216) haben, d. h. keine fraktalen Gebilde. Man sieht unmittelbar geometrisch ein, dass sich solche
Gebiete immer in einfach beschreibbare Teilgebiete zerschneiden lassen. Wir kénnen hier auch umgekehrt
vorgehen und Gebiete ,,verniinftig® mnennen, wenn sie sich in abzihlbar viele einfach beschreibbare
Teilgebiete zerschneiden lassen:

Begriffe: G heisst hier ,,verniinftig®, wenn sich G in abzéhlbar viele einfach beschreibbare Teilge-
biete zerschneiden lésst. Ici G s’appelle ”raisonnable”, si G est découpable en des régions facilement
descriptibles.

Da Integrale unendliche Summen sind und sich solche addieren lassen, geniigt es somit, einfach
beschreibbare Teilgebiete zu studieren:
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Satz: Vor.:
f(z,y) € stetig(G), Wi(x), Vy(z) € stetig([z1,x2]) (€ C([x1, z2])),
x € [x1, x2]
Beh.:
F(z)= [ f(z,y)dy € stetig([z1,z2]) (€ C([z1,22]))
Wy (xz)
Das Gegenteil fithrt sofort zu einem Widerspruch!
Bsp.: Sei :
G = K, (zg,yo) = Kreis um (20, yo) mit Radius r .
1 y=yo+/r2—(z—z0)?
Fla) — cwdy = 2 q? [PV
(@) / Y= e
1
=57 (o = Vr* = (@ —20)*)* = (o + V/r? = (z = 20)*)") = ..
8.1.2 Ubergang zu Doppelintegralen — Passage aux intégrales doubles
Im Fall wo F'(xz) stetig ist, ldsst sich miihelos bilden:
b b Wa(x)
[r@ar= [ [ s@ydds
a a Uy (x)
b b Vs(x)
Definition: JF(x)de= [( [ f(z,y)dy)dz heisst Doppelintegral
a a Wq(x)
Bsp.: Z.B. im konvexen Fall:
11 1
[(Jz-ydy)de = [(zx-1%)dx
00 0o 2
Bemerkung: Die ,,geometrische Bedeutung® wollen wir in einem spéteren Ab-

schnitt besprechen, vgl. Seite 266.

Im Falle dass G nicht einfach beschreibbar ist,
zerschneiden wir G in einfach beschreibbare
Teilgebiete und addieren die Integrale iiber
den Teilgebieten.

\E
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Bsp.: In der Physik ist die Geschwindigkeit v(¢) die Ableitung des Weges s(¢) und die Beschleunigung
a(t) die Ableitung der Geschwindigkeit.

Umgekehrt ist somit;

u(t) = jt a(t)dr und s(t) = jt () dr = jt ()\_f a(N) d\) dr

~» Doppelintegral

Bsp.: t, =0, 70 =0, a(t) =a = const.

= s(t)= [ o(r)dr = ft(f ad\)dr = jOaTdT:%atQ

7=0 7=0 A=¢ T

8.1.3 Zur Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation — Quant a
I’échangement de ’intégration et de la différentiation

Fall 1: Rechtecksgebiete — Cas 1: Régions réctangulaires

Satz: Vor.:

Sei G = [x1,x2] X [y1, y2]
f(z,y) diff’bar nach z in G
fr(z,y) stetig in G

f integrierbar nach y

Beh.:

Y2
1. F(z) = [ f(z,y)dy diff’bar nach =
Y1
d d Y2
2. %F(x)ZE/f(x,y)dy
Y1

Y2

Y2
d
=/@f(x,y)dy=/f;(x,y)dy
Y1 Y1
~» Differentiation und Integration sind vertauschbar

Zum Beweis:

Y2

Fleth)— Fz)= [ fz+hy)dy— [ feg)dy = [ (e +hy) — fa.y)dy

Y1 Y1 Y1
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Y2
= [h-fl(x+ X h,y)dy, Xe[0,1] (Mittelwertsatz )
Y1
| F(x+h)—F
h

Y2 Y2 Y2
(@) —/f;(x,y)dyl=I/%-f;(x+A-h,y)dy—/f;(x,y)dyl=
Y1 Y1 Y1
Y2

Y2 Y2
I/(f;(erA-h,y) — folz,y)) dyl S/If;(HA-h,y) — frlz,y)dy <, /Edyl =c-|y2 =l
Y1 Y1 Y1

(%) : fo(z,y) stetigin G, [A-h| <6 = |fr(z+A-hy) = filz,y)] <e

Y2
- F
e e R F L ©
h—0 h

Y1
d [ sin(z-y) [ d sin(z y)
sin(x -y sim(x -y
Bsp.: — [ ——= = U —

°p dx/ y dy /dx Yy W
0

1 1
) 1 — in

Fall 2: Allgemeine Gebiete — Cas 2: Régions générales

Sei GG ein verniinftiges Gebiet.
Aus Griinden der Zusammensetzbarkeit geniigt es hier auch wieder, Teilgebiete mit einem verniinftig
beschreibbaren Rand zu untersuchen.

Sei OG gegeben durch differenzierbare Funktionen Uy(z), Uo(z) sowie eventuell vertikale &dussere
Begrenzungen.

Sei f € D(@)
Uy (@) v

Sei F(z)= [ f(z,y)dy=: [ f(z,y)dy = ®(zx,u,v) (f stetigin G)
Wy (x) U

® ist partiell diff’bar nach = (u,v = const., vgl. oben), aber auch nach v und v (Fundamentalsatz der
Infinitesimalrechnung).

~> Kettenregel: Fl(z)=® -zl + &) -ul, + P, -0, =&, + ) -ul, + P, -0

x
Fundamentalsatz der Infinitesimalrechnung: H(z) = [ h(t)dt < H.(x) = h(z) oder
y
#(x)
H(po(x))= [ h(t)dt < H,(p(x)) =h(e(x)) - ¢,(z) (¢, (z) ist die innere Ableitung .)
y

\1/2(3,)
Wy (xz)
(f, ¥y, Uy diff'bar nach z in G )
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Satz: Vor.:

Sei G wie beschrieben
f diff’bar nach = und stetig in G
\Ifl, \112 diff 'bar

\1/2(1)
F(@)= [ flz,y)dy
Wy (xz)
Beh.:
d /
\1/2(1)
= [ Syt fe Vale)) - Vi) ~ fla01(@) - (o)
Wy (xz)
1. Beispiel: i/M dy =
dx Y
a’ sin(z - %) , sin(z - 2?)
ZIfQcos(ac-y)cly—i—7303 -3z - — =
1 y=a? in(z-2%)  2sin(z-2?) 1
L i@+ 3 sin(x - x7) _ sin(z - 2°) = = . (4 sin(z?) — 3 sin(z?))
x y=s x x x

Man beachte hier, dass % keine elementare Stammfunktion hat (~  Integralsinus®).

2. Beispiel:

Sei F,(z)= Off(y) : (30;7'74)” dy = %Fn(x) =F)(z) = Fy_1(2)

Der Nachweis dieser Formel ist dem Leser als Ubung iiberlassen.

8.2 Doppel — und Mehrfachintegrale: Begriffsfassung —
Intégrales doubles et multiples: Déduire la notion

8.2.1 Konzept — Concept

Wir wollen versuchen, die Ideen bei der Herleitung des Integralbegriffs bei Funktionen mit nur einer
Variablen zu iibersetzen auf den Fall mehrerer Variablen. Bei Funktionen mit einer Variablen ging
es um Fldcheninhaltsberechnungen. Somit muss es bei Funktionen mit zwei Variablen um Volu-
meninhaltsberechnungen und bei Funktionen mit mehr als zwei Variablen um hoherdimensionale
Volumeninhaltsberechnungen gehen.

Wir wollen zuerst das Problem anhand von Funktionen mit zwei Variablen studieren. Die Ubersetzung
auf den Fall von Funktionen mit mehr als zwei Variablen wird dann nicht schwierig sein.

Sei G = Dy ein beschrénktes, verniinftiges Gebiet.
(Zur Erinnerung: Beschriinkte Gebiete haben in einem endlichen Kreis Platz. )
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Sei f vorerst stetig.
Sei Af ={(z,y, f(z,y)) | (x,y) € G} CR3 (~ erzeugte Fliche )

Problem:

Ges.:

Volumeninhalt zwischen der xy—Ebene und

Ag?

Wichtig: Bevor wir praktisch Beispiele 16sen, d.h. wirtschaften konnen, miissen wir die ,neue Land-

schaft erkunden® , d.h. einen Begriffsapparat aufbauen und diesen studieren.

8.2.2 Gebietszerlegungen — Partition d’une région

Bei Funktionen mit einer Variablen sind wir von Intervallteilungen ausgegangen. Analog gehen wir hier
von einer Gebietszerlegung aus.

~ G =Ul_ | AGk, AG;NAG ={},
i#3J, Vi AGy C U, (Pr), Pr € AGy o

AG, U (R)

Ty, sel unabhéngig von k gewahlt, d.h. zu gegebenem n global.
Begriffe: Wir nennen r,, hier die Feinheit der Zerlegung.

Bsp.: Sei AGy Rechteck, r, = d,, = maximale halbe Diagonalldnge beziiglich k.

8.2.3 Verfeinerungen von Gebietszerlegungen — Raffinements de partitions
de régions

Bei den Intervallen haben wir von Intervallteilungen, regelmissigen Intervallteilungen und Verfeinerun-
gen von solchen gesprochen. Diese Begriffe lassen sich problemlos unmittelbar ins Mehrdimensionale
iibersetzen, falls AG dieselbe Form zuldsst wie G. (Wir reden hier vom problemlosen Fall. Der
andere Fall ist in einem spéteren Abschnitt behandelt, vgl. Seite 270.) Wir erhalten dann z.B. im R?
Gebietsteilungen, regelmaéssige Gebietsteilungen und Verfeinerungen von solchen. Dabei soll fiir eine
Folge von Gebietszerlegungen r, — 0 gelten, z.B. r, = 5. Gebietszerlegungen, die r, — 0 erfiillen,
wollen wir zuléissig nennen.

Reguldre Gebietsteilungen miissen bei bestimmten Translationen in sich selbst iibergehen. Man denke
z.B. an Rechtecke oder Parallelogramme — oder Steinformen, die heute bei Pflasterungen von Plédtzen
verwendet werden.
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8.2.4 Riemannsche Summen fiir problemlose Gebiete — Les sommes de Rie-
mann pour des régions sans problemes

Wie bei Funktionen mit einer Variablen kann man auch hier bei Funktionen mit zwei Variablen ver-
suchen, den ideal oder auch physikalisch denkbaren Volumeninhalt durch stabférmige Quader iiber einer
reguldren Gebietsteilung anzunihern. Der Inhalt wird so mittels Ober— und Untersummen approximiert.

Sei f € beschriankt(G)

Sei ]\/[k'#” = fmaz in Aék,n ~
f‘maa; (AGk,n); B

Mk,n = f‘min (AGk,n)

|AGj,,| = Inhalt von AG,,

Es ist geometrisch klar, dass gilt:
Min ~ [AGrn| < f(@kns Ykn) - [AGk | < My n - [AG 2|
Wie bei Funktionen mit einer Variablen definiert man:

Definition: Unter%umme
S%" = kzmkm . |AGk7n|
Obersélmme
S,Cj’“ = %: My - |AGk )
1

Fiir eine Zwischensumme muss daher gelten:

X n
Lemma: Sin <5 f(Thns Ykom) - |AGR | < SET
k1

Wie bei Funktionen mit einer Variablen kann man auch hier zu einer brauchbaren Definition des
Volumeninhaltes gelangen, falls gilt:

n

n
> AVin = Z(Mk,n — M) - [AGgnl — 0, n— o0
k1

k1

n — oo bedeutet Feinheit: r,, — 0.

Und wie bei Funktionen mit einer Variablen ist eine Obersumme S$™ zu einer beliebigen Zerlegung
immer eine obere Schranke fiir eine Untersumme S!7 einer beliebigen andern Zerlegung u.s.w.:

Lemma: Vor.:

Gegeben seien zwei beliebige Gebietszerlegungen ~ Gi.n, Gjm

)

Beh.: Sin < §Gr - gin < GgGr
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Sei nun f(x,y) stetig.
Wegen r,, — 0 fiir n — oo geht die Distanz zwischen den Punkten, an denen Mj, , und my, , gemessen
wird, gegen 0 mit n — oo.

~ f(z,y) € stetig = Vi : My —mpn — 0 = Max(|My,, —mgn|) — 0

n n n n
= [ AVl T |AVE ] = 30 |(Myn — muen)| - [AGEn| < 50 Max(|My,n — my,nl) - [AGy,n|
kl kl kl kl

n

= Max(| My n — mgn|) - D |AGk | = Max(| My, — min]) - |G| — 0 ( wegen Max(|My, , —mg,,|) und
k1

|G| € R.)

In diesen Féllen gilt nun:

n
. in _ 1; . _ < Gr ._
S g k) 1G] =y, ST Y
~» V ist so definierbar! ~

Lemma: Vor.:

Sei G problemlos und verniinftig

f € stetig(G), G € beschrénkt
k,n gehoren zu einer zuldssigen Gebietszerlegung

Beh.:

n
> (1) DAV, — 0 fir n— oo
k1

n
> (2) V= lm Y f(%kn, Ukn) - |AGE | existiert
n—oo kl

n —
(1) besagt:  lim > f(Zkn,Ykn) - |AGk | unabhingig von der Wahl von Py (Zk.ns Yk,n) € Gion
n—oo kl

Zur Begriindung von (2):
n n
| lim 30 f(@kn, Ykon) - [AGka| | < Hm 30| f(@kn, Yen)| - [AGk | <
n—oo kl n—oo kl

n

n n
lim > Max(|f(zk,n, Yk.n)|) - |AGk | <= nlirroloz ¢ |AGgnl=c- nlirrgoz [AGE.,| =c-|G]
— 1 —

n—o0 7 k1

~  Majorante!

Bemerkung: Zur , Epsilontik®
n n
lim | > AVj.n| = 0 bedeutet: 0<r,<d = | AVl <e
n—oo kl kl
n
Definition: Sei V= lim Y f(%kn, Y.n) - |AGE »|
n—oo kl

Im Falle der Existenz von V' € R nennen wir V' Volumeninhalt
des Korpers zwischen der xy—Ebene und der Funktionsflache Ay.
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Symbol: V := [[ f(z,y)dG = [ f(z,y)dG := [ f(z,y)
G G G

Falls f(z,y) auf G positiv ist, kann man vom Koérper unter der Fliche Af reden. Entsprechend fiir
f(x,y) negativ. Im gemischten Fall entstehen negative und positive Inhalte und damit Differenzen.

8.2.5 Riemannsche Summen bei beliebigen verniinftigen Gebieten — Les
sommes de Riemann pour des régions quelconques mais raisonnables

Sei G endlich . Wir verwenden einen Trick:

Packe G in ein Rechteck R ein und erweitere

f und Dy wie folgt: I¥ —————— (X0 )
,/ = F,ARk_ncc;
‘\\ Aﬁ“@s
|
L flzy) (z,y) €G i
fR(‘r)y) . - { 0 (l‘,y)gG a AX b X

b _
Seien Az = a, Ay = p a, n=m?, (Tk,n» Y,n) € ARy ,, beliebig
m m

~» Jetzt konnen wir mit einer Rechteck-Gebietszerlegung und fr arbeiten. Ausserhalb G liefert fgr
keinen Beitrag. Die Riemannsche Summe erstreckt sich nur iiber die Punkte € G.

o [ Ha )6 S () T CED T S )
1 kl

& m?2 m?2

~» Problem:

6G e

In der Randzone um OG kann zufillig fr (g n, Yk,n) = 0 werden — oder aber
TR(Zkns Ykn) = f(Thns Yhon) 7 0

~» Die Berechnung einer ganzen Zone kann also fehlerhaft sein.

Nach Voraussetzung ist G verniinftig, d.h. also 0G geniigend ,glatt“. Sei nun die Gebietszerlegung
geniigend fein, sodass sich innerhalb der Problemzone nie 4 Rechtecke R} , in einem Punkt beriihren.
Dann kann man die Problemzone in ein Band der Linge von G und der Breite gleich 2 mal die
Diagonallénge der Rechtecke Ry, ,, legen.

~» Inhalt der Problemzone < |0G|-2-+/(Ax)2 + (Ay)?2
~» |Fehler| < Max(|f(zkn,Ykn)l|) 0G| 2/ (Ax)?2 4+ (Ay)2 - 0 fir n — oo

((wegen Max(|f(zrn, yrn)l), [0G] € R, /(Az)? + (Ay)* — 0)

Wenn fr = f in G stetig ist und fr = 01in R\ G, so gilt fiir ganz R und fiir fg:
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n n n n
122 AVin| < 22 [AVi | = 22 [(Min = mipe )| - [ARg | =< 50 Max(|My,n — minl) - |ARy, | =
kl kl kl kl
n
= Max(| M — mioal) - 32 1A Ryl = Max(1 My, — mial) - |G — 0
k1

Denn in G ist:  Max(| My, — Mg n|) — 0
und ausserhalb von G gilt: My, = mp,, =0

Dabher gilt der Satz:

Satz: Vor.:

Sei G verniinftig

f € stetig(G), G € beschrénkt
k,n gehoren zu einer zuldssigen Gebietszerlegung

Beh.:

> (1) [ f(z,y)dG existiert
G

> (2) [ flz,y)dG = lim 3 f(zn,Ykn) - [AGE |
G n—oo k:l

Damit koénnen wir auch die vorhin gegebene Definition des Volumeninhalts auch bei beliebigen
verniinftigen Gebieten iibernehmen.

8.2.6 n—dimensionale Volumenintegrale — Intégrales de volume a dim. n

Statt Py, € G C R2 zu wihlen, kann man auch Pjn € G C R™ wihlen.

~ Py wird duch m Koordinaten bestimmt:

Py = (xk,nla .- -;xk,nm)

Entsprechend ist |AGy, | ein Volumeninhalt im R™.

Dabei gehen wir immer von einem kartesischen Koordinatensystem aus, wenn wir nicht expliz-
it ein anderes Koordinatensystem fordern! r, ist dann der Radius einer m-dimensionalen Kugel.
Wenn |AGy ;| ein m—dimensionaler Quader ist, kann man fiir r, die halbe Diagonallinge nehmen:
Tn = /(Az1)2 + ...+ (Az,,)2. Man erhilt dann wie bei m = 2:

Vie=[...[ f@rn,,-- G Tpp, ) dG = J f@rm,,-- S Thp, ) dG
G G
= f f(kala .- 'axk,nm) = lim Zf(kaa yk,n) : |AGk,n|
G n—oo k:l

~» Schreibweise:

fg...ff(xk7n1,...,xk7nm)dG = [ f(@hm,s- o Thm, )dG = [ f

G G
Bsp.:  Pin=f(Tkn,--- Tk, ) = f(Pen) =c
n

n
= [f(@kn, - Thm,)dG = [c¢dG = lim Y ¢ |AGgy| =c- lim Y |AGk,| =c- |G|
G G N0 gy N0y

8.2.7 Integrationsegeln — Regles pour l'intégration

Analog zum Fall von Funktionen mit nur einer Variablen kann man hier entsprechende Integrationsregeln
herleiten. Der bei der Herleitung der Regeln einzuschlagende Weg geht meist analog zum Fall von
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Funktionen mit nur einer Variablen. Was anders ist, ist die Art der Berechnung von Abstinden: Im R*
sind es Betrige von Differenzen, z.B. z1 — x2, im R" sind es allgemeiner euklidsche Distanzen, z.B.
V(Az1)2 + ...+ (Az,,)2. Auf die expliziten Beweise verzichten wir hier aus Raumgriinden. Sie sind
Sache des Lesers. Oft kann man die Regel auch geometrisch direkt einsehen.

Regeln:

Die verwendeten Gebiete seien verniinftig und die Funktionen integrierbar.

G - .G z
c-f(x,y)
~» Streckung g: fxy)

e a> e
z

o [(fi+fo)= L+ f

G G G

~» ,Addition*“ von Volumina

Das Integral ist ein linearer Operator.

o [ f=[f+[Tf
Gy Go

G1UG2
G ﬂGQ={}
~» Zusammenzug von Gebieten <
2

G
A
X G1

V<

@

©fzginG = [f>[g
G G
Speziell:

fl>finG = [|fl=|[fl=x[f=[%f
G G G G

Sei  fn = Minpe f(P), fu = Maxpeaf(P) = |G| fm < [ [ <I|G|- fu
G

© Konsequenz: Mittelwertsatz:
Sei feC(G), € beschrinkt(G) = Ipec: |G| - f(P)=[Ff
G

© Sei  (fn) EUNTFCONV(G)2 = [fu— [f
G G

2R2YUNTFCONYV vergleiche Seite 196
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[ fdG definiert ,

R
Gn; G - R-, |G A Gnl =
=[(G\Gr)U(Gu\G)| =0

fiir n — oo

= [ =]
G G

@ Das Problem der Ubertragung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung (,,Gebietsdifferentia-
tion*: :)

~» Die Situation bei Funktionen mit nur einer Variablen:

Sei F(z)= [ f(t)dt
a y = f(x)

zo+h xo ]

[ st = [ f(t)dt i

: a a X, + A
F'(zo) = }Ll_{% A A€[0,1]

zo+h = x

f f(ﬁ) dt I a Xq X, + h
=lim————=lim ————=
h—0 h h—0 h

= }Lir% flwo+Ah) = f(xo) = F'(xo) = f(xg) (Mittelwertsatz )
Die Situation bei Funktionen mit zwei Variablen:

Sei f(z) € stetig(R),
Gn,G C R, AG CUn(PR), Po€0G

[ fdG— ][ fdG P coG
li GUAC G _ 0
ho |AG] AG CU,(P)
dG o
LT ey ag
lim = lim ————

h—0 |AG| h—0 |AG| lpeac
= f(Py) (Mittelwertsatz , P — Py fiir h — 0)

Problem: Unbestimmte Integrale von Funktionen mit nur einer Verénderlichen sind Stammfunktionen

und als solche Funktionen der oberen Intervallgrenze. [ f ist ein bestimmtes Integral, das nicht nur von
G

der Grosse von G, sondern auch von der Form von G abhiingt. Intervalle im R! haben alle dieselbe

Form, Gebiete aber jedoch nicht.

Konsequenz: Daher ldsst sich der Begriff Stammfunktionen nicht direkt auf Integrale {iber Gebieten
mit verschiedener Form {ibertragen.

8.3 Berechnung von Doppel- und Mehrfachintegralen — Cal-
culer des intégrales doubles et multiples

8.3.1 Gebietsintegrale, allgemeine Situation — Intégrales de région, situation
générale

Sei GG ein verniinftiges, beschrinktes Gebiet, f stetig und beschrankt auf G.
Sei G € R (Rechteck .)
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Falls eine Funktion iiber G integrierbar ist, d.h. die Riemannsche Summen konvergieren, so folgt aus
dem ersten Lemma (Seite 268), dass der Wert des Integrals nicht von der Art der Gebietszerlegung
abhéngen kann. Man darf somit fiir die AGy, ,, die denkbar verniinftigste Form wihlen. Bei kartesischen
Koordinaten dringen sich natiirlich achsenparallele Rechtecke auf. Dabei ist folgender Begriff iiblich:

Definition: Fiir AG C R? heisst AG Flichenelement, fir AG C R3
heisst AG Volumenelement, fiir AG C R™ heisst AG m—
dimensionales Volumenelement.

Im Falle einer Rechteckzerlegung erhalten wir fiir das Flachenelement bei einer Zerlegung in je m Streifen
in z und in y-Richtung:

AGhnmz = AGp = ARy, = Az Ay = it V1Y (1 —21) (Y1 — 1)

m m m?
(1) Konvexe Gebiete — Des régions convexes
vi a\(y) B b(x)
y2 g
'R
P G B
1
Y . T——a(x)
R
X, x, »X
Sei 9G = {(z,a(x))} U {(2,b(x))} = {(a(y), y)} U{(B(v), y)}
Unten: {(z,a(z))} von P; bis Psiiber Ps
Oben: {(=, (x )} von P bis Ps iiber P
Links: {(a( , y)} von Py bis P, iiber Py
Rechts:  {(B(y),y)} von Py bis Py iiber P
B(y)
Sei  lim Z fR(x’L myY) Ay = lim Z f(xz myY) A = f f(xay) dx := F(y)

Ohne hier in dle ,, Tiefen der Theorie der Doppelrelhen“ hinabzusteigen, kénnen wir bei Volumeninhalten
doch durch die Anschauung motiviert nachvollziehen (Umstellungen zulissig fiir stetige, positive
Funktionen wegen der absoluten Konvergenz):

~ gf(x,y) dG =ffR($,y) dR =

m2 nem2
= hgn Z fR(xk ns Yk, n) AR, = hgn Z fR(xk,na yk,n) Az, - Aym
n=m2—o0 _1 n=m2—o00 _|
m2
= lim Z Z fR(xi,ma yj,m) Axm) : Aym = lim Z( lim Z fR(x’L mis Yj, mz) Axfm) 'Aym2
m—oo [ {2} ma—00 S 'm1—o0
z2 B(y)
= lim ZF ) Ay, = fF Ydy = [( [ f(z,y)dx)dy
ma—00 i) 21 aly)

Da AR,, = Az - Ay, = Ay, - Axyy, gilt, schliesst man ebenso durch Vertauschung der Summations-
reihenfolge:
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T2 b(J«)

Jfa,y)dG=...= [( [ flz,y)dy)dzx

G z1 a(x)

Satz: Vor.:

Seien : G verniinftig, beschrinkt, konvex ,
f stetig und beschrinkt auf G

Beh.:
Y2 B(y) T2 b(x)
[fy)dG = [( [ fle,y)de)dy= [( [ f(x,y)dy)de
G Y1 a(y) z1 a(x)
1. Beispiel:
f(xay) :x'yQa

G Dreieck wie gezeigt

1 1 1
gf(x,y)dng({x-dey)dxzOf(x-%yﬂ&)dwz{%x‘l dxz%x5|ozll—5

oder :
11 1 1 1
gf(x,y)dG={(fx-dex)dy=Of(%x2 v 1 )dy =[50 -9 v dy=[5 > —y*)dy =
Yy 0
=¥l mvh=-w5=F=%

2. Beispiel:

f(z,y) =22+6 23y, G Rechteck wie gezeigt

2
22 +6% y|")dy= [ (15+382.5y)dy = 618.75
1

gf(x,y)dG: j(ﬁ2x+6x3ydx)dy:

-1 1

,I_.%w

3. Beispiel:

275
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fz,y) = 2% +4y,
G Figur wie gezeigt
a(z) =22, b(z) =2z, 2, =0, 29 =2

2 20 2 .
[ f(z,y)dG = ffx +dydy)de = [(z®y+ 39| ) dx
G 2 0
2
:§x3_€x6|0:?’3_2

(2) Gebiete begrenzt durch Vertikalen — Des régions bornées par des verticales

Sei die Situation wie bei konvexen Gebieten, ausser dass GG links und rechts durch vertikale Geradenstiicke
begrenzt ist. Oben sei der Rand gegeben durch b(z) und unten durch a(z).

Wie im Falle (1) steht auch hier zuerst ein-
er Summation in y—Richtung und darauf in
z—-Richtung nichts im Wege. Umgekehrt kann
man jedoch nicht vorgehen. Das zeigt die Form
von G.

y

~ Konsequenz:

Formel: Vor.:

Seien : G wie beschrieben
f stetig und beschrinkt auf G

Beh.:
z2 B(y)

Jf@y)dG = [( [ fz,y)dy)de

G *1 a(y)
Bsp.:
f@,y) =z +y,
G Figur wie gezeigt
Uy (z) = —22+1, Ug(z) = —222+2

X
1 —2z%42 1 Coa?4n

Jf@y)dG=J( | w+ydyde= ]y tgy’| ,,, Jdr=
G -1 —x241
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(3) Gebiete begrenzt durch Horizontale — Des régions bornées par des horizontales

Sei die Situation wie im Falle (2), ausser dass G oben und unten von Geradenstiicke resp. Horizontalen
(zwei Horizontale) begrenzt ist. Links sei der Rand gegeben durch a(z) und rechts durch 8(x).

Wie im Falle (2) steht hier zuerst einer

Summation in z—Richtung und darauf in y— A
Richtung nichts im Wege. Umgekehrt kann Y
man jedoch nicht vorgehen. Das zeigt wieder
die Form von G.

\ IS

~ Konsequenz:

Formel: Vor.:

Seien : G wie beschrieben
f stetig und beschrinkt auf G

Beh.:
y2 b(z)
J fay)dG = [( [ flo,y)dy)dz
G Y1 a(x)
Bsp.:
f(.f, y) =Y,
G Figur wie gezeigt
Wi (y) =sin(y), Pa2(y) = 2 sin(y)
e T/ 3ysin(y)? 372
gf(x,y)dng( .f() x-ydm)dy:{(%)dy: 3zt
sin(y

8.3.2 Anwendung auf Volumenberechnungen — application pour calculer des
volumes

1. Beispiel:

Berechne den Volumeninhalt von V' unterhalb
des Rotationsparaboloids

z=flx,y) =2* +y* +1
V ist beschrinkt durch die Koordinatenebe-
nen sowie die Ebene 2x +y = 2.

z z=f(x,y)=x +y +1

r=1 y=2—2x =1 o na
V=[fle,y)dG= [( [ 2+ +1dy)de= [ (Py+3¢>+yl_ dx
G xz=0 y=0 z=0
=1

_ 14 2 142° _ 14z k.2, 102> 7z *=' _ 11
= fo(?—lox—i—le — B )de =55 - 527 + - - | =15
r=
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2. Beispiel:

Berechne den Volumeninhalt des Korpers, der
im ersten Oktanten liegt und begrenzt ist
durch die Koordinatenebenen und die Zylin-
der 22 +y? =9 sowie > +22 =9

V =

y
9—y?de)dy= [ (x-/9—y

y=3 y3
O(\/9—y2-\/9—y2)dy= f09—y2dy=9y—%y3|y:0=9-3—%33=27—9=18
y:

W Q—
=
&
o
IS
Q
I
—
—

Y

Y

Interessant! @ kommt nicht von im Resultat!

8.3.3 Uneigentliche Gebietsintegrale, Anwendung — Intégrales de région im-
propres, application

Beispiel der Berechnung eines gewdhnlichen Integrals via Gebietsintegral — Exemple: Cal-
culer une intégrale simple par une intégrale de région

Betrachten wir zuerst:

(

oy
Q-

d b b d
J@,y)dy)do = Yim [([ f(z.y)dy)dw = lim [(f f(z.y)dz)dy =

b b
= dlim JF(d,y)dy = fdlim F(d,y)dy

(falls F(d,y) mit d — oo in [a, b] gleichméssig konvergiert, vgl. Seite 200 )

co b b d b oo
~ JU Sy dy)de = [ Jim [ fe,y)dedy = [([ f(z,y)de)dy  ~
Lemma: Vor.:

d
F(d,y) = [ f(z,y) de € UNTFCONV

(&
fir z€[a,b], d— o0
Die verwendeten Integrale existieren

Beh.:
co b b oo
J(J f@,y)dy)de = [(] f(z,y) dz)dy
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b b b
+e "Y o / 1 . +e Y /1 b
= dy=[(=—1 dY =\, 1o0 = oo | (5 —0)dy=In(y)|, =
/( y Ay =[O lim ——)dy =, o [ (G =0 dy=In(y)],
=In(a) — In(b) = In(%)
8.3.4 Gebietsintegrale in Polarkoordinaten — Intégrales de région en coor-

données polaires

In  kartesischen Koordinaten war das
Flachenelement Az - Ay, infinitesimal dzx dy,
und der ,infinitesimale Quader f(z,y) dz dy.

>y

AX

Nun gibt es aber Probleme, die sich einfacher in Polarkoordinaten beschreiben lassen. Man denke
z.B. an ein Gebiet, das von einer Spirale begrenzt ist. Dann muss man konsequenterweise hier eine
Gebietszerlegung benutzen, die diesem Koordinatensystem angepasst ist. Das fithrt dann zu einem
andern Fldchenelement (vgl. Skizze).

Sektor: A
A=p2.7. 2%
2m
rm=r, To=1+Ar
AG=AA
T2 (r2-Ap) (- Ap) _
A A
e = LA S
Ap)

A
:T-(Ar)-(2r+Ar)=A<p-Ar-(r+7r)—>d<pd7°7“

Lemma: In Polarkoordinaten ist das Flachenelement: rodr

Wir kénnen sinnvollerweise die folgenden beiden Félle unterscheiden:

(1) Veréinderliche Radien: (2) Verdnderliche Winkel:
r = g1(p), T2 = 92(p) 1 =ha(r), @2 =ha(r)

(1)

£#(n)

| ot

Damit kénnen wir analog zu den kartesischen Koordinaten die folgenden Formeln notieren:
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Formel: Vor.:

Seien : G verniinftig, beschrinkt, konvex

f stetig und beschrinkt auf G

Beh.:
w2 g2(¢)
Fall (1): ,fo(r, p)dG = [( .(f)f(?“, @) -rdr)de

T2 }LQ <I)

Fall (2): ,fo(ﬂ ) dG = [( .(f) f(ry @) -rde)dr
1 hy(r

Bemerkung: Im Spezialfall f(r, ) = 1 erhalten wir den Flidcheninhalt!

1. Beispiel:

Y2=75 ro=2
V= [ ([ @4=r*) rdr)dy -y
p1=0 =0
992:§ ) 4 2
= [ @r*=1])de
©1=0
P73 va=%5
= [ dde=4dp|
©1=0
=45 =27
2. Beispiel:
1
01=0, pp == A= [ dG
r G Skizze | Esquisse
ro=2 $Y2=x To= _
= [ ([ rdpydr= [ (ro|_7)dr
r=1 p1= ri=1
ro=2 ro=
= [ (ri)ydr= [ 1ldr
r1=1 ri=1
=7 =2-1=1
Massstéblich:

3. Beispiel:
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Lemniskate:

r? =2 sin(2¢) r’= 2 sin(2%)

$2=% ro=1/2 sin (2
f (17”2 2 2 (Zw))

r1=0

—_=
Ppo2=15

= f—o (3 2sin(2¢))dp = —3 cos(2¢) |“’io — 11— =12=1

8.4 Oberflichenintegrale — Intégrales superficielles

8.4.1 Imnhalte krummer Flichen — Mesures de surfaces courbes et tordues

Problem: Gegeben sei f(z,y) stetig differenzierbar (d.h. die Tangentenrichtung &ndert stetig) und
beschrénkt tiber einem verniinftigen endlichen Gebiet G. Was ist der Inhalt der durch f erzeugten Fléche
® im R3?

Idee: Man wihle sich ein beliebiges kleines Flichenstiick AAg, das in einer Kugel mit Radius
rn Platz hat. Je kleiner man den Ausschnitt wahlt, d.h. je kleiner r, ist, desto mehr ndhert sich
das gewihlte Fldchenstiick einem Ausschnitt einer Ebene. Das wird sichtbar, wenn man die Sache
vergrossert. Approximiere nun solche kleine parallelogrammartige Flichenstiicke durch passende
ebene Parallelogramme ATy und berechne deren Inhalt mittels des Vektorprodukts. So kann man
durch Summation zu einer Approximation des ganzen Fldcheninhaltes gelangen. A A, und ATy kénnen
so gewahlt werden, dass sie z.B. iiber achsenparallelen Flichenelementen AGy, in der Grundebene liegen.

Sei {AGy} eine zuldssige Gebietszerlegung
Sei f(zk,yk) = 2k, (Tk,Yk) € G, (Tk, Yk, 2k) € Ap.

n n
~ Al = kZ [AAg| ~ kZ | AT
=1 =1

Sei dj, = Diagonalléinge von AG} (Rechteck).
Sei d= Maxy, dy, ay, Ek Seitenvektoren von AT},

~ dg, Ek sind natiirlich Tangentialvektoren an die Funktionsfliche.

Wir stehen nun vor dem Problem, dass bisher Inhalte allgemeiner gekriimmter Flichen gar nie definiert
worden sind. Es ist aber wohl inuitiv einsichtig, dass sich solche Inhalte sinnvoll wie folgt definieren
lassen:

n -
Definition: Inhalt A := dlimoz ATk nl, AT | = |Gkn X bgn
n— k1

n
lim > |AT} | fithrt offensichtlich zu einem Riemannschen Integral .

dp— k1
Bei solchen Integralen kann bekanntlich der Punkt PP (xk, yx) € AGy, 4., in dem ATy, ;, innerhalb der
zuléssigen Gebietszerlegung bestimmt wird, beliebig gewahlt werden.

Nun gilt es, iiber AGy,,, das ATy, zu bilden. AT} ,, wird durch die Seitenvektoren @ iiber Az und b
iiber Ay bestimmt:
Z.B. ist die y—Komponente von @ gleich 0, die z—Komponente jedoch ist Ax mal Steigung von f in
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y—Richtung. f muss demnach differenzierbar sein!

~» Das ergibt:

Ax
a= 0
fe(Pr) - Az y
Entsprechend:
0
b= Ay
fy(Py) - Ay

Dann wird der Inhalt |AT} ,|:

A AV RN

(ATenl = 1ax Bl = | | =f}(Pe) - Do Ay || = 82 Ayl \/(F2(P)) + (f5(P))? +1 =
Az - Ay

= |AGH /(2P + (£ (Pr)? + 1

Wir erhalten somit:

Formel: Vor.:

Seien : G verniinftig, beschréinkt -
f stetig differenzierbar und beschriankt auf G

Beh.:

A= [dA=[\/(f(P)? + (fy(P)? +1dG
G G

I/ (F5 (PO + (£(Po))? + L da dy

G

Definition: J dA heisst Oberflachenintegral
G

Es ist dem Leser iiberlassen, die Formel an bekannten Beispielen (Parallelogramme) zu iiberpriifen.
Die Kugel zeigt, dass die Rechnungen mit dieser Formel umstéindlich werden (vgl. Seite 285). Da im
Integranden eine Wurzel steht, ist allgemein nicht zu erwarten, dass man auf einfache Weise bekannte
Stammfunktionen finden kann. Fiir die numerische Integration ist die Formel jedoch geeignet.

1. Beispiel:

flzy) =32 +y°
G vgl. Skizze
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A= [ ) f/(PmQ+1dxdy=.[f\/<3>2+<2y>2+1dxdy=f [ VIO T dady
G 00

}x V10 + 442

0

—

y-(10+4y?) 5 dy = (10 + 447)5 | = 25102

O

Bemerkung:

Mit solchen Integralen kann man z.B. das Gewicht von Blech— oder Plastic—Flichen berechen.
2. Beispiel:

Inhalt der Oberflache einer ,, Eierschachtel*:

[z, y) :=sin(z +y) +sin(z —y),
x,y € (0,47

Numerisch mit Mathematica: "‘ IR “\ q‘(
A =~ 269.357 ."’f‘!’ﬁb, ‘\ i ‘_ﬂ-}\
Vet

1

7 » \\\""
FIAOR

\\\q' X\

8.4.2 Ausdehnung des Begriffs fiir beliebige Koordinatensysteme — Exten-
sion de la notion pour des systémes de coordonnées quelconques

Kompliziert im Raum gewundene Fldchen ® konnen allgemein nicht als Funktionsflichen in einem

kartesischen Koordinatensystem gegeben werden.

Analog zu Kurven kann man jedoch Flichen in Parameterdarstellung geben. D.h. mit andern Worten:
als Vektorfunktionen mit zwei Variablen, die man hier {iblicherweise ,, Parameter” nennt.

= | In(1 4 u+v) sin(u + v)
u sin(u v)

Dabei seien w(u,v),y(u,v), z(u,v) stetig differenzierbare Funktionen iiber einem Definitionsbereich
D, = D, = D, = G. Dann wird die durch &(u,v) im Raum definierte Fliche ® glatt, d.h. die
Tangentenvektoren &, und & kénnen sich nicht sprunghaft d&ndern.

Eine hinreichende Bedingung fir die Existenz zwei verschiedener Tangentialvektoren in verschiedene
Richtungen ist &, }{&,

v
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x

u v

G xd #0 oder M= (¢,5)=| 4.y, | = Rang(M)=2
/ /

v
Zu Z’l)

Wir betrachten nun zwei Kurven in &:
Cy ={d(u,v) | u=wup} und Cy={F(u,v)|v =19}
Sei E(UO, Uo) = EPU

Fiir die Tangentenvektoren an C7 und Cy gilt:

=/

u

AG S
o & (u,v) . 0F (u, v)

Au ou
o A (u,v) oG (u,v)
2 Av v v

~» &1 und &) spannen in Py in der Tangentialebene an die betrachtete Flidche ein Parallelogramm auf.

Damit hat man die folgende Situation gegeben:

AV _ R
TN G ~
N
\ Lt
\\=7‘ u

Auf G haben wir damit ein kartesisches Koordinatensystem (Gitternetz) mit den Koordinaten u, v, den
Maschenweiten Awu, Av und dem Flichenelement |AG| = |Au - Av|. Das Gitternetz in G wird durch
7 in ein Gitternetz auf ® abgebildet. Dort sei das zu |AG| gehorige Flidchenelement mit |A A| bezeichnet.

Z.B. auf C gilt dann:

AG(u,v9) = 7, (uo, vo) - Au, Ad(ug,v) =~ &%, (ug, vo) - Av
(Definition der Ableitung oder auch Mittelwertsatz der Differentialrechnung )

Damit kann |AA| approximiert werden:

|AA] ~ |AG(u, v9) X Ad(ug, V)]

~ |(7,(uo, vo) - Au) x (&7, (uo, vo) - Av)|
= |Au- Av| - |, (ug, vo) X &%, (ug, vo)]
z.B.

Ad(u,vg) = &(u+ Au,vg) — d(u,vg) =
7(u+ Au,vg) — &(u, vg)
Au
Sei  Prn = (Uoy 100, )y AGrn CUpy , (Pr,n), Tn = Maxgry,, — 0 mit n — oo

Damit wird bei beliebigm Py, € AGy, n:

Au 7, (u,v0) - Au
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~ Z |AA1€ nl = Z |AA1€ nl = Z |&V (Pk n) 7, (Pk,n)l ) |A“'AU| -
_)ff| Pu,v) X &y (Pu,v) |d“dv—f| Py v) X a:;(Pu,'v)ldG::f dA
G

)

Damit lisst sich der Flicheninhalt einer durch &(u, v) gegebenen Fliche im R? definieren. Ein solcher ist
ja bis jetzt nie definiert worden:

Definition: |A| = f dA = f 5! (Py.v) X & (Py. )| dG
_ffl u U X U,U( u, v |dudv

Kontrolle:

Sind u, v speziell kartesische Koordinaten, so muss wieder die dort hergeleitete Formel herauskommen:

x(u, v) x x
d(u,v) = | y(u,v) | = r=u, y=v Y = Yy
z(u, v) z(z,y) f@,y)
x x 1 0
= |@(u,v) x & (u,v)| = | y X y =1 0 x 1 | =
f(@,9); [, y)y fa(z,y) fy(@,y)
~fy
=1 |= T2+ (R 1 = dG =\ (=17 + (= ;)7 + Ldwdy

Wir finden also hier das schon bekannte Flichenelement.

Bsp.: Nachrechnung der Kugeloberfliache:

NN

Kugelkoordinaten:
u:=, v:=9, R:=const., ¢ €0,27], ¥ €0, g] ~+ halbe Sphire.

R cos(yp) sin(¥})
F(u,v) = d(p,9) = | R sin(p) sin(d)

R cos(v)
—R sin(yp) sin(9) R cos(p) cos(F)
= 0 (p, )= | Rcos(p)sin(@) |, d4(p,9)=| R sin(p) cos(V)
0 —R sin(99)
—sin(yp) sin() cos(p) cos(?)
= G,(p,0) x Fy(p,9) = R | cos(p) sin(d) | x R | sin(p) c(os)( ) | =
0 —sin(v
—cos(¢p) sin?(¥)
= R? — sin(¢p) sin?(¥) =

—sin?(¢p) sin(d9) cos(¥) — cos?(¢) sin(¥9) cos(1)
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cos(y) sin?(0) cos(ip) sin(1})
—R? | sin(y) sin?(¥) | = —R? sin(?) | sin(p) sin(9)
sin(¥) cos(¥) cos(¥)

= |0, (@, 9) x F(p, )] = R? | sin(?)] \/COSQ(go) sin? (1) 4 sin?(p) sin?(9) 4 cos2 ()
= R%|sin(v)| \/sin2(19) + cos2(9) = R? | sin(d)| V1 = R?|sin(9)| = R? sin(¥9), 9 € [0, ]

@ﬂ' @7" % 2
= A=2-[[16,(p,9) x 3Y(p,9)|dpdd) =2- [[ R?* sin(?)dpdd =2R?- [ ¢ sin(d)|,~ di =
00 00 0
:2R2-27r-jsin(19)d19:4R27r-(—cos(ﬁ))|0%):4-R2-7r
0

Bsp.: (Numerisch)

z(u,v) u? — v?
uwel0,x], velon], ®: F(u,v)= yEu,v; == | In(1 +U+-U2 sir)l(u—i—v)

= |A| :g dA ::g |G, (Pr.n) X &1 (Pyn)| dG = fg |51, (Pr.n) % & (Pr.p)| dudv ~ 185.967 (Mathematica)

Bsp.: (Numerisch)
1
cos(a) (5 r sin (
. 1
tla,r)=| sin(a) 57 sin (

1 . (a)
Zrsin (&
o g

~» Mobiusband

1)
)1

N[0 |

~» A= 5.65685 (Mathematica)

8.4.3 Anwendung Raumwinkel — Application angle solide

Gegeben sei ein Punkt S im Raum (die
»Spitze*) und eine geschlossene Kurve C' im
Raum.

Wir lassen nun einen Strahl [, der von S c
aus geht, C entlang gleiten. Durch die von [
erzeugte Fliche wird der Raum in zwei Teile
geteilt.

Ein Teil des Raumes wird so von der Kurve eingeschlossen, der andere ausgeschlossen. Der eingeschlossene
Teil entspricht auch dem Sehwinkel der Kurve.

Definition: Die Punktmenge des so eingeschlossenen Teiles des Raumes nen-
nen wir Raumwinkel

Das Mass des Raumwinkels ist der Flicheninhalt auf der Ein-
heitskugel mit Zentrum in S, den der Raumwinkel ausschneidet.
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Bsp.: Berechne das Mass des Raumwinkels eines Kreiskegels mit dem Offnungswinkel 2 o = 2§£120".
20 = 2E=120°.
3

Bsp.: Nach dem Beispiel im letzten Abschnitt ist:

a 2T a 2T a -
A= [ [10,(e,0) xdy(p,0)|dpdd= [ [ R*sin(9)dpdd=R*- [¢sin(d)| "~ di
0 0 0 0 0

=R?-27- [sin(¥)dd =2 R* 7 - (—cos(¥) [0%) =2 R* 7 - (— cos(a) + cos(0)) =2 R*7 - (1 — cos(av))
0
=2R%’71-h

Lemma:

Inhalt einer Kugelhaube
A=2R?>71-(1—cos(a)):=2R%*71-h

Fiir a = g bekommt man dann:
A=2127-(1—cos(§)) =m
8.4.4 Ausdehnung des Begriffs fiir Funktionen auf Oberflichen — Extension

de la notion pour des fonctions sur les surfaces

Einen Punkt der Oberfliche ® koénnen wir weiterabbilden und somit eine Funktion auf der Oberfliche
betrachten:

fa

—r—

I

G |—>|i>|—> b r— 5 MCR oder

P = (U,U) — E(U,U) — f(E(u’U)) = f(x(uav)ay(uav)az(uav)) = f@(x,y, z) = fG(P)

Statt des Flichenelements dA kann man nun das Volumenelement dV := fg(P)dG = f¢(d(u,v))dG =
fo(z,y,z)dA verwenden und so ,das Integral von f iiber ® berechnen. So etwas macht z.B. in der
Physik Sinn, wenn es z.B. darum geht, die farbabhidngige Wérmeabstrahlung pro Flidcheneinheit iiber
die Oberfliche aufzusummieren.

Wir kénnen so die Definition des Oberflichenintegrals verallgemeinern:

Definition: [ fo(z,y,2)dA = [ fa(P)dG =
A G
= [ [(G(u,v)) - |60 (Ph,n) % &, (Pin)| dG =
G
= [[ fa(w,v) - |#(Pen) x & (Pen)|dudv  heisst Ober-
G

flichenintegral

Bsp.: Geg.:
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Halbkugel
S={(z,y,2) | 2> +y* + 22 =R?, 2>0}
Parallelstromung
a
(z,y,2) — W(z,y,2) = | b | = const.

c
7 Normalenvektor auf S = @
Ges.:  Durchstrémung D = [[(@,7) dA
Loésung:

Verwende Parameterdarstellung: U :=z, v:=y

~ G =Kreis =K :={(u,v) | 0<u?+v*<R?*

o . o
o L, O 1
~ 0= v , M= == — v
RZ _ w2 — 02 R R RZ _ 02 — o2
o
1 0 R2 — 2 — 2
~ 7, O , &= 4 LG = v
RZ _ w2 — 02
R2 _ 02 _ 2 R2 — 02 _ 2 1“ v
2 2 2 02 L R2 42 — 2
= 18, % 7] = (s D = (e
’ R?2 —u?2 —0v2  R?2 -2 —? R? — 2 — 2
B R2 R
_(RQ_UQ_UQ) T VRZ — w2 — 12
@\ 1 w 1
f(@(u,v)={(w,my=(| b |,= v y=—=(au+bv+cvR%—u?—02)
R 2 PR) R
c R? —u? —w

1
D:f(q,ﬁ>dA=ffE(au+bv+cx/R2—uQ—UQ)-|E;><E§,|dudv:
1
z//ﬁ(au-l—bv—i-cx/RQ—uQ—vQ)-—/R dudv =
3
/s

R2 — 42 — 2

A gaav= [[ s [ eava= 1,
5 S

—~

VRZ — 42— 2

R — 02 — o2
Iy=c [[dudv=c-R* 7w (S: Kreis )
s

au+bv
b=l e
w:=r-cos(p), v:=r-sin(p), dudv=r-drdp
(bekanntes Flidchenelement .)

du dv ~ Verwende Polarkoordinaten!

R
2r R ar-cos(p) +br-sin(p) 5 a-cos(p) +b-sin(p)
I = crdrdy = re. drd
Y sy ) e / / 7

/R a.7~2 27 R b.7~2 27
= | — (/ cos(p)dp)dr + | ——- (/ sin(p) dp)dr =0
/D2 _ 2
0 RE—r 0 0 0
—_———— —_——
-0 =0
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= L+I=0+c-R> nm=c-R> 1

8.5 Mehrfachintegrale — Intégrales multiples

8.5.1 Allgemeines — Généralités

Bei den Integralen von Funktionen iiber Gebieten haben wir z.B. das Volumen unter der Funktionsfliche
von f(x,y) berechnet durch:

J @,y dG = [( [ f(z,y)dy)dz

G

Z1 a(y)

Dabei sind wir von zuléissigen Gebietszerlegungen ausgegangen.

Falls man statt Funktionen f(z,y) iiber einem Gebiet G nun Funkionen f(z,y, z) iiber einem Volumen
V betrachtet — oder etwa Funkionen f(x1,%s,...,2,) iiber einem n-dimensionalen Volumen 7408
entsteht kein grundsétzlich neues Problem.

Man muss dann an Stelle einer Gebietszerlegung in analoger Weise eine n—dimensionale Volumenzer-
legung beniitzen. Und statt Flichenelemente wie z.B. Ax - Ay fiir G C R? treten dann z.B. fiir V C R?
Volumenelemente Az - Ay - Az auf u.s.w.

7.B. im R3 muss dann ein solches Volumenele-
ment AV in einer Kugel vom Radius r,, Platz
haben und wir lassen dann wieder r,, — 0
gehen.

Entsprechend im R™ sind es n—dimensionale
Kugeln.

Das fiithrt dann in kartesischen Koordinaten auf:

f f($, Y, Z) = f f($, Y, Z) av .= fff f($, Y, Z) av .= hmoif(xk,ma Yk,m, Zk,m) AV
1% 1% 1% Tm = gy

Dabei ist:

m

qg s t
Do @ kms Yoy Zheom) AV = 3373 f(@kts Yjos» Zisg) ATkt Ayjs Azig, 2.B. mit:
k1 i1 J1 k1

Az Ayj s Azi g = Az Ay, Az, U.S.W

Im Falle, wo V ein Quader ist, erhalten wir:
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Satz: Vor.:

Seien : V Quader
f stetig und beschréinkt auf V

Beh.:
Z2 Y2 T2
[ fx,y,2)dV = [ [ [ f(z,y,2)dedydz
\4 Z1 Y1 T
Wichtig: In den andern Féllen, wo V' durch irgendwelche Funktionsflichen beschrankt ist, muss

man sich eine giinstige Integrationsreihenfolge iiberlegen. Dabei gibt es 3! = 6 Moglichkeiten. Eventuell
muss man den Korper erst giinstig zerlegen.

Beispiel einer Moglichkeit:

V: Grundfliache R ‘
z = ®1(z,y) !
Deckflache

Z = (I)Q(xa y) X = S‘:(Y)‘
Nach der Integration iiber z Unterer Rand: x x= o)
T =p1(y) -
Oberer Rand:

z = p2(y)
Formel: Vor.:

V verniinftig, wie beschrieben
f stetig und beschréinkt auf V'

Beh.:

22 w2(y) P2(z,y)
[f@y2)dv=[ [ [ fl&y2)dedydz
v 21 @1 (y) @1(z,y)

Analog geht man vor bei Vierfachintegralen und héheren.

Bemerkung:

In der Praxis taucht sehr oft das Problem auf, die Funktionen, die die Integrationsgrenzen beschreiben,
richtig zu finden. Dabei handelt es sich um ein geometrisches Problem. Dazu gibt es kein allgemeines
Rezept.

8.5.2 Beispiele in kartesischen Koordinaten — Exemples en coordonnées
cartésiennes

1. Beispiel:
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Gesucht: Volumeninhalt? ~ V?
y=4 T=+\/y z=4—y z
V= [( [ (] 1dz)dr)dy
y=0 z=—/y 2=0
y=4 L=+\/g z=4—y
= [ ] (z]_, )dz)dy
¥=0 o= /5
y=4 T=+Y
= [ ( | 4-ydx)dy
¥=0 o=" /5
y=4 z=+/Yy
= ((4=y) -2 ) dy
y=0
y=4
(4—y) - V-2dy
y=0
_2.y=44 TN dy=2- (4245 —245)1" = 9.(424% _245)_ 256
= ( yz —y2)dy = ( 3 Y2 5y2)|y:0_ ( 3 %2 5 2)= 15
y=0

2. Beispiel:

Bei einer andern Integrationsreihenfolge wird die Rechnung einfacher:

rx=2 y=4 z=4-—y r=2 y=4 smdey
V= [ ([ ([ ld)dy)de= [ ( [ (2], ")dy)da=
r=—2 y=x2 2=0 T=—2 y=x2
r=2 y=4 r=2 yea r=2
= [ ([ A-ydy)dz= [ (4y—3y*|" )de= [ (8—42’+ a")dx=
r=—2 y:g;2 r=—2 y=e r=—2

5 |a>:2 o @

_ _ 4.3, 1
=8r -3+ 52| _ ,= T3
3. Beispiel:

Der eben behandelte Korper habe die Massendichte f(z,y, z) = = + 1. Was ist seine totale Masse?:

r=2 y=4 z=4—y r=2 y=4

m= [ ([ ([ etld)dy)de= [ ([ (@+1)-z| ") dy)de=
r=—2 y:g;2 z2=0 r=—2 y=3;2
=2 y=4 =2 vt
= [ ([ @+)-U-ydy)de= [ (x+1)-(4y—34*|_,)de=
r=—2 y=x2 r=—2 y=r
r=2 r=2
= [ (z41)-®—4dz’+iat)yde= [ ($2°+22*—42°—162°+82+32)dx =
r=—2 r=—2
P L .
8.5.3 Integrale in Zylinderkoordinaten — Intégrales en coordonnées cylin-
driques

Wie wir bereits wissen, bietet es beim Rechnen Vorteile, wenn wir das verwendete Koordinatensystem
dem vorhandenen Problem anpassen und nicht umgekehrt. In der Elektrizitétslehre z.B. hat man es oft
mit Leitern zu tun, die man als achsensymmetrische, radialsymmetrische Zylinder annehmen kann. Hier
verwenden wir beim Integrieren mit Vorteil Zylinderkoordinaten.
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Zylinderkoordinaten sind wie folgt
definiert: On définit les coordonnées cylin-
driques de la facon suivante:

Statt z,y, z (kartesisch) verwenden wir:

Radius: r
Winkel: ¢
Achse: =z

Damit erhalten wir:

Ap Ap Ap
— — — 2. - _ — 2. - _ — 2_ 2.  _— —
AV=Vo-Vi=rs-7 5. Az—ri-m 5. Az=(r5—ry) f > # Az

— 2 A A
(r2+r1)-mTT1)-AapAz:w-Ar-A@Az:(rl—i—%)-Ar-A@Az

—dV =r-drdpdz

Beim Integrieren hat man bei 3 Koordinaten
wieder 3! = 6 Moglichkeiten fiir die Reihen-
folge. Ein Beispiel ist in der Skizze gezeigt.

Formel: Beispiel einer Moglichkeit

V verniinftig, Zylinderkoordinaten wie beschrieben |,
f stetig und beschréinkt auf V'

Beh.:

2 Ra(p) ha(r,e)

ff(ra(paz)dvz f f f f(T,QO,Z)T'dZdT’d()O
v P1 R1(p) hi(r,p)

Man bestimme den Schwerpunkt einer homo-
genen Halbkugel, die mit der Schnittfliche auf
der xy—Ebene liegt mit der z—Achse als Sym-
metrieachse!

Sei V = m (Masse ).
Man hat hier nur das Problem, die z—Koordinate z; des Schwerpunktes S zu bestimmen.

Hebelgesetz:
J[zdV

2
zs-V%ZziAVi:zs-szde:zszv— V=Z.-Rn
i v 4 3
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27 R vVR?—r2 2 7R 1 2R

/de // / zrdzdrde = /522 juRﬂ dr dp = // Hrdrde =
1% 00 0

27 27
I ey /_4 B e R, R
/21 5 g g YT g Pl T 7

0 0

[ zdV
= z,=7 =—--R
® 14 8

8.5.4 Integrale in Kugelkoordinaten — Intégrales en coordonnées sphériques

Bekannt sind die Kugelkoordinaten:

x =1-cos(p) - sin(¥)

y =r-sin(yp) - sin(?¥)

z =1 -cos(V)

r= /12 + y2 + 22
_ ¥

p= arctan(x) .

/x2+y2+22)

Das Volumenelement entnehmen wir der Geometrie, hier ,,etwas heuristisch“: (Eine genauere Herleitung
wird spéter (Seite 298) mit Hilfe der Funktionaldeterminante moglich sein.)

¥ = arccos(

Ar

r-Ag-sin(v)

r-Av

AV = (r-Ap-sin(9)) - (r- A9) - (Ar) =r? -sin(?) - ArAp- AY ~ dV = r? - sin(9) dr dp dd
Beim Integrieren hat man wieder 3! = 6 Moglichkeiten fiir die Reihenfolge.

Formel: Beispiel der Moglichkeit (konstanter Grenzen)

V verniinftig, Kugelkoordinaten wie beschrieben |,
f stetig und beschréinkt auf V'

Beh.:
V2 p2 Ra

[ fryo,0)dV = [ [ [ f(r,e,9) r?-sin(d)drdedd
Vv Y1 p1 Ry

1. Beispiel:
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Man berechne den Volumeninhalt des
gezeigten Abschnittes eines ,,Schnitzes“ S.

Gewinne daraus das Volumenelement AV

zuriick!
91 p1+Ap Ry

V=[dV=] [ 72 sin(9) dr dp dd

S 0 ®1 0

1 r=Ry 9=01 e1t+ae
= 2P (o) [ =
1 1
3 (R1)? - (1 —cos(t1)) - Ay = S= 3 (R1)®- Ap - (1 —cos(d1))
Sei R, = Ryt Ba
2
1

AS(W) = = (R — R}) - Ap - (1 — cos(v1)) = 3 (Re — Ry)- (R2+Ry- Ry + R?) - Ap- (1 —cos(v1)) ~

(AR)-(3-R2)-Ap- (1 —cos(¥1)) = AR- R2, - Ap - (1 — cos(?))

AV = AS(92) — AS(W1) = AR-R2, - Ap - ((1 — cos(92)) — (1 — cos(91)))
=AR-R% - Ap- (cos(¥1) — cos(dz))

Beniitze die Potenzreihenentwicklung

/
cos(¥2) = cos(¥1) + cosﬂlﬁ - AY + Rest(¥) = cos(1) — sin(d1) - AV + Rest(F)

= cos(t1) — cos(t2) = cos(t1) — cos(d1) + sin(d1) - AY — Rest(9) ~ +sin(dy) - A9
(Hier sind nun die hoheren Glieder (A9)%, (A9)3,... weggelassen. )

= AV~AR-R2 - Ag-sin(d;)- A= R2, -sin(th) - AR- Ap - AY

2. Beispiel:

Man berechne den Volumeninhalt der
gezeigten Kugelkalotte (Haube). Ar=R

(Kegel N Kugel )

27w ¢ R =R v=c 27
V= dv=[ ][ sin@)drddde =5 (~cos() [\ o], =
K . 000 0
—(Rl)g-(l—cos(c))-Q-ﬂ = V= (R)B-(l—cos(c))

3
3. Beispiel:

Sei f(r,p,9)=k-r% [ f(r,¢,9)dV =? (K wie oben .)
K
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27 c R
[ f(rp,0)dV = [adV = [ [ [k-r?-r?-sin(J)drdddp
K , X 000
:k-gr‘r’ i: (—cos(¥)) : ; <,9|

8.6 Substitutionsregel:

[N~}

s

-1,

k2T (R (1

5

k-rt-sin(9)drdddp =

O —n
o 5

— cos(c))

Transformation von Gebietsintegralen

— Regle: Transformation d’intégrales de domaine

8.6.1 Der Fall mit zwei Variablen — Le cas avec deux variables
Sei gegeben:  f(z,y), Dy =G CR?

Dazu sei eine bijektive Abbildung d gegeben, die ein Gebiet () in G abbildet und fiir unsere Zwecke stetig

differenzierbar ist.
Situation:

Q&G»LR oder

(1) ()= (Gfu) = e -

Wir beniitzen jetzt, dass der Wert eines Integrals nicht von der Gebietszerlegung abhéngt. Dabei habe
ein Flachenelement AG} ,, in einer Umgebung mit dem Radius 7, Platz:

Sei 1, = Max(rg,n)

f dG = lim Z f(xk,nayk,n)
G =0 g=1

n
’ |AG/€7"| = Tl*iglo kzl f(xlt,n’ ylﬁ,n) ’ |AGZ,n|

Dabei sind AGj,, und AGj, ,, die Flidchenelemente zu zwei verschiedenen Zerlegungen.

Sei nun:

|AGk,n| = Axk,n : Ayk,n = Ax - Ay

|AGL| = AT, x AT | =
— A8 IAG | sinlo) =
= A7 1A Sin()

~ |AGy | :==[AG™| ist ein Parallelogramminhalt .
(Der Kiirze wegen lassen wir die Indices weg, behalten sie aber in Erinnerung. )

Wir beziechen nun die erwihnte Abbildung (I;(u,v), (u,

und beniitzen, dass fiir differenzierbare Funktionen gilt:

ul [u+Au

bij.

cont. diff.

>k

Ay,

k

u N

k

v) € @ in die Betrachtung ein
fo + Az) ~ f@) + fiz) - Aw

¥
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|§G*| ~ |AT* x_‘Ag’*| B B
= [(®(u + Au,v) — P(u,v)) x ((P(u, v+ Av) — ®(u,v)))]

p(u+ Au,v) p(u, v) p(u, v+ Av) p(u, v)
= |( w(u—i_AuaU) - w(UaU) ) X ( w(UaU +AU) - w(UaU) )l
0 0 0 0
p(u+ Au,v) = p(u,v) p(u, v+ Av) — ¢(u, )
= [(| ¥(u+Au,v) =(u,0) | x (| Y(u, 0+ Av) = ¢(u,v) ||
0 0
¢l (u,v) - Au @y (u, v) - Av
~[( Yilu,v) - Au ) x (| 9y (u,0) - Av |
0 0
/ /
A ’ . . o L . . _ | ulusv) Yy (u,v) . .
- |¢'u(u5v) ,U(U,U) Av-Au wu(uﬂv) SO'U(U/)/U) Av Au’l - | ‘ 80;(“,,()) wi}(u,,u) | |AU’| |AU|
| uluv) e () | ,
R RCACKE IR AR N K
Daraus folgt:
. ] e _ o (Pulwv) by (u,v)
Lemma: IAG*| — dG* =+ ((p;(u,v) W (u,v) du dv
Problem: |AG} ,|=|AZ*|-|Ay*|-sin(p) kann negativ sein, denn sin(yp) kann als Winkelmass negativ

werden.
Wenn wir annehmen, dass Au und Av positive Differenzen sind, gilt aber immer noch:

e (u0) @l (u,0) ‘:_ o (u,v) sofu(u,v)‘
W (wv) ¢ (u,0) D, v) Wl (u0)

Das heisst, das Vorzeichen hiingt einerseits von der Reihenfolge der gewihlten Funktionen z = ¢(u,v)
und y = ¥(u,v) ab. Andererseits sollte zu wachsendem x und y auch gleichzeitig wachsende oder
gleichzeitig fallende x = p(u,v) und y = ¥(u,v) gehdren, sonst kehrt sich bei der einen Variablen die
Integrationsrichtung um, bei der andern nicht, was zu einem Vorzeichenwechsel fiihrt.

Um die Sache hier etwas zu klédren, definieren wir den Umlaufsinn der Randkurve G eines Gebietes

G.

Definition:

In G sei ein Koordinatengitter gegeben. Wenn
darin die zweite Achse (Koordinatenlinie) aus
der ersten Achse (Koordinatenlinie) durch
Rechtsdrehung um einen Winkel a € (0,7)
gewonnen werden kann, sagen wir, die Rand-
kurve resp. damit das Gebiet habe positiven
Umlaufsinn. Ansonst ist der Umlaufsinn
negativ.

Ein Koordinatensystem orientiert also die Ebene resp. das Gebiet im Sinne der Vektorrechnung.

Aus dem bisher Gesagten geht nun hervor, dass das Flidchenelement |AG,*WL| genau dann positiv ist,
wenn (Q und G denselben Umlaufsinn haben.
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Weiter definieren wir:

‘ ;(U,U) 992)(“)1)) . a(x’y)
P (u,0) W (u,v) | 9(u,v)

heisst Funktionaldeterminante oder Jacobische Determi-

Definition: det M =

nante?3
Satz: Vor.:
8, (w\ & () (o)) =
N ) 4 R M R

Y
d stetig diff’bar, bijektiv ,
_ O(z,y) _ O(p,¥)

~ O(u,v)  O(u,v)

Beh.:
(e,
J £(,)dG = = [ (plu,0), v, ) - 22 4. dq = dudo
G Q a(ua U)
+: G, Q haben gleichen Umlaufsinn
—: Sonst
o . o O(x,y) . N dx .
Schreibweise: Die Schreibweise 3w, 0) dudv ist analog zur Schreibweise dr = Edﬁ bei der
gewohnlichen Substitutionsregel. ,
Bsp.: [evie dG = ?
G
U
Sei u=y—z, v=y+z = z==1(-u+v), y=3(u+tv)
) 11
G )N I - N
ou,v) |3 3 2

~» Achtung: Bei der Abbildung (u,v) — (z,y) kehrt sich der Umlaufsinn um!

2w
y—z _u T oz, y) __/ u 1 1 // z
T = /e+ dG = /e a(u,v)dUdU_ ev - ( 2)dudv—2 ([ evdu)dv
G 1 —v

Q Q

»—A\w
<
—
@

—_
|
ml

—_
~—"
U
<
I
NN
NN
<
o
—
@
—_
|
ml
—_
S~—
a—
I

23Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804 — 1851
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8.6.2 Verallgemeinerung — Généralisation

Im Falle von mehr als zwei Variablen fithrt man eine analoge Betrachtung. Im Falle von drei Variablen
tritt an die Stelle eines Parallelogrammes A(Q ein Spat und an Stelle des durch + den Betrag eines
Vektorprodukts gegebenen Parallelogramminhalts das Spatprodukt, also wieder eine Determinante. An
Stelle der Orientierung der Ebene tritt hier die Orientierung des Raumes. Im R™ hat man dann den
Volumeninhalt eines m—dimensionalen Spates.

Unter analogen Voraussetzungen wie bei zwei Variablen erhalten wir danach die Formeln:
Formel: [ f(z,y,2)dV = [ f(z,y,2)dx dyd=z
v v

_ (e, ¥, x)
- ié f(QO(U, v, U}), w(ua v, U}), X(“a v, w)) : a(u, v, w) du dv dw

A1, - - -, Pm)
+ ULy oo oy U)oy PL(UL, ooy Up))  ——————=dUy ... AUy,
Aif(@l( 1 )+ p1(ua ) Aar, ) T
Bsp.: Das Volumenelement in Kugelkoordinaten:
Kugelkoordinaten:
u=r, v=p, w="1
x=r-cos(p) sin(d), y=r-cos(p)-sin(d), z=r-cos()
P gr g‘p 219 cos(p) sin(¥) —r sin(y) sin(d) 7 cos(p) cos(V)
(ps,x) | Oy Oy Oy | | .. . . . _
Yovw) | or 5 90| sin(p) sin(d¥) 7 cos(p) sin(¥)  rsin(p) cos(d) | =
o 0 8(5 e cos (1) 0 —r sin(9)

ar dp O
—r2 sin®(¢) COSQ((,O — 72 sin?(p) sm( ) cos?(19) — 12 cos?(y) sin(¥9) cos?() — r? sin?(p) sin®(¥)
= —r2 sin®(0) (sin®(g) + cos?(¢)) — 2 sm(19) cos?(19) (sin?(p) 4 cos(¢))
= —r2 sin®(0) — r2 sin(¥) cos2( = —72 sin(®) (sin®(0) + cos?(1))) = —r? sin(v)

Das System (r,¢,d) bildet aber ein Linkssystem, was zu einem negativen Vorzeichen fiihrt. (Ein
Rechtssystem wére z.B. (¢, r,1)) Damit ist das Volumenelement von 8.5.4 bestétigt.

Korollar: Vor.:

Kugelkoordinaten

Beh.:

Funktionaldeterminante
8($, Y, Z) 2 -

2\ HhE) 9
o) sin(?9)
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8.6.3 Beispiel — Exemple

(r - cos(u) + 4) sin(v)
w(u,v,r)= | (r (51§1(u) + 4) sin(v)

x(u,v,7) = (r-cos(u) + 4) sin(v),
y(u,v,7) = (r - sin(u) + 4) sin(v),
2(u, v, 1) = cos(v),

= V] = |fwdudvdr| =7
Vv 8(“,1},7”)
~ % = —rcos?(u) sin®(v) — rsin®(u) sin®(v),
2w 1 4
~ V=] [ [ [—rcos?(u)sin®(v) — rsin®(u)sin®(v) dr dv du| = ?ﬂ == 4.18879
000
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Kapitel e Chapitre 9

Differentialgeometrie: Kurven

9.1 Grundlagen

9.1.1 Kurvendefinitionen
Allgemeine Kurve

Wir betrachten eine vektorwertige Funktion:

e1(t)
u(t) = : . wi(t) stetig (1 =1,2,...,n)

on(t)

Definition: {OP=179(t) |t €I, O = Ursprung }
heisst Kurve im R™ .

Beispiele:

. cos(t) 1 (cos(10t) . 5
1. = - ~ Zykloid R
u(t) ( > + 5 (sin(lOzf) vkloide im

cos(t)
2. ¥(t) = | sin(t) | ~ Schraubenlinie im R3

Geschlossene Kurve

Sei ¥(t) definiert auf I = [t1,t2] CR

Definition: Die Kurve heisst geschlossen, falls gilt:  ¢(t;) = v(t2)

PQZ U(lfl) :U(ﬁg) '
~» Kreuzungspunkt v/ '

vi(t)

301
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Definition: Eine Kurve heisst einfach geschlossen, wenn sie keinen
Kreuzungspunkt hat.

9.1.2 Gebiete

Von der Analysis I her wissen wir:
Im R? umschliesst eine einfach geschlossene Kurve ein zusammenhiingendes Gebiet.

Offenes Gebiet: Ohne Rand 0G

Abgeschlossenes Gebiet: G
Mit Rand G = G U 0G

In einem einfach zusammenhingenden Gebi-
et G lésst sich die Randkurve innerhalb von
G stetig zu einem Punkt zusammenziehen. In
einem mehrfach zusammenhéngenden Gebiet
gelingt das nicht immer wegen den Lochern.

9.1.3 Tangentenvektor, Tangentialebene

Ausgangslage
e1(t)

Sei  U(t) = : Kurve .— Sei ;(t) stetig diff’bar (i =1,2,...,n)
on(t)

~» Die Koordinatenfunktionen ¢;(¢) haben keinen Knick. (Die Graphen der ;(t) nannten wir glatt.)

Idee des Tangentenvektors

Wir gehen hier davon aus, dass die Tangente an eine Flugkurve eine physikalische Realitét ist, die wir
noch mathematisch beschreiben miissen.

Sei AT = d(ty + At) — i(to)

Fiir At — 0 nédhert sich die Richtung von Av
immer mehr der Tangentenrichtung (7).

AV = || V'(t)
i (AV =0)
V(t, +At)

\

—

Av

Fiir At > 0 hat
ir > 0 ha At

dieselbe Richtung wie v. (Fiir At < 0 ist die Richtung entgegengesetzt.)
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~» Parallelitat:

T(to + At) = F(to) AT
At At

—

AU
A7 ist eine Anndherung an die Richtung von £7.

— —

A A
Fiir | lim —U| # 0 konnen wir daher die Tangentenrichtung durch die Richtung von lim o definieren.
At—0 At At—0 At

Definition:
= Api(t) Beult) Api(t)
7:= lim — = 1 — : = i : = i : = Ul
T AN A T A A | Am | Am | (to)
Apy(t) A%'t(t) Apn(t)
Bemerkung: Falls das Koordinatensystem so gelegt ist, dass in tg die 1.

Koordinatenachse parallel zu 7 ist so gilt:
¢ (to)

0
v'(t) = : (> @h(to) = ... = ¢l (to) = 0. Horizontale Tangenten an die Graphen der

0
Koordinatenfunktionen. )

Die Kenntnisse aus der Vektorgeometrie erlauben uns nun sofort die Parametergleichung fiir die Tangente
aufzuschreiben:

Formel: To(t) = U(to) +t-T'(to)

Singulire Punkte

Fiir v'(tg) = 0 existiert kein Tangentenvektor (Liange 0). Die Kurve kann hier einen singuléiren Punkt
besitzen.

Beispiele:
t2
(t) = <t4>’ tel—a,a=1

~ 0(t) = v(-t)
t =0 ~ Umkehrpunkt.

() = (t2>, t€l-aa =1

3
t =0 ~» Spitze.
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Im Falle v/(t) # 0 existiert ein endlich langer Tangentenvektor und daher eine Tangentenrichtung. Daher
sagen wir:

Definition: Im Falle 7'(t) # 0 heisst die Kurve glatt

Die Normalenebene

Fiir cinen Vektor ®(s), der in die Ebene ®
zeigt, muss gelten:

(B(s) —T(to), 7' (to)) = (57,7’ (to)) =0 (L)

X

Die Normalenebene & wird somit durch den Vektor (i;(s) in der folgenden Gleichung beschrieben:

Formel: (®(s) — T(to), T (to)) = 0

9.2 Kriimmung von Kurven

9.2.1 Ebene Kurven

Wir definieren die Kriitmmung einer Kurve

in einem Punkt P als die Anderung der i) =1(x)
Tangentenrichtung pro Wegldnge in diesem As
Punkt. Dieses Verhéltnis kann auch als /
Anderungsgeschwindigkeit der Tangentenrich-

tung verstanden werden, wenn man die

Kurve mit gleichbleibender Geschwindigkeit '
durchfihrt. Grosse Kriimmung bedeutet da-

her rasche Richtungsénderung.

X +AX

\ B

d d
Definition: Kriimmung: ko = |d—(p|, k=2
s s

Bemerkung:

sgn(x) hingt von der Richtung ab, in der die Kurve durchlaufen wird.

9.2.2 Ebene Kurven

Kartesische Koordinaten

As Ay
As ~ \/Az? + Ay? — &~/ 1+ (=)
s~ VA2 + Ay = +(Ax)

— 2 TF @)
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Nun gilt:
y = tanle) = = arctan(y) = 5 =, = (aretany)), = 1o 00 = 1
Andererseits gilt:
do _dely) dslo) _ o dey (do  _yagy_ v 1 ___ vl
dx ds dx S s dx d—; L+ W(x)? 1+ (2)2 1+ (1 (x))?)>/?
, _ y@)”
Formel: A+ (/)2
Bsp.
L yle) = 2) = %, =0 () = ) = 20 o) = 1) =2 > k= e =2
2 y(@) = f(z) = sin(a), 2 = 2. () = F1(5) =cos(5 = 0), ¥'() = f"(x) = —sin(5) =1 =
1
= e
Bemerkung: ~> Korollar: (mn
J@) = yl@) — {Min, Max} = f(2) =y/(@) =0 = = — S WO ___

1+ (@))% ([1+(0)2)3?

Speziell: y(z) =y(x)" =0 = k=0

Ar ﬁ Aa
g : z.p
2 2 g,
P+AP a
R ¢
b=r-A¥Y

v As Ar ds
As =/ (Ar)2+ (b)2 = \/(Ar)2+ 12 (Ap)2, N = ”(A_@)Q +7r2 > io = /()2 + 12 = sp,

Fiir Aa — 0 geht auch Ay — 0
(~ g1~ g2)

s s
= g—ﬁ-i-a%g = ﬁ%a

I;_T-A(@)_ T
arctanﬁ~Ar— Ay —(2_;) 7
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.
= a~ [~ arctan(—-)
"o

A
Kriimmung (nach Definition): k= lim M

As—0 As

. Alpt+a) Ap . Ay Aa 1 , 1
et Ayp As Asoo Ap + A(p) ﬁ_; ( +ay) s,
r 1 1 v o —rer” 1
(1+ (arctan(—-)),) - —— = (1 + e T Tve
r (r)2 + 12 1+ (,«;) (rl,) ()2 412
1+ (T;)Q R Tgw) 1 _ (T;)Q 42 4 (T;)Q i B
(r))2 +r2 (r,)? ((r},)? +72)1/2 ()2 +72) - ((r,)2 + 72)1/2

r2+2- (L) —r-rl,

()7 + )7

242 ()2 —
Formel: = ((T{P)g +1r2)3/2

Bsp.:
1.r(p)=¢ = K:()OQ((—‘l_)g.—i—l?pQ_);iQ.O:(lfi;;/Q =0 = k=2
2.7(p) =¢? = K= - (2224pi2:2;):; = - (226.25:/2 =2712e? p=0= k= %
Vektorfunktionen

y(@)" o y
= , ) =) = 4L — %), ~ Kurz
T wapprh V0 = de ) z’
oo Py dEsubst d3E At dy, dt (%) 43 v vl — vy -2l 1
a4 = — = f— N —
Yor = 002 T 4o dt dz  dt daz

1
- "dxz 2 e
dt d_g,: (z4)
7 -7

PP = () + @)
:l y//.x/_y/.x// |/\,)
(7 + @7

—
=
+
—
e
KB
i~}
=
w
~
[N~}
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Formel: Vor.:
(t)
i) = | yt) |, |[H6)|#0, «(t),y(t) € DA(I)
0
Beh.:
o |07 (t) x v'(¢)] iy ' ! —y 2
'@ ()2 + (27)2)3/2
l‘,2
Bsp.: o(t)= [ ¢
0
6t -2t —3t*-2 612 6
= k=] 40

= == l‘/
((2t)2 + (3t2)2)3/2| | (442 + 9ﬁ4)3/2| |t - (4 + 9¢2)3/2]

9.2.3 Kriimmungsradius

Problem:
Geg.:

Punkt P einer Kurve C, Kriimmung ro(P).

Ges.:  Kreis mit gleicher Kriimmung ko(P) (Schmiegekreis in P, am besten passender Kreis).
As ds 1 1
Asmphp = pe 22,285 2 2
SRPAY S PN RO P TG T
ds
Ci 7l
. 1
Formel: (£Kriimmungsradius ) p=-
K
) T
Bsp.: f(z) =sin(z), == 5 = K= 1

(Vgl. Seite 305 )



308 KAPITEL ¢ CHAPITRE 9. KURVEN — COURBES

9.2.4 Kurven im Raum
Geg.: Kurve 7
t—(t), t€la,b],y={v(t)}

x(t)
Sei #(t) = | y(t)

V(t) = X(s)

Idee: Fiihre die Bogenlinge s als neuen Parameter ein.

Normalerweise ist die Kurve verniinftig parametrisiert gegeben mit irgend einem Parameter ¢. Fiir die
Kurvenldnge muss dann gelten: s = h(¢), h streng monoton und bijektiv.

d dz(s) ds _, , d =,
Lemma: Vor Wie beschrieben die Kurve durch ¢(¢) und Z(s)
Beh.
Ty ’_ Ut I(t)

Wir stellen uns jetzt einige niitzlichen Formeln bereit:

Azx
Ai=| Ay | = As=]|A5 = /Az2+Ay? + A2
Az

~+ Formal: ds = /dx? + dy? + dz?

, ds  NJdx? 4-dy? +d2? \/dx2+dy2+d22 _fda?dy? | d2?
dt B

ORI T dt2 T Vdee T de de
302
= s =@+ W2+ G =1 u |I=15
z
o' (t o' (t
Lemma :fs’:vt()—vt():é‘m,

sy o]
~» Einheitsvektor in Tangentenrichtung!



9.2. KRUMMUNG VON KURVEN — COURBURE DE COURBES

Satz: Vor.:

Beh.:

Dann gilt:
|2 = (&', &) = (85,1, €5, ) = 1,
(€8 =& =1

(|557/|2); = (T, 0 ")s " = 2 (T, T ")
(s =0

= Ty L Ts"

Satz: Vor.:
Beh.:
%i(s) AKX % || 7,
N (AX: - 0)
p - X.(s +As)

Betrachte:

Xi(s)

= |AZ| = | (s + As) — &5 '(s)| = Ay

AV

s = A =1

~ Kriimmung kg := |

(t) = Z(s) differenzierbare Kurve ,
t = verniinftiger Parameter,
s = Bogenldnge

1) sy =[5/
) Ts' =€, [E5| =1

Zs' Einheitsvektor in Tangentenrichtung!

U(t) = #(s) differenzierbare Kurve ,
t = verniinftiger Parameter,
s = Bogenldnge

///;(fj:;£:fﬁl

N
\j

|X:(s)| =1

b=1A¢

[Xi(s +As)| =1

309
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Lemma: Vor.:
u(t) = #(s),
s = Bogenldnge als Parameter
Beh.:
Ro = |fés //|, K = (fss ”a Tss ”>

Problem: Die ungewdhnliche Parametrisierung Z(s) muss berechnet oder aber umgangen werden.

Rechnung: Sei Z(s) eine zuldssige Umparametrisierung von o(t).

As |ABE)| /AU, AT AG(t) ATt AG(t) ,  ds ___
NN, At :\/< >_\/( A :’E: (@1)? =5

g= Bt AVOT AP L gopyoi g, = ) ()
L e B 2 o 7 s
d*t Uy, Tyt

R A i

. . v d d d . d
Weiter: vy = Froi Evtl = %(JCSI s5y) = gﬂﬁsl sy + s asi ]

- %(_‘él) dt(sg) 52+fsl'%5t Tss"! (St)2+fsl sty

= Mit Lemma von Seite 308: ~, . G5

//_Utt _xé Stt: ,—‘”_UL.” :_.~//_UL.%
o G T S g e )

1 . 0" - (T, Uy ")
(vgl. oben ) = (e (V" — T)
Mit dem Satz von Seite 309: . AR
. . . AN G A .
=5/ = (s)*=0/ =@, 0/) = Z" AR (’Utt”_ﬁ)a Ko = [Tss "] ~
. 1 R O (T U )

Formel: Ko = |Tss"| = ek U — Wl =

W . |Utt”' |Utll2 _Utl . (Utlaﬁtt””

In dieser Formel wird eine beliebige zuldssige Parametrisierung der Kurve verwendet!

Eine Umrechnung:

—* I

2 __ =/ =/ | |_‘I| (’Utlaﬁtt />|)2:

K (|~,|4 (T 18P = T (@, T ")) = (|~,|3 |Utt

—* I

= W : (Utt | | |_, ,| (Utl,Utt I) Utt : | | |_, ,| (Utl,Utt I)) =
_ 1 = 12 = 12 = I /= |Utll2 = /= I\\2\
T T e N e R GV |~ T AU T ")) + AlE (T, 0 ))) =
IR (T "1 VT PP =2 (T, - (B, T ) + (T e ))?) =

t

(@ T ) (T T = (T T ))?)
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T T T
Sei vt)=y |, d'=g |, du"=145] =~
z z Z
1 S S S
Formel: :‘62 = W . (<Utt N,Utt N) . <Ut /,Ut /> — (<Ut/;vtt N))Q)
t

(@2 4+ 32 + £2) - (2% + 9% + 22) — (@ + gij + £2)?
(x'Q “FQQ +22)3

Bsp.:  Schraubenlinie:

cos(t) —sin(t) —cos(t)
3(t)= | sin(t) |, &' = cos(t) |, vu” = | —sin(t) | = k2=
t 1 0

(sin?(t) + cos?(t) + 0) - (cos?(t) + sin?(t) + 12) — ((—sin(t)) - (= cos(t)) + cos(t) - (—sin(t)) + 1 - 0)?)
(sin?(t) + cos2(t) + 12)3

1-2—-(0+0)%) 2
T+ #

= k=

L1,
2ap_’£_

|

9.3 Das begleitende Dreibein

9.3.1 Das lokale Koordinatensystem

Betrachte

T(s)

-

. AT
T(s +As)

Definition:
Tangentenvektor: T :=Z," (bekannt )
. 1 dT
Normalenvektor: N = —. d—
Kk ds
Binormalenvektor: B:=TxN

Wir wissen: |Z,'| =1
Problem:

Wie berechnet man auf einfache Weise N?
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= 1 dT 1 dzs' 1 -
N =-._ = . = T = [Nl =1
a4 P ds |J_',"ss”| dS |fss”| Tss | |

~» N ist der Einheitsvektor in Richtung Kriimmungsmittelpunkt.
~» B ist ebenfalls Einheitsvektor.

Berechnung von N (vgl. Seite 310):

=/ -l A )
Zon 1 (% n_ Ut (U, Uy ")
S8 (Ut 7 _‘t ,> it (Ut 7 Ut ,>
? )
N2 1 - 1 1 — /! Utl ) (Ut I; Utt II)
= N=o— T =5 =7 =7 WU — —=F =7
|$ss | |$ss | (Ut » Ut > (Ut ) Ut >
Weiter
=/
Ut Ut =/ = 1| =) = 1\ = 1\ / = = =
T/ =—F =07 = 0 =4 |0/], (@)= (T:")s st =Tss" 8 =Tss" - |00
/ I
St T
1 1 /!
hvd " = I\/
= &= @ (),
t t
. 1 1 AN
Formel: N=—— T =— — (—»/)
|$ss | K |Ut | |Ut | t
Bemerkung: Mit Hilfe von N und k ldsst sich der Kriimmungsmittelpunkt
berechnen. (Mathematica-Ubung.)
Eigenschaft: Zu einem Punkt P auf der Kurve bildet {7, N, B} ein lokales
Koordinatensystem.
Definition: {T', N, B} heisst das begleitende Dreibein

9.3.2 Fernet—Serret’sche Gleichungen

Ohne Beweis seien hier die Fernet—Serret’sche Gleichungen gegeben:

Formel:
dT .
1. — =k-N
ds "
dN . .
2. —=—r-T+71-B
ds
dB .
3. — =—-7-N
ds ’
Analog zu k definiert man die Torsion 7:
Definition: T = E
de

¢ = Anderung des Binormalenwinkels.

1 . . .
o = — heisst Torsionsradius.
T
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Bemerkung:

Die Torsion ist ein Mass fiir die Verdrehung der Kurve.

Ahnlich wie fiir x gilt fiir 7

, L lE R i i
Formel: = g T @

9.3.3 Konstruktion eines Schlauches

Zusammenfassung:
a(t)
1. Kurve o(t) = | y(t) | = Z(s), s = Kurvenlinge
2(t)

2. Tangentenvektor:

f: 7 pr— pr—
SN O]
3. Kriimmung:
- - - 1 . VR IR
) T 'x“u(s)'_Wwﬂp)s (T Ty (T T) — (BT "))
4. Normalenvektor: .
]\7:1 d_T_ 1 f”:l. 1 (Ut')'
Kk ds |z 77F A 7 N "
5. Binormalenvektor:
B:=TxN

—

6. Begleitendes Dreibein {f, N,B }

Schlauchkonstruktion:

1. Kurve mit gestrecktem Dreibein:

W(t) = 5(t) + AT +uN +v B

2. Schlauch rund:
A=0, u=rgcos(p), v=rgsin(p)

3. Schlauch beliebig:
A=0, p= a(ta ()0) COS(()O)) v = b(ta ()0) Sln((p)
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Remove["Global ‘*"];

(* Schlauchdefinitionen *)
x[t_]:=4 Cos[t]; yl[t_]:=4 Sin[t];z[t_]:=t;
alt_,f_1:=1; blt_,f_1:=1;

(* Rechnung *)
vit_J:={x[t],y[t],z[t]};
kp[t_]:=Sqrt[((v>’ [t].v’ [t (v’ [t]. v’ [tD-(v’ [t].v>’ [t])"2)/ (v’ [t]) . (v’ [t]1)) "3 1;

tT[t_1:= v’ [t]/Sqrt v’ [t].v’ [t]1];
oN[t_]:= 1/kp[t] 1/Sqrtlv’[t].v’[t]] DI[v’[t] /Sqrtlv’[t].v’[t]1],t];
bB[t_]:= Cross[tT[t],nN[t]];

wlt_,f_1:= v[tl+alt,f] Cos[f] nN[t]+b[t,f] Sin[f] bB[t];
(* Plot *)
ParametricPlot3D[Evaluate[w[t,f]],{t,0,2Pi},{f,0,2Pi}];

~  Output 1

Neue Schlauchdefinitionen:

Remove ["Global‘*"];

(* Schlauchdefinitionen *)

x[t_1=4 Cos[t]; y[t_]:=4 Sin[t];z[t_]:=t;

alt_,f_]:= (Abs[Cos[3t]1+0.2); bl[t_,f_]1:= (Abs[Cos[3t]]1+0.2)/2;

~»  Output 2

Output 2
Output 1
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9.4 Evolute und Evolvente

9.4.1 Einfiihrung

Gegeben sei der Graph C einer Kurve t +— #(t) im R? bei der in jedem Punkt der
Kriimmungsmittelpunkt M existiert. Wir betrachten derart , verniinftige® Kurven, bei denen die
Kriimmungsmittelpunkte wieder eine Kurve Cs bildet (¢t — w(t)).

Definition: Die Kurve C}; der Kriimmungsmittelpunkte zu C' heisst Evolute
zu C. Umgekehrt heisst C' Evolvente zu C);.

Sei 7 L T'(t)
(77 normiert, ©o’(t) Tangentenvektor. )

1
W) =T+ pe it = () +
v'(t)
=D =D R
n +7/2 |17/ l‘,)l +7/2 " €
v"(t) X ') s
=—= (R, z=0)
77(8)[?
(vgl. Seite 307 )
7' () v' (1) 7' (1)

' _.D .
[ty x a/(t)]

Die Rechnung (Ubung!) zeigt, dass gilt: @'(t) L @'(t)

Satz: w'(t) || @ (Tangente an Chy )

. As Ap ds dp
Weiter k i dass fiir die Evolvente gilt: — ~ —, — = —
eiter kann man zeigen, dass fiir die Evolvente gi NS AD Al

Satz: Die Bogenldnge As zwischen zwei Punkten der Evolute ist gleich der Dif-
ferenz der Kriimmungsradien Ap der entsprechenden Punkte der Evolvente.

Konsequenz: Die Evolvente ist die Abwicklungskurve der Evolute.
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9.4.2 Beispiele

—
2
0.5 0.5 1.5
Evolute an f(z) = 22 Evolvente an den Einheitskreis.
2 [22/322/3 4 1|3/2 v [ cos(t) + tsin(¢)

1 2/3.2/3 Z(t) = )

= = + 2%/°x _
w(z) = 3 ( 2273225 + 1 sin(t) — t cos(t)

Mathematica—Code Evolute:
Remove["Global ‘*"]

a=1;
x[t_]:=t;
ylt_1:=t"2;

vt _1:={x[t],y[t]};

tang[t_,t0_]:= Evaluate[(v[u]l + D[v([ul,ul t)/.u->t0];

n[t_,t0_]:= Evaluate[(v[u] + {-D[v[ul,u] [[2]],D[v[ul,ul [[1]]} t)/.u->t0];
pl=ParametricPlot[v[t],{t,-2,2},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p2[a_] :=ParametricPlot[tang[t,al,{t,-2,2},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p3la_] :=ParametricPlot[n[t,a],{t,-3,3},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
k[t_]:=Abs[D[x[t],{t,1}] DLy[t],{t,2}]-D[y[t],{t,1}] DIx[t],{t,2}]]1/Abs[(D[x[t],{t,1}]"2
+D[y[t],{t,1}]1°2)"(3/2)];

r[t_]:=Evaluate[1/k[t]];

m[t0_] :=v[t0]+(n[1,t0]-v[t0])*r[t0]/Norm[(n[1,t0]-v[t0])];

shla_] :=Show[Graphics [{PointSize[0.03] ,Point [m[al],

Point[v[a]]

},p1,p2[al,p3[al,DisplayFunction->$DisplayFunction,AspectRatio->Automatic];
cl=(s-m[s][[111)/s;

xX == s-cl s //InputForm;

solv=Solve[xX == s - (s*Abs[1 + 4*s72]°(3/2))/Sqrt[1 + 4*Abs[s]~2],{s}1[[1]];

f [xX_] :=Evaluate[m[s] [[2]]/.s0lv];

p4=Plot [f [xX],{xX,0,5},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity] ;

p5=Plot [f [-xX],{xX,-5,0},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];

Show [Graphics [{PointSize [0.03],Point[m[a]l],
Point[v[al]l,Line[{{-2,0},{2,0}}],Line[{{0,-2},{0,4}}1}]1,p1,p2[al,p3[al,p4,p5,
DisplayFunction->$DisplayFunction,AspectRatio->Automatic];

Print["f[x] = ",f[x]]

Mathematica—Code Evolvente:

Remove["Global ‘*"]
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aa = 1;

r0=1;

r[t_,a_]:= t rO{Cos[al,Sinl[al};

nl[t_,a_]:= r[1,al]+ t r0 {Sin[a],-Cos[al};

evolv[a_]:= r[1,al+ a r0 {Sin[a],-Cos[al};
plla_]:=ParametricPlot[r[t,al,{t,0,1},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p2[a_] :=ParametricPlot[n[t,al,{t,0,1},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p3=ParametricPlot[evolv[a],{a,0,3},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
Show [pl[aal,p2[aal,p3,Graphics[{Circle[r0{0,0},1],Line [{r0{-1.2,0},r0{1.2,0}}],
Line[{r0{0,-1.2},r0{0,1.2,0}}], PointSize[0.02] ,Point[r[1,aal],Point[nlaa,aal],Point[r[1,0]]1}],
AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->$DisplayFunction];

D[evolv[u] ,u]

9.4.3 Evolute (Vertiefung)

Wir studieren die Evolute 3 zu einer gegebenen Kurve a in R?:

Definition: Die Kurve 9(t), t € I = [a,b] heisst regulir <
1. ¥'(t) existiert in I
2. |9'(t)] >0
Symbol: ¥(t) € REG

Definition: 0’(t) nennen wir Geschwindigkeit der Kurve.

Wir verwenden weiter:

J:z(? _01> $J21=J'J:(_ol —01>:_E’ o= (552)

N
OPy= 9(to)
M := M (to) := Kriimmungsmittelpunkt

Uber die Kriimmung wissen wir:

_z't) y"(t) —x"(@t) - y'(t) (W), - U(1) _ 1
N N0 S )
Definition: Evolute zu a:

mit €, = T -1, W(t) = w(v(t))
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P IR P I
—_———
o) o
=9(t) + CHONEED) J-0'(t) == 0(t) + f(t) - J -0 (t), f(t) = 0. @) tel
Lemma: B(t) = Ba(t) =w(t) =0(t) + f(t) - T -0'(t),
10 = G, -y o
Sei h:tr—s:=h(t), mit h: IZ%5 {h(t) | te I}, 5(t) = alt), @) =B(t)
~ Bla(t)) = (Boa)(t) = (Boa)(h™(s)) = (Bo(aoh™h))(s), mit t=h""(s).
Sei s = Kurvenléinge: s=h(t) = ft |’ ()| dt.
|07(t)] >0 = s = h(t) monoton wachsend
= §>0 = %:d(h;(s)) >0
) o) " h(t) h(t)
= JlOlde= [ o] Gs= [ )0 @) ds - / 60 5 1ds
0 h(to) h(to) =j— h(to) (h ()
h(t) h(t)
~os= [ (BT H(s) ds ~ 1= —5 = / |7 s)| ds = |, (A1 (h()))] = [ (R (s))]
h(to) h(t())
~ a(s) == a(h(s)), la(s)]s” = [(a(h™}(s)))s '] =1
Lemma: Bei einer reguliren Kurve (z.B. «) kann die Weglinge s als Parameter

benutzt werden. Dann ist fiir o = a(s) die absolute Geschwindigkeit = 1.

Beh.:
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~ Esgilt: 3,: v"(s) = pu(s) - J-9'(s)

(s), T - 0(s)) = (u(s) - T - 0'(5), ] - 0'(s)) = p(s) - (J - 7'(s), T - 7'(5))
"(s)]* = u(s) = p(s) = r(s)

Lemma: Vor.:
U(s) € REG, |v'(s)] =1

Beh.:

=7 _KI( ) 7’ l T (k- —/ e _ g’ = _ Kl(t) g’
- (t) + (K(t))Q J (t) + K J ( J (t)) (t) (K(t))Q J (t) (t)) (K(t))Q J (t)
J2=—E

= B) =w'(t) || fa
Lemma: Vor.:

o(t) € REG, |U'(t)] = 1J o

g T
Blt) = () = 50) + - oy
(Evolute)
Beh.: ®
[—t - K/(t 7! i

Konsequenz: Die Tangente von [ ist parallel zur Normalen von a.

Problem: Sei w,(t) = v(t) +q(t)-J-0'(t), |0'(t)] =1.
Gibt es andere Kurven der Form w,(t) # w(t), deren Tangente parallel zur Normalen von « ist?

=0'(t)+q(t)" - J-0'(t) +q(t) - ka -\Ji-ﬁ'(t) =0'(t)+q(t) - T-T'(t) —qt) ke -T'(t)

=5 (1= a(t) - wa) +a(t)’ T T | (0 = T 5(0) > 70 (1 (1) -5e) =
=— =po = Wy(t) =w(t) ~ Widerspruch!
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a(t) = v(t) € REG

|7'(t) =1

B(t) = wy(t) = v(t) +q(t) - J - T'(¢)
Beh.:

1. B(t) Evolute = ¢(t) = pa(t)
2. 5(t) Evolute < Tangenteg = Normale,

9.4.4 Evolvente (Vertiefung)

Sei B:I=[a,b]— R¥ mit t5 @), |6 (1) =1, cel,
(s = Kurvenlinge)

Definition: Evolvente zu (:

V8.e(8) 1= (8) 1= Z(s) = W(s) + (¢ = s) W'(s),
g

B . . w'(t)
[0/ (t)| # 1 = vg.(t) :==~(t) := Z(t) = W(t) + (s(c) — s(t)) 0]
to
Es gilt: s(ta) — s(ty) = [|@'(t)| dt
t1
Satz: Die Evolvente einer regulidren ebenen Kurve (§ wird durch die Abwick-

lungskurve einer um § gewickelten gestreckten Fadens gegeben.

Beweis:
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir setzen:
@’ (s)] =1
w(s)
~» Tangentenlénge:
Z(s)
|2(s) — @i(s)| = |(@(s) + (¢ — s) &'(s)) —U?ES;I -
=(c—s)w'(s)=|c—s
0.5 0 0.5 1.5
=1
Lemma: Vor.:
B:I=]a,b— RY, snﬂwﬁ(s)
v8.c(s) = v(s): Evolvente
Beh.:

o () = En(5)
AN
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Beweis: Z(s) = w(s) + (c— s)w'(s), |w'(s)|=1

=—F

=0+0+(c—s)-(=(c=9)(rp(s))* - (@'(5), W '(5) = —(c = 5)* - ((5))°
—_———

=jai’(s)]2=1
7"(s -Z'(s —(c—s)% - (kg(s))?
o () = ELEL T ) ez 97 U@ 2 = (e — 8- (rp(s))?
709 7o)
Jo2(s) = —(c— 8)-rp(s) W(s) = ) =T () = | — (c— ) - mals) - @(s)]

~ () |2 (8)]P = k() e — s - rp(s)]P = —(c — 5)? - (kp(s))?

oy e () —sgnl(sa(5)?)
= = P T Jema] ©
Bemerkung: Wir haben zudem gezeigt:

Z/(s) = (c = 8)@"(s) = (c— 5) - r(s) - T - (s)

Satz: Vor.:
B:I=]a,b— R s pig a(s), @' (s)) =1
vs,c(s) = 7(s): Evolvente

Beh.:
8 Evolute zu ~.

Beweis:

1 J-z!

Evolute zu v:  £(s) :=d(s) = Z(s) + —»/Z (s) o () = sgn(kg(s))

ray(s)  [Z'(s) le—s]
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lc—sl  J-((c=s)- rp(s)-J-@'(s))
sgn(kg(s))  |(c—s)-kp(s)-J-wW'(s)

lc=s] (=D -((c=s)-rp(s) - w'(s))
sgn(rp(s))  [(c—9)]-|rp(s)] - [@'(s)]
——

~ (s) = Z(s) +

= @(s) + (c— s) @' (s) +



Kapitel ¢ Chapitre 10

Anhang 1: Komplexe Funktionen,
konforme Abbildungen — Annexe 1:
Fonctions complexes, applications
conformes

Bemerkung:

Dieser Teil ist dem Skript , Algebra“ des Autors entnommen. Dort werden die komplexen Zahlen
eingefiihrt.

10.1 Differenzierbarkeit, Wege — Dérivés, chemins

10.1.1 Grundlagen, Stetigkeit — Fondements, continuité

Wir verwenden einige Begriffe, die schon von frither bekannt sein sollten, also nicht mehr neu definiert
werden miissen.

Kurven, Wege : Stetige Funktionen R NG , zB. teR, f: t+—— f(t) =cos(t) +isin(t) € C
Gebietsabbildungen : Funktionen C N, , zB. 2€C, f: z+—— f(t)=2%2€C
Allgemein: f: G=Dy+— G* =Wy, f: z2+— f(2) =

oder f: z=uao+iy— w= f(2) =u(z) +iv(z) = ulx + iy) + iv(x + iy)
mit  u(z) + Re(f(2)), v(z) = Im(f(z))

C C c 4
. B
b4 f(») }Z >
> -
7 10 i

323
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Wichtig: Stetige Funktionen.

Definition: f stetigin zp < lim f(z) = f(z0)
z—20
oder lim w = wy
z—20

»Epsilontisch® : Ves03550Y.c(20) :

w = f(z) € Uc(f(20)) = Ue(wo)
Anschaulich: Nahe z haben nahe f(z) = w zur Folge.

Folgerung: f (stetigin ) zo < wu(z) (und ) v(z)
( stetig in ) zo

Konsequenz:
u(z+iy) (und )v(x+iy) (stetigin)a (und )y (notwendig ).

Folgende Aussagen beweist man wie in R, indem man den Abstand in R durch den in C ersetzt:

Satz: Vor.:

fi(2), fa(z) ( stetigin) zp, A1, 2 € C

Beh.:
1. M fi(2) + Aafa(z) (stetig in ) 2o

2. fi1(2) - fa(z) ( stetig in ) 2o
fl( )

fa(2)
4. fi(z0) = wo, f2(z)

3. fa(z0) #0 = ( stetig in ) zo

(stetig in ) wo < fa(f1(2)) (stetigin ) 2o

Folgerung: Polynome : p(z) =cpz" 4+ ...+ 1z +co
( stetigin ) C (Vz € C)

Stetigkeit in einem Gebiet:

Definition: f (stetigin ) G < f (stetigin)Vze G
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10.1.2 Differenzierbarkeit — Dérivabilité (différentiabilité)

f(z,)

C
R
f(z)

Sei Us(z0) ={z |0 < |z — 2] < 6}
Betrachte

D(Z) — f(Z) — f(ZO) in Ué(

Z
zZ— 20 O)

A

Definition:

Bsp.:

1. f(z)=a-z+b, D(z)=

2. f(z) =2% D(z) =

f(2) - f(z,)

(D(z): Differenzenquotient )
1. f komplex differenzierbar (in z)
< lim D(z) existiert .
z—20
2. f komplex differenzierbar mit der Ableitung a
< lim D(z) = a:= f'(20)
z—20
3. f holomorph? (regulir analytisch) in G
< f(z) existiert V,eq

“Z+b_(a20+b):a(z_20):a: lim D(z) =a
zZ— 20 2= 20 %0
2 _ .2 _
2o (2 + 20)(z — 20) = (z+20) = lim D(z) =22
z— 2 Z =20 Fzo
. . f(z) = f(20) (= —0) +2i(y — yo)
3. =R +2iIm(z) =x+2iy, D =C, d(z)= = -
f(2) = Re(z) +2i Im(2) y, Dy G === (x — o) + iy — %0)

Betrachte zwei verschiedene Wege:

A z.=x+iy, Z"=x"+iy, Sei zg =z +1iyo
0 (1] 0 0 )
iy, \“< = / 2 = x0 + iy’, 2= 4 i Yo
Z=x +iy' |7 C
iy LTV
0 X, X' >
- 2i(y — 2i(y —
@ ZI — 20 - lim D(ZI) = lim ($0 $0) + bZ (y yO) = lim 7‘2 (y yO) =2
#—20 Z—z0 (zo—x0) +i (Y —yo) 2~z i(Y —vo)
" __ 2 - _ "o
@ 2" —zy: lim D(z”)= lim (& zo) + .Z (40 — %) = lim u =1+#£2
2" —zo 2! —zo (x” — xo) +1 (yo — yo) 2/ —zo (x” — xo)

= lim D(z') # lim D(z"),

z'—zo

PN

lim D(z) existiert nicht .

zZ—20

325

~»  Schon die einfache Funktion f(z) = Re(z) 4 24 Im(z) ist nicht holomorph. Holomorph ist also
etwas Spezielles.

10.1.3 Differenzierbarkeitsregeln — Regles pour dérivabilité

Wenn nichts bemerkt ist, gehen die Beweise wie im Reellen (indem man den Abstand in R durch den in

C ersetzt).

2@riech. holo: ganz, véllig, unversehrt , morphe: Gestalt
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Satz: Vor.:

f(2),9(2) (‘holomorph in ) G, a,beC

Beh.:
1. f,g (stetigin) G

2. Linearitét:
F(z)=a- f(z) +b-g(2) holomorph in G A
Fl(z) =a- f'(2) +b-4'(2)

3. Produktenregel:
F(z) = f(2) - g(z) holomorphin G A
Fi(z) = ['(2) -9(2) + f(2) - g'(2)

4. Quotientenregel:

Sei F(z) = %, 9(z0) # 0 = F(z) holomorph in G A F'(z) =
f'(2)-9(2) = f(2) - 4'(2)
(9(2))?

Satz: Vor.:

f(2) holomorphin G, f: G+— f(G)CG*, f: 22— f(2) =w
g holomorph in G*, g : G* — ¢g(G*) = G**
F=fog, [f(z)=[(9(2))

Beh.:
Kettenregel:
F(z) holomorph in G A
af d
FI(z) = F((2) - /(2) = f'(w) - g/ () = 0. %

oder /() = = f(2) - =-g(2)

Folgerung:

1. Polynomfunktionen sind holomorph in

C.

2. Rationale Funktionen sind holomorph in
C, wenn der Nenner # 0 ist.

Problem:  Beim Differenzieren im Reellen hat die Ableitung die Bedeutung einer Tangentenstei-
gung. Aus Dimensionsgriinden ldsst sich diese Bedeutung bei der komplexen Differenzierbarkeit nicht
gebrauchen. Was ist dann der Sinn komplexer Ableitungen? Eine Interpretation werden wir spéter bei
den konformen Abbildungen gewinnen kénnen.
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10.1.4 Wege in C — Chemins dans C
Betrachte I =[a,b]={teR|a <t <b} sowie
x(t),y(t) diff’bar in I.

Sei  z(t) = x(t) +iy(t), [— C

Bsp.: I=[0,2n], z(t) =sin(t) + icos(t) (Abbildung von I auf den Einheitskreis in C. )

Definition: Eine stetige Abbildung
v: I+ C mit ¢t +—> z(t)
heisst Weg in C ,
|v| = {z(t) | t € I} heisst Spur v. v

z(a) = Ay =
z(b) = Anfangspunkt
\/y—\z(t) z(b) = E, := Endpunkt

z(a)

Geschlossene Wege : A, = F,

Inverser Weg (—v) zu v :

Sei t=b+a—t, ! =b+a—t, —y: t'— wl') (=2(t), ' €la,b] < tE]la,b]).
Lauft ¢ von a nach b, so lduft ¢ von b nach a.

Definition: Differenzierbarer Weg :
vt z(t) = x(t) + iy(t) differenzierbar
< x(t),y(t) diff’bar .

2'(t) ==(t)+iy(t) ~ Ableitung. .

Regeln: 1. A ,=E, A, =FE_,
2. [yl =1-1l
3. —(=y) =~

(Wie man sofort sieht. .. )

10.1.5 Differenzierbare Wege in C — Chemins dérivables dans C

Wir wissen: v diff’bar = Ableltung 2'(t) = z(t) +iy(t)
I
~+  Tangentenvektor an den Weg ~y : 2 (x : >
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[f()I

Definition: Bildweg von ~

Foryi=f(): trw(t) = f(=(0), tel

Eigenschaften: L. f(v) ist wieder Weg
2. |fMI = £
3. Ay = Ay = f(4y)

e

Ep(y) = Eg(y)) = f(E)

Weiter gilt die Kettenregel (Beweis analog im Reellen): :

Satz: Vor.:

f holomorph in G,
v diff’barer Weg : t — z(t), |y| C G, t €T

Beh.:

Fiir den Bildweg gilt
1. w(t) = f(2(¢)) ist diff’bar in I T

d ) Pt — Dy
2. Twlt) = w'(t) = ' (2(0)) - 2'(0) = 2=f(2) - T2(0)

(Komplexe und reelle Ableitungen gemischt! )

Bsp.: I=[0,1],v: tr——z(t)=t2+i(t+1), f: 2+ 22
~ f(Y) st (it 1)) =w(t) = w(t) =22 2(t) = 282 +i(t + 1)) - (2t +14)
Bemerkung;: 2'(t) = %z(t) = %x(t) z%y(t) () +iy (t)

~»  Integral :
2()+C = [Z(t)dt= [2/(t)dt+i [y (t)dt =z(t)+iy(t) +C
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10.2 Konforme Abbildungen — Applications conformes

w,(t)
f(z(t)
/> z(t) '\‘ f(z,)

f (Zo)

{{EA]

V

~ I
[, wi(t)

Sei f'(20) # 0,
f(z0) = |f’(zo | - (cos(a) +isin(a)) =
=r.e"

mit |f’(z0)| =r, a=Arg(f'(2))

Betrachte: ~ diff'barin G, I 5 ¢ —— z(t) € C,
Speziell:  z(tog) = zo, 2'(to) # 0.

Nach Voraussetzung ist: z'(tog) # 0
~»  Tangentenvektor existiert, die Kurve (Weg) ist glatt.

Untersuchung von f o~y := f(v):

w(t) = f(2(t) < w'(t)=f'(2(t) -2 (t), w'(to)=f(2(t0)) -2 (to) = f'(20) - #'(to).
#0 #0
Bei der Multiplikation in C addieren sich die Argumente:

Arg(w'(to)) = Arg(f'(20)) +Arg(# (to)), speziell:

~  Fiir Y0, f

(70): o + Arg(z4(to)).
~  Fir 41, f(n): Arg(w)(t
) —

a+ Arg(z (to))-

to)) =
0) =
)) = (o + Arg(z(to))) — (a + Arg(z;(to)))
( 0 ) Yo = Yo = Y1

= 1 = Arg(w{(to) 0
= (Arg(z(t0))) — (A rg(Zi

Definition: Eine Abbildung heisst winkeltreu oder konform, wenn sich der
Schnittwinkel zweier differenzierbarer Wege (X zwischen Tangen-
tenvektoren # 0) bei der Abbildung nicht &ndert.

Satz: Vor.:

f holomorph, f(2) #0 in G

Beh.:

f konform in G
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10.3 Mobius—Transformationen — Transformations de Mdobius

10.4 Definitionen — Définitions

az+b

Definition: =
efinition fu(2) ot d

¢ # 0 heisst Mobiustransformation.

Solche Abbildungen spielen in der technischen Praxis eine Rolle.

Klassisch gilt: Dy = C\ {—% .
Um eine geschlossene Theorie zu erhalten, ist es aber hier notwendig, den Definitionsbereich fiir den Fall

— % auszudehnen:

Betrachtung: :

Sei  fa(2) =u(z) +iv(z), z — —% = r=|fu(z)| = (u? +02)% — 00.

C erweitern: C:= CU {oo},

r o 0o = Nordpol der Gauss’schen Zahlenkugel.
NS
C

Definition: far(—=94) =00, fa(oo):=2

[ [

az+b z—i—f a
L N
cz+d z—i—g

(z =00 = fulz)= ). Man sieht unmittelbar:

Satz: far: C nbi> C

far konform fiir ¢-b#d-a, z # oo, 27&—%

dw—b d—b
(Kontrolle der Bijektivitit: Algebraische Umformung. f,' (w) = z = — CZ — f(z)= (cazTal)CQ )
Korollar: fj\_/f1 ist auch Mobiustransformation, speziell:
—d nL 00 00 nL a
. ) . )
+% |f—> o, 00 |f—> —%

az+b a (14
cz+d ¢ z—i—%

Betrachte: f: z+——

Sei : Trans. :> (Verschiebung ), Inv. :> (Kehrwert bilden ), Rot. :> (Drehstreckung ).
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Dann kann man f wie folgt zusammensetzen:

Trans. d Inv. 1 1 Rot. a b d 1 b a-d 1 Trans.
— w=z4+ - — — = v _ (———). d(:(__—Q) d) —
C w Z+Z C a C %—i_é C C Z+Z
Trans. a  a ,b d 1 21 az+b
— —_ —_ — 1 a C _
c+c (a c) z—i—% (+z+%) cz+d

~>  Eine Mobiustransformation lédsst sich aus Drehstreckungen, Verschiebungen und einer Inversion
w — % zusammensetzen.

Problem: Drehstreckungen und Verschiebungen sind Ahnlichkeitsabbildungen, fithren also Geraden
in Geraden und Kreise in Kreise iiber. Was aber macht die Inversion?

Durch z(t) sei eine Gerade in C gegeben.

Es gilt:  2(t) = €2 (t): ~
Gerade durch Drehung entstanden aus zo(t) ({zo(t)} in spezieller Lage | z—Achse.)

. 1 . t
t) = ezt =i t) = it =0 (14+i—)=a0- (14
#(t) =e ZO()'—)z(ﬁ) e PYOL zo(t) = o +it =m0 - ( ‘on) zo - (14 iA)
(zo # 0: Streckung ).
(o =0:20(t) =it — ﬁ =L =—it, dh. Gerade — Gerade .)
1 _ 9
144

~»  Reduziertes Problem: Gerade 1+ i\ ——
. 1. . . .
Es gilt: 1——1 und oo +— 0. 3 bildet die Mitte zwischen 0 und 1 .

1
Daher betrachten wir das Bild in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung in (0, 5) verschoben ist. .

1
Somit miissen wir die folgende Abbildung studieren: 14 i\ — T 3 Wir formen um:
i
| 1 1|_|1—i)\ 1|_|1—z‘)\—%(1+)\2)|_|_¢)\+%1_%)\2|_|1 1—2M+—)\2|_
L+ix 20 1+4+A2 20 11 A2 = T4 a2 =15 T =
1 |1—2i)\—)\2|_1 |(1—M)2|_1 1422 1
2 1+A2 2 TN T2 1402 2
1 1 1
~  |———=| == = const
14N 2 2

~» Das Bild der Gerade ist ein Kreis

Setzt man die Abbildungen wieder zusammen, so folgt, dass eine Gerade in jedem Fall entweder auf eine
Gerade oder auf einen Kreis abgebildet wird.

b ¢
AW
1 J\g
g g’
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1
Fiir die Umkehrabbildung h~' von h: z —— — gilt h = h~!. Aus obiger Betrachtung folgt, dass unter
z
h eine nicht zentrisch liegende Gerade in einen nicht zentrisch liegenden Kreis, umgekehrt also ein nicht
zentrisch liegender Kreis in eine nicht zentrisch liegende Gerade abgebildet wird. Ein zentrisch liegender
Kreis wird unter h bekanntlich auf einen ebensolchen Kreis abgebildet.

Konsequenz :
Satz: Vor.:
f = Mobiustransformation ,
K = { Kreise, Geraden, }
Beh.:
f: K+— K bijektiv
10.5 Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen — Equa-

tions différentielles de Cauchy-Riemann

10.5.1 Herleitung — Déduction

Sei f(z) =u(x,y) +iv(z,y) holomorph ,
Re(f(2)) = u(z) = u(z,y), Im(f(2)) =v(z) =v(z,y)
f(z0 + Az) —f(Zo).

P L
= f'(z0) = lim D(z)= lim

Az—0 AZ
A Betrachte :
iy, z]Az 20 =20+ 1Yo
Az, z1 =20+ Az =x0+i (Yo + Ay) =20 + i Ay

2o = 2o + Azo = (xg + Ax) + iy = 20 + Ax

Z4

C o ﬂhﬂ |7’z|\ C
Auf ~y:
flzo + Az) — f(z0)  w(zo+Ax) —u(z0)  .v(z0+Ax)—v(z0) Au  Awv ou . Ov
D = = = — —_— —_— —_—.
(2) Az Ax o Ax Ax+ZAx - 8x+28x
Auf s:
D(z) = flz0 + Az) — f(20) _ u(zo +2Ay) — u(zp) iy v(zg +2Ay) —v(20) _ 'Au Iy 'Av
Az 1Ay 1Ay 1Ay 1Ay
ou i v
- 4 .
10y Oy

ou . Ov ou ov

Zlirglo D(z) = f'(z0) darf nicht vom Weg 7, abhéngen . Daher gilt: f/(z) = . +1 o " ioy + %

Diese Betrachtung lésst sich auch umkehren. ~»
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Satz: Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichungen

' 9
f holomorph in G < g—z:g—z A Z_Z:_é
in G

Mit diesen Differentialgleichungen lésst sich oft rasch entscheiden, ob eine gegebene Funktion holomorph
ist.

10.5.2 Harmonische Funktionen — Fonctions harmoniques

0% 0? , 0?
Sei A := E + oy (allgemeiner : A := >}, a—xk)
Definition: f heisst harmonisch in G :

< Af=0 in G

02 02
dxdy  Oydx’
In der sogenannten ,,Funktionentheorie* wird bewiesen, dass eine in einem Gebiet holomorphe Funktion
immer in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, also mindestens zweimal differenzierbar ist.

Wir definieren nun:

Aus der Analysis ist bekannt, dass fiir einigermassen ,anstéindige“ Funktionen f gilt:

Definition: f harmonisch in G
= Af=01in G

Daher sieht man durch einfache Rechnung mit Hilfe von Cauchy—Riemann:

Satz: Vor.:

f holomorph in G

Beh.:

f harmonisch in G

Konsequenz:
f(z) =u(z) +iv(z) holomorph in G
< wu(z),v(z) holomorph in G

Damit haben wir das Riistzeug fiir die Diskussion wichtiger transzendenter komplexer Funktionen:
Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, trigonometrische Funktionen, Arcusfunctionen u.s.w..

10.6 Komplexe Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion
— Fonctions exponentielle et logarithme complexes

Im Reellen kann die Eulersche Exponentialfunktion durch folgende drei Eigenschaften definiert werden:
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1. f diff’bar in R
2. Vaer f(z) = f'(z)
3. f(0)y=1

In der Theorie der Differentialgleichungen wird gezeigt, dass eine Losung f existiert und auch eindeutig
bestimmt ist als Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

Diese Problemstellung ldsst sich samt Losungskonzept ins Komplexe tibertragen. Dabei spielt Cauchy—
Riemann eine wichtige Rolle. Vdist
Sei z =2 +iy. Bekannt: : e*, e := cos(y) + isin(y).

Bemerkung:
P2=—1, 3=—i, =1, P=4q, =-1, " =—i, ¥#=1,
Benutze die Potenzreihenentwicklung ~-
2 4 6 8 10 2 AV S \6 S \8 S 110
R A A A - (tp)* (o)  (9)°  (i9)°  (ip)
T T T i e R R TR R TR
S35 s T 9 C\3 Y5 AN Y9
N L A L L AL % o o) Gy )" (iy)
ZSln((p)—Z(p—?"i‘ﬁ_?-i‘?—...—l(pﬁ- 31 + 51 + 71 + 9! + ..
- (i) (@9 )t (19)° | (G9)° (i) | (i9)® | (ig)°
cosip) i sinfp) = Lip+ =+ 4 s el T st teeme”
= cos(p) + i sin(p) = e'¥
Wir définieren damit:
Definition: f(z) i =e* = et 1= ¢ . W =% . (cos(y) + isin(y))

(Exponentialfunktion )

Die rechte Seite ist bekannt
~  u(z,y) =e* - cos(y), v(x,y) =e"-sin(y).

Fiir v und v gilt:

gu _dv _ ()A%——a—v—eﬁt cos(y)
ax_é)y_e o8y oy  Or v
Damit ist f holomorph.

Daher ist der Differentialquotient wegunabhingig.

Wir kéonnen daher rechnen:
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flag) = nm JGEADfG) o feotAn) - f) o e
0 Az—0 Az CAz—0 - Az Az—0 Az
ewo+Aa¢+sz _ el‘o-‘r’t’yo ea:o+Aa; . etWo _ eTo . Yo ea;g-‘rAa; — o )
lim = lim = lim —— . i —
Az—0 Ax Az—0 Ax Az—0 Ax

— %0 . W0 — el‘o-‘r’t’yo — %0

~  f(z) = €* erfiillt die Differentialgleichung
()= f/() in C.

Zudem gilt:  f(0) = 970 =0 = 1.

Weiter folgt aus der Theorie der Differentialgleichung die Eindeutigkeit der Losung.

Satz: f(2) = e* ist die einzige Funktion, die folgende Bedingungen erfiillt
1. f diff’bar in R
2. Vaer @ f(z) = f'(x)
3. £(0) =1
Die folgenden Reglen lassen sich einfach nachpriifen mit Hilfe von: e® =e” - (cos(y) +isin(y)).

Dabei benutzen wir folgende Bezeichnung:

S, :={z=xz+i(y+2nm)|ye (—m, x|} heisst Periodenstreifen , C := C\ {0}.

Regeln: 1. le*| = e* = eRe)
2. Arg(e®) =y = Im(2)
3. e#1t22 = %1 . g%2
4. % = ez+’i2nﬂ' — % = ¢e% - ei2'rm’
bii .
5. Sn iR

{Horizontale Geraden } —— {zentrische Strahlen }
{Vertikale Geraden } —— {zentrische Kreise }

-690 - 40 =70 20 40
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Wegen der Bijektivitit von f(z) = e* = w auf (S, x C) existiert jeweils die Umkehrfunktion f;*(w) = z,
allerdings abhéngig von n (Standard in der Literatur: n = 0).

Bemerkung:

Mit Hilfe des Begriffs der Riemannschen Fliche gelingt es, die Umkehrfunktion eindeutig zu machen.
Dazu Unterscheiden wir verschiedene komplexe Bildebenen (Cn mit f: S, — (Cn Da der Rand der
Streifen S, auf R(™) abgebildet wird, denkt man sich alle diese C,, lings der negativen reellen Achse
aufgeschnitten und dort mit den beiden Nachbarn (Cn_l und (Cn+1 verklebt. Das entstehende Gebilde R
(eine Riemannsche Flidche) gleicht dann einer Wendeltreppe (nahe beim Ursprung hinkt der Vergleich
aber). Fiir (C x R) ist dann f bijektiv.

Definition: Die eben besprochene Umkehrfunktion f~' : C, — S, heisst
natiirliche Logarithmusfunktion fw) = In(w) — =

Ublicherweise werden wir In auf dem Standardstreifen Sy betrachten.

Es ist: f : 2z = a+iy — f(z) = € = e"(cos(y) + isin(y)) = u(x,y) + iv(r,y) = w,
r=|w| =e", Arg(w) =y.

~ fflruw=utive— fFHw)=n(w)=z=z+iy

mit z = In|w|, y= Arg(w) = arctan(%) ~

Satz: Vor.:

f(z) =¢*=w, z€ 5

fot(w) = In(w) = In |w| + iArg(w) = In |e?| + iArg(e?) = 2

Bsp.: Sei x € RT. fi!(—x) =Ing(—2) = In(x) + iArg(—2z) = In(z) + i,
Speziell:  fy ' (=1) = Ing(—1) = In(1) +iArg(—1) = 0 + it = i.

10.7 Trigonometrische Funktionen, Arkusfunktionen — Fonc-
tions trigonométriques, fonctions circulaires inverses

Bekannt sind die Eulerschen Identitéiten:
eF? = cos(p) + isin(yp)

Damit ldsst sich Sinus und Cosinus rein analytisch definieren, also losgelost von Geometrie.
. e —e " et 4 e sin(z 1

~ sin(z) ;= ———, cos(x) ;= ———, tan(x) = (z) ,

os(x) tan(x)

zeR
21 2
Diese Formeln lassen sich jetzt fiir komplexe z verallgemeinern. ~ Sei z€C

, cot(x) =
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iz _ iz iz —iz
Definition: sin(z) := e —° ? , cos(z) := ecte ™ ,
24 2
i 1
tan(z) = sm(z), cot(z) = ——,
cos(z) tan(z)

arcsin(w) = z fir w=sin(z) u.s.w
Bemerkung: Die im Reellen geltenden Regeln bleiben erhalten.
1. Differentiationsregeln
Z.B. (sin(z)), = cos(z)
2. Additionstheoreme

3. Regeln fiir Nullstellen

4. ... us.w

Ein Beispiel :

Problem: Was ist das Bild des kartesischen Koordinatengitters unter der Cosinusfunktion?
ei(a;—f—iy) + e—i(a;—f—iy) eia; eV 4 e—ia; . eV
B} 2

cos(z) = cos(z +iy) = 5

_ (cos(z) + isin(x)) - 7Y + (cos(—z) + isin(—x)) - e¥
2

_ (cos(z) 4+ isin(x)) - e Y + (cos(z) —isin(zx)) - e¥ _ cos(z) - (e¥ + e Y) —i(sin(z) - (e¥ —eY))

_ ) - (Cos(x) - cosh(y)>

= cos(x) - cosh(y) — isin(z) sinh(y). ~  cos(2)= sin(x) sinh(y)

In der Regel sind somit die Bilder der horizontalen Geraden Ellipsen, die Bilder der vertikalen Geraden
Hyperbeln.

10.8 Anwendungen — Applications

10.8.1 Idee — Idée

Oft gelingt es Probleme zu l6sen, indem man die gegebene geometrisch komplizierte Situation konform
in eine einfachere Situation abbildet. Wenn sich bei einer solchen bijektiven Abbildung die Problembe-
dingungen einfach auf die neue Situation iibertragen, kann man das Problem in der neuen Situation
l6sen und dann die Losung zuriickabbilden.

7.B. soll der Potentialverlauf zwischen einem Fahrleitungsdraht und einer Briicke studiert werden. Nimmt
man im Querschnitt die Briicke als Gerade und den Draht als Kreis an, so kann man eine konforme Abbil-
dung konstruieren, die diese Situation auf zwei konzentrische Kreise abbildet. Dort ist der Potentialverlauf
offensichtlich (Zentralfeld).

10.8.2 Smith—Diagramm — Diagramme de Smith

z—1 .
€ C eine

In der Elektrotechnik spielt die Mobiustransformation C 3 z — w = f(z) =

wichtige Rolle. Das Bild des rechtwinkligen Koordinatennetzes der z-Ebene in der w Ebene heisst
Smith—Diagramm (Smith-Chart).
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f erzeugt vom rechtwinkligen Koordinaten-
netzes der z—Ebene in der w Ebene folgendes
Bild (vgl. Fig.):

Das Bild der vertikalen Geraden der z—Ebene mit den Realanteilen x = 0 ist der Einheitskreis. Die
Bilder aller andern Vertikalen sind Kreise, die im Einheitskreis drin liegen, diesen in w = 1 beriithren und
mit wachsendem Re(z) kleiner werden. Die horizontalen Halbgeraden gehen in Kreislinien {iber, die die
erwiahnten Kreise senkrecht schneiden.

Es gilt £ sl 1-2
S g1t: =) = — —
& z Li1 142 1+ 2

z

z—l_

=—/f(2)

Konsequenz: Im Smidt—Diagramm kann man die Inversen einer komplexen Zahl z graphisch einfach
durch Spiegelung an den Ursprung bestimmen. Es gilt: f(%) = —f(2). f(})=—f(2).

z

Konstruktion — Construction

Mit Mathematica:

flz_1:=(z-1)/(z+1);
z1[t_,a_l:=t + a I;
z2[t_,b_l:=b + t I;
ulz_]:={Relf[z]],Im[£f[z]]1};

pl=ParametricPlot[Evaluate[Table[ul[z1[t,al]l,{a,-5,5}]1]1,{t,-5,5}, AspectRatio—>Automatic];
p2=ParametricPlot[Evaluate[Table[ul[z2[t,al]l,{a,-5,5}]1]1,{t,-5,5}, AspectRatio—>Automatic];
Show [p1,p2];

pl pl Show[p1,p2]

A

10.8.3 Joukowski—Profil — Profil de Joukowski

Wir studieren ein konkretes Beispiel: Nous étudions un exemple concret:

Gegeben sei in der komplexen Ebene C der Kreis: ¢ — 2(t) = v/0.97- €'t + (—0.1+0.44), t € [0,27].
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Betrachte dazu noch die komplexe Abbildung:
1
go:z»—up(z):z—l—;.

Hiermit wird folgendes Bild der Kurve z(t) definiert:

Die Kurve w(t) in C zeigt ein stromlin-
ienférmiges Profil.

Dieses Kurvenprofil spielt in der Aerodynamik
(z.B. beim Tragfliigel) oder bei Turbinen-
schaufeln eine Rolle. Es heisst Joukowski—
Profil.

10.8.4 Zeigerdiagramme — diagrammes—vecteurs

In der Elektrotechnik ist es im Zusammenhang mit Wechselstrom iiblich, den Strom I und die Spannung
U mit Hilfe von Zeigern (Vektoren) in Form von komplexen Zahlen zu schreiben. Auf diese Weise lassen
sich verschiedene Strome uns Spannungen einfach addieren.

Bsp.: [ ==1Iycos(w-t+ ), U=Uycos(w-t+ py)

~ Allgemein:
zocos(w-t-i-(po)) s Gl wtteo

ZRe = 20C0S(W - t+ o), 2rm = Zosin(w -t + o) ~ F= (m sin(w-t+@) )

e . Sei
Y Z1+2,

-l - A~
Z1=Aq - el wtter

52£A2 . EI wites
FEA - elwtte

2

~  Es gilt:

- A =71+ 2,
1 (Z1,21 + o)

© = 1 + arccos(5—5——5~
Zeiger I Vecteurs ou rayons |71 - |21 + 22

~ Aj-cos(w-t+p1)+ As-cos(w -t + p2) =

4 cos(w -t + 1) Ay cos(w -t + ¢2)
sin(w -t + ¢1) sin(w -t + ¢2)

(Z1, 21 + Zo)

>| -cos(w - t + 1 + arccos(—————
71| - |21 + 22
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10.9 Darstellung komplexer Funktionen — Représentation de
fonctions complexes

10.9.1 Beispiel einer Kurve — Exemple d’une courbe
Geg.:

L ~ L

2(t) :== T gty =1+it, z(t) := o0

Code: (Mathematica)

z[t_] :=1/(1 + I t);

ParametricPlot [{Re[z[t]], Im[z[t]]}, {t, -5, 5}, AspectRatio —-> Automatic];
amplitude[t_] := Norm[z[t]];

Plot [amplitude[t], {t, -5, 5}];

Plot[Arglz[t]l], {t, -5, 5}1;

Output: (Mathematica)

Rechts: Die Funktionskurve im Komplexen. 0.4

Unten links: Der Betrag des Funktionswerts.

0.2
Unten rechts: Das Argument des Funktions-
werts.
-4 -2 2 4
1 L
. 8¢
0\5
0.6 -4 -2 2 4
-0.5
0.4}
-1l
0.2t
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10.9.2 Beispiel einer rationalen Funktion — Exemple: Fonction rationnelle

Geg.:

Code: (Mathematica)

flz_.] = (222 -2)/(z2"3-2"2+ 1)
z[s_, t_] :=s + 1 t;
uls_, t_] := Norm[f[z[s, t11];
wls_, t_] := Argl[f[z[s, t]1];
Plot3D[uls, t], {s, -2, 2}, {t, -2, 2},
PlotPoints -> 50, PlotRange -> {0, 15}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
Plot3D[wls, t], {s, -2, 2}, {t, -2, 2},
PlotPoints -> 50, PlotRange -> {-5, 5}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
Plot3D[Re[f[z[s, t]11], {s, -2, 2}, {t, -2, 2},
PlotPoints -> 50, PlotRange -> {-5, 5}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
Plot3D[Im[f[z[s, t11], {s, -2, 2}, {t, -2, 2},
PlotPoints -> 50, PlotRange -> {-5, 5}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];

Output: (Mathematica)
Unten links: Der Betrag des Funktionswerts.

Unten rechts: Das Argument des Funktionswerts.

s

LRATRELL
e
ez 22

'y
e
2
oy

0
i
%

e
0,
:

2| RRRRZAIIES
| PRI IITRTI
R IRIE
PRI IIEII S
PRI IR II RIS 2
IR FIIIIRIIS
R R IELITILIL]
RIS I
SENEENSSSNSSEESY
RIS
,Wess::.::s:/ 1 e
Z IR 4
IR R
LI ] ] IR SRR
S S S R RILIIN
2R TFFZIIS R O S
— VS TN SN NSNS N S S S~
LA I, A S
T W Y %7 RIS
R IR 25 RS
R IS L5 S S SN
RIS 4 O e 27 A ¥ e
N WSS S, AR
e/ LR RS
o X S S
LRI O S S S S~
RIS LS
R ITIIITS T
R RIS IR
S S e ey RS
R LR
RS L5
LTS SO
1 ""'::::}':?i/ Y
- Z
S

1
N
N

Unten links: Der Realanteil des Funktionswerts.

Unten rechts: Der Imagindranteil des Funktionswerts.
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Kapitel e Chapitre 11

Anhang 2 : Komplexe Weg— oder
Kurvenintegrale — Annexe 2:
Intégrales curvilignes complexes

Bemerkung:

Dieser Teil ist einem andern Skript des Autors entnommen, das bisher nur in deutscher Sprache
vorhanden ist.

11.1 Grundlagen aus der Funktionentheorie

Die Kapitel iiber die Einfiihrung in die komplexen Zahlen und die Einfiihrung in die holomorphen Funktionen
(Funktionentheorie) sind im Algebra—Skript des Autors wiedergegeben. Des Umfangs wegen werden sie daher
hier nicht nochmals aufgefiihrt. Der Leser ist gebeten, im Algebra—Script nachzuschlagen.

11.1.1 Definition des Kurvenintegrals

C' Einfach geschlossene Kurve, doppelpunktfrei,
einmal durchlaufen, z; = 2(a), 22 = 2(b), 2(t) l
stetig diff’'bar

b

/ f(2)dz = / (u(z, y) Hiv(e, ) (dotidy) = / f(2) 2" (t) dt
C

C a

343
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11.1.2 Satze, Eigenschaften
Abschitzung

Sei L = Weglange von C', M = I\/Iaxc(f(z)) (~ IfR)] <M, z=2(), t€lab])
z e

= |/'f<z> dz| < /'|f<z>| de| < ML
¢ C

c

Stammfunktionseigenschaft

Sei f holomorph in G, 0G = C, F(z) ist
Stammfunktion von f(z) in G = GUIG

= /f(z) dz = F(z1) — F(22)
c

Integralsatz von Cauchy

Sei C einfach geschlossen, f holomorph auf G = G U dG

= j(cf(z)dz:o

Umkehrung des Integralsatzes von Cauchy: Satz von Morera

Seien ..., Ck, ... geschlossene Kurve in G.
Sei f stetigin G und Ve,cq: §o f(2)dz =0 ‘

= f holomorph in G
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Summensatz der Randintegrale

G, sei ein ,,Loch" in G mit Rand 0Gy,
k=1,....n, ,neN ‘
[ sei holomorph in G\ U, _, G«

(in Gy, kann die Holomorphie verletzt sein)
IG, = Cy,

= ‘7{0 f(z)dz = kz::l . f(z)dz

Integralformel von Cauchy

Sei f holomorph auf G = G U 0G
C = OG sei einfach geschlossen, a = zp € G ‘

= f(Zo)_L Md%

C27i Joz— 2
)y — f(z) C
f (ZO) - 21 ji (Z _ ZQ)"+1 dz .a

Abschitzungsformel von Cauchy

Sei f holomorph auf einem Kreis K, K = K U 9K mit Mittelpunkt @ = zo und dem Radius .
f sei beschrankt auf C = 0K |f(z2)| < M, z€ C=0K

M -n!

= 11" < =

Satz von Liouville

Sei f holomorph und |f(z)| beschrinkt in C
= f(2) = const., z€C

11.1.3 Residuenrechnung
Laurent—Entwicklung

Sei 2y = Zentrum eines Kreises K mit dem Radius R, K = K \ {2}, K C G.
Sei f holomorph in G resp. auf dem Rand 0K von K. (In 2z braucht f nicht holomorph zu sein.)
(o)
= Laurent-Entwicklung: f(z) = Z en (2 —20)"

n=—oo

_ £)
Cn = 2m1 ng (Z — ZO)TH—l dz
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Residuum

1
Das Residuum von f(z) in z = z ist der Koeffizient c_; = (z — z9) ! = in der Laurent-Entwicklung

zZ — 20
von f(z) um z = zp, wobei die Laurent-Reihe fir z € (0, R), d.h. fir 0 < |z — z9| < R konvergiert. (R =

Kreisradius von K.)

Res f(z):=c_1

z = 2k

Residuensatz

Sei f holomorph in G mit Ausnahme endlich vie-
ler Punkte z1,20,...,2, € K C G, C =0G l

- L f(z)dzzi: Res  f(2)
oK

2w J, _
‘ k=1 # = %k

-
Methoden zur Residuenberechnung
1. Beschaffe die Laurent—Reihe von f(z) um z = z5. ~ Lese ¢y = Res ab.
= 2k
2. Fall wo f(z) in zg einen Pol 1. Ordnung hat: Benutze die Regel von Bernulli
~ Res = lim f(2) (2 — 20)
Z = 2k Z20
3. Sei f(z) := g(_z) g(z) und h(z) holomorph in U,,, h(z) =0, h'(20) #0~ Res = 9(z0)
(2) 2=z, N(2)
. . . 1 d o1 ,
4. Fall wo f(z) in 2z einen Pol m—ter Ordnung hat: Res  lim (=) ((z = 20)™ f(2))
z=z2—20 (m—1)! "dz
5. .
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11.2 Berechnung bestimmter Integrale

Zur Methode

Sei f(z) holomorph, z.B. fiir 3(z) > 0 (obere Halbebene H) mit Ausnahme der Punkte 21, 22, ...,2, € H.
Es gelte dort zudem |z - f(z)| — O fiir z — oo. (D.h. | f(2)| wéchst schwacher als |z|.) Dann gilt wegen der
Abschatzungsformel von Cauchy fiir Halbkreiskurven C'y in H um den Ursprung O mit Radius R:

| [ f(z)dz| < [ |f(2)||dz| <M -L=M-R-7=Max f(z -R-m—0.
Cu Cu z€Cpy

—0, |z|—o0
00

- /f(x)dx—i—/f(z)dz:ff(z)dz:%rii: Res  f(2)
—0o0 Cyg oK

k=1 % = %k

z=x€R =0
[eS)

= /f(x)dxz%riZ Res f(2)

k=1 %= %k

Mit Hilfe des Residuensatzes gelingt nun die
Berechnung von reellen Integralen, deren direkte
exakte Integration im Reellen oft nicht mdglich ‘
ist. (Das geschieht jetzt via komplexe Wege,

Veranschaulichung der Idee vergleiche nebenste-
hende Skizze.) CR

Beispiele von Resultaten

Leider zeigt es sich, dass die Berechnung praktischer Beispiele oft Seiten fiillt. Daher sei fiir die Umsetzung
auf die Literatur verwiesen, z.B. auf die von Francois Fricker verfasste Ausgabe die Vorlesung ,,Einfiihrung in
die Funktionentheorie” von Prof. Heinz Huber.

Einige mit der Residuenmethode gewonnene Resultate seien hier angefiigt:

1. Sei R eine rationale Funktion der reellen Funktionen sin(t) und cos(t) ~ R(sin(t), cos(t)). Daraus
lassen sich folgende Formeln gewinnen:

Ofwm =272 O/W(Sin(t))%dt - 22:__1 (2:)

2. Seien P(z) und Q(z) reelle Polynome in x. Wie oben erwihnt kénnen wir nun iiber grosse Halbkreise

R
o p P
integrieren und verwenden: [ Ex; dx = Rlim / QEJC; dz.
Zeo R —00 x
R
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Sei nun pgrad (Q) > 2 + pgrad (P). Nun l&sst sich herleiten:

[P@, P(:)
_icmmd — 2 Re 50

Im(zr)>0

Damit kann man z.B. die folgenden Formeln gewinnen:

oo

z2m T, . 2m+1 4
/md.ﬁ:g(&n( o 7T))
—o0

3.8 P(2) =am 2™ +am_12"" 1+ ... 4arz+ag, Q(z)=2"+b,_ 12" +...+brz+by (b, =1).
Sei dabei n > m und Q(t) # 0, ¢ € R. Sei weiter A € R Damit |3sst sich errechnen:

o}

P(t).i)\td: ;. R P(Z).'L')\z
_4 @) ) e Im(%;bo(zei 2K Q(z) “™

Sei Vi : |ag| < C, |bg] < C ~ C € RT. Weiter kann man fir a < —2(C + 1) und b > 2(C + 1)
abschitzen (a € R™, b e RT):

b &S]
P(t) CeiNt g P(t) it 4 1 1
l!(ﬂ “_l o =N

Z.B. lasst sich damit das folgende Integral berechnen:

(o)
et Mt -~V T V2
— -l in(— + Y2
/t4 1dt meelt T2 sm(4+ ) [A])

—00

In Real- und iMaginaranteil aufespaltet ergibt das:

[ 00 gy i Y2

P sin( + 5~

—00

und

/ sin(At) d=0
41

—00

Die letzte Gleichung ist trivial (ungerade Funktion).

4. Mit der Residuenmethode kann man nun auch die folgenden Fresnelschen Integrale berechnen:

[o} [o )

/COSQ(t) dt = /sinQ(t) dt:\/g

—00 —00
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Anhang 3 — Annexe 3

12.1 Hinweise — Indications

12.1.1 Haufig verwendete Abkiirzungen — Abréviations
utilisées

Vor. Voraussetzung

Beh. Behauptung

Bew. Beweis

12.1.2 Literatur — Littérature

Hier eine kleine Auswahl, die jeweils den
grossten Teil des gesamten Stoffes abdeckt:
Leupold u.a., Mathematik 1, 2

Swobowsky, Analyse

Swobowsky, Calculus

Glyn James, Modern Engineering Mathemat-
ics,

Advanced Modern Engeneering Mathematics
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