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Kapitel ¢ Chapitre 2

Reelle Funktionen — Fonctions
réelles

2.1 Grundlagen — Fondements

2.1.1 Einfiihrung — Introduction
Literatur — Littérature

Kurze Liste: Vgl. Anhang. e Petite liste: Voir Anneze.

Lit. fiirs Selbststudium: Vgl. spezielle Literaturliste. e Litt. pour les études pers.: Voir liste de littérature
spéciale.

Vorausgesetzter Stoff — Matiere dont on exige la connaissance

Funktionen und reelle Zahlen sind elementare Werkzeuge der Mathematik. In vereinfachter Version
gehoren sie zum Schulstoff, der vorausgesetzt wird. Es geht hier vor allem um eine kurze Repetition
und dann um den Ausbau der Begriffe.

e Les fonctions et les nombres réels sont des outils élémentaires des mathématiques, qu’on doit connaitre,
car, simplifiés, ils font partie du programme scolaire. Ici il s’agit surtout d’une bréve répétition et puis
d’aller plus loin dans la matiére.

2.1.2 Anschaulicher Funktionsbegriff — Version simple de la notion de fonc-
tion

Wir gehen hier von einer anschaulichen Def-

inition aus, die von der Schule bekannt sein X Y

sollte. Im Teil ,,Algebra“ wird im Zusammen- X Y
hang mit Mengenlehre und Relationen eine

allgemeinere Definition erarbeitet, auf die im ’—,

Moment noch nicht zuriickgegriffen werden
muss. Zudem beschrinken wir uns hier auf
reelle Funktionen.

e Nous partons ici d’une définition simple qui devrait étre connue du temps de [’école. Dans la
partie ”Algébre” on élabore une définition plus générale dans le contexte de la théorie de [’ensemble
et des relations. En ce moment on n’a pas encore besoin de cette définition plus générale. En plus ne
traitons ici que des fonctions réelles.
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Geg.: o Donné: Zwei Mengen X, Y. e Deur ensembles X, Y.

Definition: e Définition: (Anschaulich: e De facon simple:)

Eine Funktion f ist gegeben durch eine Vorschrift, die jedem El-
ement © € X (X = D;: Definitionsbereich) genau ein Element
y €Y (Y = W;: Wertebereich) zuordnet.

e Une fonction f est donnée par une prescription qui adjoint
a chaque élément x € X (X = D;: domaine de définition)
exactement un élément y € Y (Y = W;: domaine des valeurs).

Reelle Funktionen sind solche mit Dy C R (reclle Zahlen). e Les fonctions réelles sont celles avec
Dy CR (nombres réels).

Problem: e Probléme:
fix — y=f(n)=sin(n), ne Dy =N, ye Wy =(0,1), By ={y=sin(n) | n € N} C W;

Dyl = IN| = |By| < [Wy| = (0, 1)]

(Spéter gezeigt... e Sera démontré plus tard. ..)

2.1.3 Zahlen — Nombres

Wir werden mit folgenden Zahlensystemen arbeiten: N (natiirliche Zahlen), Z (ganze Zahlen), Q
(rationale Zahlen), R (reelle Zahlen), C (komplexe Zahlen). Diese Systeme werden wir spéter auch
genauer behandeln. Fiir den Moment merken wir uns: QQ = Menge aller moglichen dquivalenten Klassen
von Briichen (z.B. 75 = 7). R = Menge aller moglichen Dezimalbriichen.

e Nous allons travailler avec les systémes de nombres suivants: N (nombres naturels), 7, (nombres
entiers), Q (nombres rationnels), R (nombres réels), C (nombres complexes). Nous allons traiter de
facon plus exacte ces systémes plus tard. Pour le moment nous retenons: Q = ensemble de toutes les

classes équivalentes de fractions (p.ex. 3= = §). R = ensemble de toutes les fractions décimales possibles.

Wichtige Eigenschaften von R: e Qualités importantes de R:

© R ist geordnet: o R est ordonné: Vg per (a <b) V (a=10b) V (a > b)

@ (R ist liickenlos. e R est sans lacunes.)
Q ist nicht liickenlos: e Q n’est pas sans lacunes: /2 ¢ Q ~» Liicke o Lacune.

@ R ist dicht: e R est dense:
Zwischen zwei reellen Zahlen gibt es immer eine dritte. e Entre deux nombres réels il y en a toujours
un troisiéme.

@ R ist geordnet. ~ R ldsst sich durch eine skalierte Gerade darstellen, die Zahlengerade.
o R est ordonné. ~ R se laisse représenter par une droite ordonnée, la droite numérique.

2.1.4 Standardkoordinatensysteme — Systemes de coordonnées standard

Wir werden vorerst vor allem mit einer unabhéngigen Variablen z € R und einer davon abhingigen
Variablen y = f(z) € R arbeiten. (f : R — R) Wir brauchen somit zwei Dimensionen. Graphisch gehort
dazu die Ebene R?.

e [ci nous allons surtout travailler avec une variable indépendante x € R et avec une variable dépendante
y = f(z) € R qui dépend de x. (f : R — R) Nous avons donc besoin de deux dimensions. C’est



2.1. GRUNDLAGEN — FONDEMENTS )

graphiquement lié au plan R2.

Standardkoordinatensysteme sind demnach: e Comme systemes de coordonnées standard nous avons:
@ Kartesisches Koordinatensystem e Systéme de coordonnées cartésien

@ Polarkoordinatensystem e Systeme de coordonnées polaire

Bekanntlich kann man mit Hilfe solcher Koordinatensysteme Graphen von Funktionen skizzieren, indem
man sich Wertetabellen erstellt oder den Graphikrechner benutzt.

e On sait qu’on peut faire des esquisses de graphes des fonctions a [’'aide de tels systémes de coor-
données. Pour cela on se fait des tableaux de valeurs ou bien on utilise une calculatrice qui fait des
représentations graphiques.

2.1.5 Einteilung der reellen Funktionen — Distinction des fonctions réelles

Folgende Einteilung ist iiblich: e La distinction suivante est de coutume:

Reelle Funktionen: e Fonctions réeles:

@ Transzendente Funktionen e Fonctions transcendantes

@ Algebraische Funktionen e Fonctions algébriques
— Algebraisch irrationale Funktionen e Fonctions algébriques irrationnelles

— Rationale Funktionen e Fonctions rationnelles

x Gebrochen rationale Funktionen e Fonctions rationnelles fractionnaires
*x Ganzrationale Funktionen e Fonctions polynomiales

Ganzrational bedeutet, dass die vorkommenden Ausdriicke Polynome sind, d.h. nur plus, minus und mal
sowie Potenzierungen als Operationen auftreten. e Polynomial signifie qu’on n’a que des expressions
polynomiales, ¢.v.d. on n’a que les opérations plus, minus, multiplication et calculer des puissances.
Gebrochen rational bedeutet, dass die vorkommenden Ausdriicke Quotienten von Polynomen sind.

e Rationel fractionnaire signifie que les expressions sont des quotients de polynomes.

Algebraisch irrational bedeutet, dass in den vorkommenden Ausdriicken neben Quotienten von Poly-
nomen auch Wurzeln vorhanden sind. e Algébrique irrationnel signifie que dans les expressions on a des
quotients de polynomes el aussi ces racines.

Transzendent bedeutet, dass in den vorkommenden Ausdriicken nicht algebraische Konstruktionen
auftreten wie z.B. Sinus, Cosinus u.s.w.. e Transcendente signifie que dans les expressions on a des
constructions non algébriques comme p.ex. sinus, cosinus etc..

2.1.6 Definitions— und Wertebereiche — Domaines de définition et de valeur

Bei reellen Funktionen hat man bekanntlich: e Pour les fonctions réelles il vaut:
Dy ={z eR| f(x) definiert o défini } Wr={yeR|3sep, : y= f(x)}

Dy und Wy sind héufig Intervalle I, I,... o Dy und Wy sont souvent des intervalles I, I,...

Wir treffen folgende Intervalltypen: e Nous rencontrons les types d’intervalles suivants:

© Abgeschlossenes Intervall: e Intervalle fermé: [a,b]=1={z €R|a <z <b}
@ Offenes Intervall: e Intervalle ouvert: (a,b)=I={x€R |a<ax <b}

© Halboffenes Intervall: e Intervalle semi—ouvert: [a,b)=I={z€R |a <z < b}
oder o ou (a,bj]=IT={z€eR|a<z<b}
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@ 6—Umgebung: e Voisinage ¢: Us(zg) ={z € R |zp—d <z <zo+ I}

@ Punktierte Umgebung: e Voisinage sans milieu:
Us(zg) ={x €R|zp—d<z<a0+0d A x#x0}

@ Einseitig unendlich: e Infini d’un coté: [a,0)={z€R|a <z}
oder e ou (00,b))={zeR |z <b}

© Beidseitig unendlich: e infini des deux cotés: (—oo0,0) = {z | z € R}

Problem: e Probléeme: Oft sind die Wertemengen Wy nicht geometrisch klar erfassbar. Wir
benutzen daher auch den Ausdruck Bildbereich B (mit Wy C B) fiir eine Menge, die genauer fassbar
ist. o Géométriquement, le domaine des valeurs Wy n’est souvent pas facilement déscribtible. C’est
pourquoi nous utilisons des fois Uexpression domaine des images B (avec Wy C B) pour un ensemble
qui est plus facile déscribtible.

Bsp.: e Exemple: Sei o Soit n € N~ f(n) =sin(n)~ Wy={y=f(n)|neN}CcB=(0,1)CR
~ Struktur von W? ... e Structure de W;? ...

2.1.7 Gleichheit von Funktionen — Egalité de fonctions

Definition: e Définition: Zwei Funktionen f und g heissen gleich in I: e Deux fonctions f
et g s’appellent égales dans I: < Vuer f(z) = g(x)

Bemerkung: In der Mathematik unterscheidet man diverse Arten von Gleichheit oder Gleichungen.
Beispiele: Bestimmungsgleichungen wie 3+2 = 4, x =7. Oder: f(z) = g(x), x =7. Zuweisungen wie z.B.
2 = 7: Der Variablen x wird der Wert 7 zugewiesen (,auf den Speicherplatz geschrieben®). Identitéiten,
7.B. Vayer f(x) = g(x). Syntaktische Identititen, z.B. sogar gleiche Zeichenfolgen in zwei Ausdriicken.
Z.B. (a +b)? und a® + 2ab + b? sind verschiedene Zeichenfolgen.

e Remarque: Dans les mathématiques on distingue différents types d’égalités ou bien d’équations. Exem-
ples: Equations pour évaluer une variable comme 3+x =4, x =7. Ou: f(x) = g(x), x =7 Assignations
telles que p.ex. © = 7: A la variable x on assigne la valeur 7 (,on Uécrit sur la place de mémoire®).
Identités, p.ex. Voer f(x) = g(x). Identités syntaxiques, p.ex. la méme suite de symboles dans deux
expressions. P.ex. (a+b)? et a® + 2ab + b? sont des suites de symboles différentes.

2.2 Einige reelle Standardfunktionen — Quelques fonctions
standard réelles

2.2.1 Einige algebraische Typen — Quelques types algébriques
Gauss—Klammer—Funktion — Fonction aux parentheéses de Gauss

fl@)y=lz]:=n, x€n,n+1), neZ

(Intervalle links abgeschlossen, rechts offen! e v 7
Intervalle fermé a gauche, ouvert & droite!) g S
f(z) ist stiickweise (auf [n,n + 1)) alge- x
braisch definiert. -

o f(x) est définie algébriquement par L

morceaux (sur [n,n+1)).
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Signum—Funktion — Fonction signum

AY
1 x>0 10—
flx) =sgn(z): = 0 =z =0 X
-1 =<0 >
S N

Man sieht sofort ein, indem man die verschiedenen Vorzeichenkombinationen durchgeht:
e On voit tout de suite en pensant auzr différentes combinaisons de signes:

Eigenschaft: e Qualité: sgn(z - y) = sgn(x) - sgn(y)

Betrags—Funktion — Fonction de valeur absolue

Definition: e Définition: f(z) = || := +Va?
Satz: e Théoréme:

J(2) = || := @ - sgn(a)

X
_

Eigenschaften: (Rechnen mit Betéigen: e Calculer avec des valeurs absolues:)
e Qualités:

1. |22 = (z-sgn(z))?> =22, (x#0 = Sgn(z)? =1, 2=0 = Sgn(z)?> =0)
2. |z y| = lz|- |yl

Beweis: e Preuve:
|z -yl = (z-y)-sgn(z-y) =2 y-sgn(z)-sgn(y) = (x-sgn(z)) - (y - sgn(y)) = |z| - [yl

x|z
3. ===
y |yl

(Ersetze im letzten Ausdruck y durch i e Remplace dans l’expression précédente y par %)

4. |z £yl < x|+ |yl

(Auf der Zahlengeraden ablesbar. e On peut voir ce rapport sur la droite numérique)
5. |z Lyl = |laf — [yl

(Auf der Zahlengeraden ablesbar. e On peut voir ce rapport sur la droite numérique)

T
Bemerkung: e Remarque: sgn(r) = ———
Va2 4 0vVe?
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Zahlenfolgen — Suites de nombres

f:N+— R, f(n) = ay, heisst Folge
e s’appelle suite

Folgen sind somit Funktionen f mit
Dy =N.

e Les suites sont donc des fonctions f avec

Dy =N.

Fiir die Funktion als Punktmenge {(n|f(n))} schreiben wir abgekiirzt:
ensemble de points nous écrivons briévement:

{(n[f(n)) | f(n) = an} = [a1,a2,a5...] =< an >.

an in (a,) nennen wir das allgemeine Glied. e Nous appelons a,, dans {(a,) le terme général.

[ ]
[ ]
L ] ® ...
* X
+ 4 _—
[ 1 S

e Pour la fonction comme

Man unterscheidet zwischen induktiv und rekursiv definierten Folgen (vgl. Algebra-Kurs). e On distingue

entre des suites récursives et des suites définies par induction (voir cours d’algébre).

Konstante Funktion — Fonction constante

f(x)zcvxe]Ra ceR

Lineare Funktion — Fonction linéaire

f@)=a-x+0
Steigung: e Monté:
Aly) _ f(z) = f(xo)

NG pra— an(a) =a
Ahnliche Dreiecke ~» Gerade.

e Trinagles semblables ~ droite.

y—Achsenabschnitt: e Intercepte y: ~ b

Ay

r—Achsenabschnitt oder Nullstelle: e Intercepte x ou bien zéro ~ xyg = ——
a

Graph: Gerade. e Graphe: Droite.

Sdgezahnfunktion — Fonction en forme de scie

f@) =z~ [a]

~» Periodisch! e Périodique!

2/ /I} /s

¥
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Quadratische Funktion — Fonction quadratique

> f(r) = z?> Parabel (Normalparabel),
Scheitel im Ursprung, f(z) =a > 0 fiir 2 # 0
e Parabole normale, sommet dans l’origine,,
fle)=a>0firz#0

> f(z) = a- 2% Parabel, Scheitel wie vorhin
(Nullstelle (NS oder NS’Z) (0,0)), Offnung
a e Parabole, sommet comme avant (zéro (Z
ou NS’Z) (0,0)), ouverture a

> f(x) = a- 22+ ¢ Parabel verschoben um ¢
in y—Richtung, Scheitel in (0, ¢)), fir a-c <0
zwei NS'Zxyp=+,/-%

e f(z) = a-ax®+ ¢ Parabole deplacée par c
en direction d’y, sommet dans (0,c)), pour
a-c<0deur NS'Zz12=%,/—-%

a

> f(x) = a- 2%+ b2+ c Parabel ver-
schoben in z—Richtung und in y-Richtung,
Symmetrieachse bei noch unbekanntem g, y— y=ax'+bx+c
Achsenabschnitt ¢

o f(z) =a-2%+b-x+ c Parabole deplacée R R
par ¢ en direction x et y, are de symétrie a xg

qu’on ne connait pas encore, section de aze y

dans c

Bemerkung: e Remarque: f(x) =a-2%+0b- 2+ c heisst Grundform.

o f(z) =a-2%>+b-z+c s’appelle forme de base.

Problem: e Probleme: NS'Z =7

Sei o Soitz—x9=2 x=z+x0 = f()=a-22+b-x+c=a-(24+20)>+b-(2+x0) +c=
az? 4 2azwg + azx? + bz + brg + ¢ = az® + (2axg + b)z + (azd + bxo + ¢) = h(2)

Da die Symmetrieachse von f durch xy geht, muss die Symmetrieachse von h durch z = x¢g—xzg = 0 gehen.
o Comme l’axe de symétrie de f passe par xq, l'aze de symétrie de h doit passer par z = xog — xg = 0.
~ h(z)=h(—2) = (2axo+b) =0 (2= (-2)2V,, z# —2V,)

= Z0 = —34s xzz—i—xozz—%

NS'Z:0=h(z) =az? +0- 2+ (a(—2)? + b(— L) +¢) = a(z? + % - % + <) =a(z*+ %)

—b244ac 2_4qe Vb2 —4dac
= 224 7b4:2a° =0 (a;é 0) = Z12 = +4/ b 4a2a° ==+ b2a e T1,0 =20+ 21,2
_ _ b 4 vVb2—4dac __ —btvb2—4dac
- 2a

- 2a 2a

Offensichtlich héngt es von v/b? — 4ac ab, ob die quadratische Gleichung f(z) = 0 Losungen hat und
wieviele es sind. Wir definieren daher:

o [l dépend clairement de v/b? — dac si l’équation quadratique f(xz) = 0 a des solutions et combien il y
en a. Nous disons:

Definition: e Définition: D = b? — 4ac heisst Diskriminante der quadratischen Gleichung
e s’appelle discriminant de [’équation quadratique
f@)=a-22+b-x+c=0
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f@)y=a-22+b-2+c=0

Beh.: e The.:
b+ Vb2 —4ac —b++D
T2 = 2a - 2a

D >0~ zwei Losungen e deuz solutions
D =0~ eine Losung e une solution
D < 0~ keine Losung e pas de solution

Nochmals zur Bedeutung der Koeffizienten a, b, c:
e FEncore une fois: Quant a la signification des coefficients a, b, c:

fl)=a-2>+c¢
~ a: Offnung e Ouverture
~ c Translation in Richtung der y—Achse e Translation en direction aze y

~ b~ 7

Wir wissen: e Connu:

bV —dac _ —bEVD - aiday b

Nullstellen: Zéros: = m = = —
ullstellen: e Zéros: x1 2 50 50 m 5 a

Es gilt: o Il vaut: f(ay, +d)= f(zm —d) (Symmetrie, nachrechnen) e (Symétrie, contréler)
~> Die Parabel hat in z,, ihr Maximum oder Minimum.
e~  Dans x,, il y a le mazimum ou le minimum de la parabole.

—b
~» b beschreibt linear die Lage des Extremums z,, := — auf der z—Achse.
a

—b
e ~ b décrit de facon linéaire la position de l’extréme x,, := % de la parabole sur l'aze x.

—b —b b2
— — 2 — 2 - _
~ ym—f(xm)—axm+bxm,+0—a(2a) +b(2a),+x 4a—i—c

b b
~ (T, Ym) = (2—, 1 + ¢) ~ Parabel, Variable b e Parabole, variable b
a a
Quadratisch erginzen — Compléter de fagon quadratique

b & b b & b
2 2 2 2 2
tbrte=0 = 2>+ -—a=—- = 2°242—a+ (=—)2 ==+ (—

b, b ¢ b —dac b Vb2 —4dac +Vbh2 —4ac—b
= @r+—)V="s"-"=—-— > r+t—=t—— = g=""———
2a 4a2 a 4q? 2a 2a 2a

Scheitelpunktsform — Forme du point culminant

b
Sei o Soit a#0, f(x):a-xQ—i—b-x—i—c:a(JcQ—i——x—i—E)
a a

S0l et () - (o D= a5 P () =ale—m) 4
=<~

=—m =n
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Formel: e Formule: Scheitelpunktsform e Forme du point culminant

—-D

4a2 (=a-22+b-z+c), D=0V —4ac

fl@)=a(x—m)®>+n=

Quadratische Ungleichungen — Inégalités quadratiques

Bsp.: e Exemple:

422 —3xr —1>2x+1
oder e ou :
422 =52 —2>0

)
Losungsmenge vgl. Skizze e Ensemble de so- \|\—/

lution voir esquisse.

Potenzfunktion — Fonction puissance

Definition: e Définition: f(z) = a™, n € Z heisst Potenzfunktion e s’appelle fonction
puissance

f(z) = 23: Parabel 3-ter Ordnung

e parabole de l’ordre 3.

f(z) = 2% Parabel 4-ter Ordnung

e parabole de l’ordre 4.

f(z) = 2™, n € N: Parabel n—ter Ordnung e
parabole de ’ordre n.

D; =R

f(z) =271 = =: Hyperbel (1-ter Ordnung)

e hyperbole (de l’ordre 1). y=1
1
flx) =272 = ok Hyperbel 2-ter Ordnung
e hyperbole de 'ordre 2.
f(z) = 2™, n € N: Hyperbel n—ter Ordnung \
e hyperbole de l'ordre n.
Dy =R

&I>—‘

=~

Eine Hyperbel besteht aus zwei Asten, die durch einen Pol ,getrennt sind“. e Une hyperbole consiste
en deuxr branches qui sont "séparées” par un pole.

Bemerkung: e Remarque:

Polynome vom Grad 3 haben immer einen punktsymmetrischen Graphen, Polynome vom Grad hoher
als 3 jedoch nicht mehr, wie das Beispiel f(z) = 2* — 122% + 3522 — 24 ¥ unten rechts zeigt.

e Les polynémes du degré 3 ont toujours un graphe qui est symétrique par rapport a un point ce qui
des fois ne vaut plus pour les polynomes du degré supérieur a 3, comme [’exemple a droite ci dessus
f(x) = f(z) = 2* — 1223 + 3522 — 242 nous montre.
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f(a-x)
f(a)=b f(a+x)
J —
/ . -
a-x a atx

Hinweis zur Symmetrie: e Indication quant a la symétrie:

Sei o Soit f(z) =23 +bx?+cx+d
~» Wendepunkt (siehe Differentialrechnung): e Point d’inflexion (voir calcul différentiel ):

_ 3
fll(xO) :6ax0+2b:0 = P(xg,f(xo)) :P(3_2,227_I;2 _%-Fd)
2
Sei o Soitx =7 +x9 = f1(%):= f(x)— f(xo) = f(@ +x0) — f(x0) =ad®+ (c — ?I))a)j

f1 ist aus f durch Koordinatentransformation entstanden: Translation in y-Richtung f(x)— f(x¢), Trans-
lation in z—Richtung Z = x — x¢. Da f1 (&) ungerade ist, ist die Symmetrie zum Ursprung nachgewiesen.
o f1 a été contruite a laide de [ par transformation de coordonnées: Translation f(x)— f(xo) en direction
y, translation & = x — xg en direction x. Comme f1(Z) est impaire, la symétrie par rapport & lorigine
est prouvée.

2.2.2 Einige Eigenschaften — Quelques qualités

Transformationen und Geometrie — Transformations et géométrie
h(z) = f(z) +a h(z) := f(z —a)

NI
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oAl AV]!

hiz):=a- f(x) h(z) := —f(a- )

Beschrinkte Funktionen — Fonctions bornées

Beispiele: e Exemples:

! !
j; \%k:ﬁx

a-x

> f(z) =sin(z), Dy =R

> f(z) =2? Dy=[-11]

> flz)=e"", D;=R

Definition: e Définition: [ beschrinkt e bornée < Jycpt Viep, : |f(z)] <M

Funktion mit Polen — Fonction avec des poles

Wir betrachten die nachfolgende Skizze: e Nous considérons [’esquisse suivante:

13
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Sei o Soit C = Kreis e cercle,

N = Nordpol e poéle nord

Die Abbildung y +— P = C(y)
(resp. P+—y) ist bijektiv (eineindeutig)
Vpec, P#N

e L’application y +—— P = C(y) (re-
sp. P+—vy) est bijektive (bi-univogue)
Vpec, P#N

Konsequenz: e Conséquence:
P=C(y)y = N = y— +x

~  +oo entspricht dem Nordpol e corre-
spond au po6le nord.

Daher beniitzen wir folgende Definition: e C’est pourquoi nous utilisons la définition suivante:

Definition: e Définition: xo heisst Polstelle von f, wenn sich y = f(z) gegen o0 resp. P =
C(y) gegen den Nordpol N bewegt, falls wir  gegen x¢ bewegen.
ez s’appelle place du péle de f, si y = f(x) avance vers £oo
resp. P = C(y) anance vers le pole nord N, si nous déplagons x
en direction de x

Bsp.: e Exemple:

fla) = — +2 | QT |

~»  Polstelle e Place du péle x =3 L
y= 2

Funktionen mit Asymptoten — Fonctions avec asymptotes

Zeichnet man im Graphen von vorhin durch die Polstelle eine senkrechte Gerade, so stellt man fest,
dass die Distanz zwischen der Funktionskurve und dieser Geraden immer kleiner wird, je grosser wir |y|
werden lassen. Diese senkrechte Gerade hier ist somit eine , Schmiegegerade” oder Asymptote. e Si
l’on dessine dans le graphe qu’on vient de traiter une droite perpendiculaire a travers la place du pdle,
on constate que la distance entre la courbe de la fonction et cette droite devient de plus en plus petite
st on laisse s’agrandir |y|. Cette droite verticale est donc une droite qui s’approche de la courbe ou un
asymptote.
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Betrachtet man im Graphen von f(z) =
A

1
3 + 2 die horizontale Gerade y = 2, so
T —
stellt man ebenfalls dieses Anschmiegeverhal-
ten asymptotisches Verhalten fest. Man
spricht hier von einer waagrechten Asymptote.

e Si l’on considére dans le graphe de f(x) = A ¢ x
sympt.

y=f(x)=17+x

&(x)

—— + 2 la droite horizontale y = 2, on ap-
z—3 y

percoit aussi ce comportement d’approchement /
comportement asymptotique. Ici on parle < dly)

d’un asymptote horizontal.

1 1
Im Graphen von f(z) = — 4+ = dagegen tut dies die Gerade y = z. e Dans le graphe de f(x) = — + =z
x x

c’est la droite y = x qui montre ce comportement.

Zu einer exakten Definition der Asymptote konnen wir erst gelangen, wenn wir den Grenzwert-
begriff erarbeitet haben. e Nous pouvons arriver a une définition exacte seulement si mous avons
élaboré la notion de la valeur limite.

Fiir den Moment konnen wir uns aber schon merken, dass seine nicht vertikale Asymptote y = h(x)
dann gegeben ist, wenn die Distanz |f(z) — h(z)| mit grosser werdendem z (oder —z) immer kleiner
wird, beliebig klein, falls man nur x (oder —z) geniigend gross macht.

e Pour le moment nous pouvons retenir qu’un asymptote non vertical y = h(x) est donné quand la
distance |f(x) — h(z)| devient de plus en plus petite, si l'on laisse s’agrandir © (ou —x), la distance
devient aussi petite qu’on veut, il faut seulement choisir x (ou —x) assez grand.

Jedoch konnen wir schon heute Funktionen mit Hilfe von Graphikrechnern auf Hinweise auf Asymptoten
untersuchen und Erfahrungen sammeln. e Tenant compte de ce défaut nous pouvons déja maintenant
acquérir de lexpérience en utilisant des calculatrices ou des ordinateurs ”graphiques”. Comme ¢a on
obtient des indications pour des asymptotes.

Periodische Funktion — Fonction périodique

Wir kennen bereits die Séigezahnfunktion:
e Nous conaissons déja la fonction en forme

de scie: o) =2 [a] ,7/.7/7/
|

Es gilt: Voer, ren: f(x) = f(x + k). Diese Funktion zeigt offensichtlich ein periodisches Verhalten.
e Cette fonction montre, comme on voit, un comportement périodique.

y= f(x)= f(x+k)

AVAVAVA

x+k

Wir definieren allgemein: e Nous définissons de fagcon générale:

Definition: e Définition: Eine Funktion heisst periodisch mit der Periode p
e Une fonction s’appelle périodique avec la période p
& Vaer, ken: f(x) = f(z +kp)

Bsp.: e Exemple: f(z)=sin(z), f(z) =cos(z), flx)=2—[2]...
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Bsp.: e Exemple: 1
f(x) = sgn(sin(r ) 05
-3 -R -1 | y 3
-0.5
Punktweise definierte Funktion — Fonction définie par points
Beispiele: e Exemples:
_ 5 reN vA yA
> f(.??) - -9 xER\N ¢ e e 0o 0 X 2 X
| -
dz) = {1 *€Q —— -
> 0 2¢Q(zeR\Q)

Im letzten Beispiel ist der Funktionswert d(z) je nach Zahlentyp des Wertes von z anders definiert. Das
fithrt hier zu einem unendlich dichten Kamm. Es ist prinzipiell unméglich (auch fiir einen Graphik—
Rechner!) den Graphen dieser Funktion sinnvoll zu zeichnen (auch fiir einen Graphik—Rechner!). Man
sieht hier eindrucksvoll die Grenzen der Darstellbarkeit.

e Dans l'exemple dernier la valeur de la fonction d(x) est définie différemment selon le type de valeur de
x. Ici ¢a méne a un peigne infiniment dense. [l est impossible de dessiner le graphe de cette fonction
de maniére raisonnable (aussi pour une calculatrice qui produit des représentations graphiques!). C’est

impressionant de voir les limites des

possibilitées de représenter sont visibles.

Diskret definierte Funktion — Fonction définie de maniére discreéte

Definition: e Définition:

Definition: e Définition:

Beispiele fiir diskrete Mengen:

Na Za {15
Definition: e Définition:
Konsequenz: e Conséquence:

Ist Dy diskret, so ist f diskret. e f

Ein Punkt z € M heisst isoliert, wenn zwischen x und dem
néchstgelegenen Punkt y € M ein positiver Abstand d > 0 ex-
istiert. (x ist also vom Rest der Menge M durch einen gewissen
Abstand getrennt.) e Un point x € M s’appelle isolé (acnodal),
s’il existe une distance positive d > 0 entre x et le point le plus
proche y € M. (x est donc séparé du reste de ’ensemble M par
une certaine distance.

M = Dy heisst diskret, wenn diese Menge nur aus isolierten Punk-
ten besteht. e M = Dy s’appelle discret, si cet ensemble ne con-
siste que de points discrets.

e Exemples pour des ensembles discrets:
2,3,4,5} ...

Diskrete Funktionen sind Funktionen, deren Graph eine
diskrete Menge bildet. e Les fonctions discretes sont des fonc-
tions dont le graphe est un ensemble discret.

est discret quand Dy est discret.

Ein Beispiel fiir diskrete Funktionen sind die Zahlenfolgen: e Un exemple pour les fonctions discreétes

sont les suites de nombres:
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Definition: e Définition: Zahlenfolgen sind Funktionen mit Dy = N.
e Les suites de nombres sont des fonctions avec Dy = N

Bsp.: e Exemple:

_ 2 _ °
> (x) fn)=a,=n* x=neN y‘y:an (xeN) .
{(x, f( |xEN}—{nan|nEN}— R
={, ),(3,9), (4,16), (5,25), .. .
[,4,9, 625 . °
[ ]
[

° * X
Allgemeines Glied: e Terme général: e
<a, >=<n?> ™ x=neN -~

1
Bsp.: e Exemple: < a, >=< (-1)"+ — >~ funktional. e fonctionnel.
n
2

= (an + —) ~ r ekursiv. e récursif.

a1=1 Q. 1=
o 2 (n

Stiickweise definierte Funktion — Fonction définie par morceaux

Man kann Funktionen auf verschiedenen disjunkten Teilintervallen einzeln definieren:
e On peut définir des fonctions sur différents intervalles partiels séparément:

Bsp.: e Exemple:
Ay=1fx) -

-

1
2—+1 r < —2
x
flx) = 22 —2<z<2
%x—i—f) 3<zx

X
.
Fiir 2 < 2 < 3 ist die Funktion nicht definiert. "\‘

(ungenau)
o Pour 2 < x < 3 la fonction n’est pas définie. o (non exacy)

Verkettete Funktion — Fonction composées

Bsp.: e Exemple: (Vgl. Algebra!l e Voir algébre!)

vl y = f(2) v 2 = g(y) = g(f(2)) = (g0 F)(@) = w = h(2) = hg(f(x)) = (ho (go f))(x)

Speziell: o Spécialement:

n(2z +3) = (g0 f)(z) —= w
sin(2x+3) _ =ho (g ° f)(x)

A

ol y = f(@) = 204+ 3% 2 = g(y) = sin(y) = g(f(2)) =
w = h(z) = e* = h(g(y)) = W)

I
S
—
Q
—
~
—
By
~—

I

o

oder e ou

el y—f@) =2+ b =gy =y — ) = 9(f(@) = (2 + 1) — [ + 1] = (g0 &) 2> w
w=h(z) = 42 — 2= h(g(y) = 4([y) — 2 = h(g(f(2))) = 4((E + L) = [ + 1) —2=ho (g0 f)(x)
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f

f 9

o000 —» 0

il

T~ heg —%
ho(gof) (hog)of

[ ho(gof)=(hog)of ]
y=f(x), 2=9(y) = g9(f(x)) = (90 f)(x)
gof heg w = h(z) = h(g(y)) = (hog)(y) ()
A TN T o ) Z o) < Mot
f _ Lo hJo™, ) = (hog)(y) = h(g(y)) = h(g(f(z
Xe Yo eze i oW =h((go f)(x)) = (ho(go f))(x)
= ((hog)o f)(x) = (ho(go f))(z)

he(gef) = (hog)ef

= (hog)of)=(ho(gof))

Wie man aus dem Beispiel erkennt, kann man mit Hilfe der Gauss—Klammer—Funktion und der Verkettung
beliebige Sidgezahnfunktionen aufbauen. Das wird wichtig, wenn man mit Computeralgebra—Programmen

(z.B. mit Mathematica) solche Funktionen bearbeiten will.

o Comme on voit par l’exemple, on peut construire des fonctions en forme de scie quelconques a l’aide
de la fonction aux parenthéses de Gauss. Ca devient important quand on veut traiter de telles fonctions
& Vaide des programmes d’algébre & Uordinateur (p.ex. avec Mathematica,).

Einige Beispiele — Quelques exemples

1. Es gilt: o [l vaut:

b —-b 1
Max(a,b)za;_ —|—|a2—|:§( +b+4 (a—0)-sgn(a—10))
b —-b 1
Min(a,b)=a+ e |——(a+b—(a—b)-sgn(a—b))
2 2 2
2, 1 »
‘ sin(m
LI L] i) =5+
3.
4. .
T+
1 h(zx) := 5
.8
.6
4
T 0.5 0.5 i
5.
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6. 2
1.8
1.6
P
1 1 2 3
7. ,
1.5 ’
’ 0.5
4 -3 -2 -1
8. %
3 2 -1 : 1 2
9. %
3 -2 -1 1 2
10.
0.8
0.6
0.4
0.2
1 0.5 0.5
Monotone Funktionen — Fonctions monotones

Bsp.: e Exemple:
f@) =2~ z1 <wo = flx1) < fla2)

Falls = wichst, so wichst auch y = f(x).
e Si x augmente, y = f(x) augmente aussi.

Solche Verhaltensweisen fassen wir in strengen Definitionen:

de manieére stricte:

f(x,)]

v (z) == v(x) +v(—x + 3)

va(x) := v(x) + v(z + 3)

fx) X

e De tels comportement nous les définissons
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Definition: e Définition: f heisst: o Quant a f:

© monoton wachsend
de fagon monotone

o T <29 = f(z1) < f(22)

© strengmonoton wachsend

de facgon stricte

e monte (croissant, augmente)

e monte monotonement

& Ty <y = f(x1) < f(w2)

© monoton fallend
monotone

o 1 <29 = f(z1) > f(22)

@ strengmonoton fallend

fagon stricte

& vy <y = f(x1) > f(o2)

stricte pour x > 0.

Gerade und ungerade Funktionen — Fonctions paires et impaires

Funktionen, deren Graph symmetrisch zur y—
Achse ist, nennen wir gerade e Les fonctions
dont le graphe est symétrique par rapport a
laze y s’appellent paires.

Bsp.: e Exemple:

vA

e descend (décroissant) de facon

e descend monotonement de

7.B. e P.ex.

> f(x) =7 fallt und wiichst monoton! e descend et monte monotonement!

> f(x) = 23 wichst streng monoton e monte monotonement de facon stricte.

> f(z) = 22 fillt streng monoton fiir z < 0 und wiichst streng monoton fiir z > 0.

o f(x) = 22 descend monotonement de facon stricte pour x < 0 et augmente monotonement de facon

fx,) = f(-x,)

X
L

-X
f(z) =2? = (-2)* = f(-=) '
Funktionen, deren Graph symmetrisch zum y
Ursprung ist, nennen wir ungerade e Les f(xo)‘ f(x,) = - f(-x,)
fonctions dont le graphe est symétrique par
rapport a l'origine s’appellent impaires. X L L
Bsp.: e Exemple: |
F@) = 2% = —(~2)* = —f(~a) fx,)
Definition: e Définition: f heisst gerade e s’appelle paire

© Vaep, f(z) = f(—x)

Definition: e Définition: f heisst ungerade e s’appelle impaire

< Vaeny f(@) =—f(-2)

Es gilt: o Il vaut:

1. a,8€R, f, ggerade e paire

= af+ Bg gerade e paire, - g gerade e paire, § (g(x) #0) gerade e paire
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2. a, B €R, f,gungerade e impaire

= « f + g ungerade e impaire, f - g ungerade e impaire, i (g(x) # 0) ungerade e impaire
g

Ganzrationale Funktionen — Fonctions polynomiales

Geg.: e Donné: Polynom e Polynéme

p(z) = apa™ + n_1z2" '+t axt Fagr’ = apa” Fan_12" 4.+ ax+ag, an #0

Es gilt o Il waut: (...((anz+an—1)x+an—o)x+...+a1)x+ ag

(Horner—Schema. Mit dieser Darstellung kommt man bei der Berechnung mit wesentlich weniger
arithmetischen Operationen aus. e Schéma de Horner. Dans cette représentation on arrive a calculer
les valeurs avec beaucoup moins d’opérations arithmétiques.)

GpyQp—1,---,01,00: Koeffizienten des Polynoms e coefficients du polynome.
n: Grad des Polynoms (pgrad) e degrée du polynéme (pgrad ).

Ganzrationale Funktionen sind solche, die durch ein Polynom gegeben sind.
e Les fonctions polynomiales sont celles qui sont données par un polynome.

Fiir Polynome gilt der Hauptsatz der Algebra (vgl. Teil Algebra). Obwohl die komplexen Zahlen
hier nicht behandelt worden sind, ist dieser Satz nachstehend wiedergegeben. Er ist uns auch fiir reelle
Funktionen niitzlich. e Pour les polynomes, il vaut le théoréme principal de ['algébre (voir partie
algébre). Méme si les nombres complexes ne sont pas traités ici, ce théoréme est reproduit ci—dessous. Il
nous est utile aussi pour les fonctions réelles.

Satz: e Théoreme: (Hauptsatz der Algebra e Théoréme principal de 1’algébre)
Vor.: e Hyp.:

p(z) = Polynom mit Grad n e polyndme de degré n.

Beh.: e The.:

p(z) hat in e posséde dans C n NS’Z x;.
~> p(x) hat in e posséde dans R m <n NS’Z.

p(z) =an(x —x1)(x —22) ... (x —2p) (~ @1,...,2, NS)

p(z) = an(x —x1)(x — 23)...(x — ) ~ Linearfaktorenzerlegung
e Décomposition en facteurs linéaires

Speziell: e Spécialement:

n=2:p(x)=ax®+a1xr+a=ar?+bx+c=alr—x1)(r —x2) = az? + a(—x1 — T2)T + ar 72
= a1 =b=—a(x1 +x2) = —ap(x1 + z2), ap =c=ax1x9 = asx1x2 (Vietal e Viéte)

1

4 (r—1)(z+4)=2>+3x—4

Bsp.: e Exemple: p(z)=2?+32—-4, z,20 = {
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Gebrochen rationale Funktionen — Fonctions rationnelles fractionnaires

Seien e Soient p(x),q(x) Polynome e polynomes.

o) = 20

ﬁ heisst gebrochen rationale Funktion
q(x

e s’appelle fonction rationnelle fractionnaire

Definition: e Définition:

3 —4x? + 2249

Bsp.: e Exemple: f(z)= pp—
x? — 8z —

Falls pgrad (p(z)) > pgrad(q(z)) gilt, kann man p(z) durch ¢(z) dividieren, wobei ein Rest r(x)
iibrigbleiben kann mit pgrad(r(z)) < pgrad(q(z)). e Si l'on a pgrad(p(z)) > pgrad(q(x)) on peut
diviser p(x) par q(x). Mais on peut obtenir un reste r(x) avec pgrad (r(x)) < pgrad (q(x)).

p(z) r(z)
r) = —= = h(x) + —=, pgrad(r(z)) < pgrad (q(x
@) = B8 = hia) + T8, parad (r(a) < pevad (g(a)
9+2x—4x2 423 21 +37x
Bsp.: E le: =4 —— =4
sp.: e Exemple Eyy—— +x+—3—8x+x2 + 2+ R(x)

4+ ~ Asymptote e Asymptote, R(z) — 0 (z — o0)

Bemerkung: e Remarque: Da rationale Funktionen nur endlich viele Nullstellen haben
(beschréinkt durch den Grad des Zihlerpolynoms), kénnen pe-
riodische Funktionen nicht rational sein. e Comme le nombre
de zéros d’une fonction rationnelle est fini (limité par le degré
du numérateur), les fonctions périodiques ne peuvent pas étre ra-
tionnelles.

Satz: e Théoréme: Eine periodische Funktion ist nicht rational.
e Une fonction périodique n’est pas rationelle.

2.2.3 Umkehrabbildungen — Applications inverses
Begriff — Notion

Bsp.: e Exemple:
f(x) = f(—x) = 22 ist nicht bijektiv VYA y A
e n’est pas bijectif:
X
T — 72 — y°= / ! |
—y ~ |
1 ] @

e est bijectif -X_ ? ?X, @

Y

f(x) =y = ax + b hingegen ist bijektiv Y

X
L

xr =
a

Bei der Behandlung der Abbildungen (vgl. Teil Algebra) wird die Umkehrabbildung genau erklért. Hier
nur kurz: Wird eine Abbildung A — B durch die Menge {(a,b) | a € A A b€ B} gegeben, so definiert
die Menge {(b,a) | a € A A b e B} die Umkehrabbildung.
e La notion de Uapplication inverse est expliquée au “chapitre” des applications (voir partie algébre).
Ici de maniére bréve: Si lapplication A — B est donnée par Uensemble {(a,b) | a € A A b € B},
l’ensemble
{(bya) | a € A N be B} définit ’application inverse.
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Ist f bijektiv, so ist die Umkehrabbildung f~! wieder Funktion mit D 1 = Wy,
o Si f est bijectif, Uapplication inverse f~1 est de nouveau une fonction avec Dy =Wy,

! _ p-1 _ -1
z LN v=[f"(y) =f"(f(x))

— = JT > —
i) o v y= @) = )
Manchmal wird f erst durch Einschrénkung von Dy bijektiv. e Parfois f devient bijective seulement
par restriction de Dy.

N

Bsp.: e Exemple: f(v)=2% D;=R{}

Beispiel Quadratwurzel — Exemple racine carrée
L, oy=a?

=Y o

~ [Ty =z=4+y

x=fTy)=Vy
Sy=f"(x)=Vx

Darstellungsproblem, Variablenwechsel — Probléme de représentation, changement de vari-
able

Problem: e Probléeme: Oben war x die unabhéngige Variable von f und y die abhingige Variable
y = f(x). Jedoch war y die unabhiingige Variable von f~!. Sowas ist manchmal ungeschickt: Besonders
dann, wenn zwecks Vergleich der Graph von f und derjenige von f~! in einem Diagramm dargestellt
werden sollen. Dann ist es erforderlich, auch bei f~! z als unabhingige Variable einzufiihren, d.h. bei
f~! die Variablen zu vertauschen.

e En haut x était la variable indépendante de f et y la variable indépendante de f~'. (Mais y était
la variable dépendante chez f: y = f(x).) Parfois cette constellation n’est pas trés agréable: Surtout
quand il faut dessiner les deux graphes dans le méme diagramme pour pouvoir les comparer. Alors il faut
introduire x aussi dans f~! comme variable indépendante, ¢.v.d. il faut échanger les variables ¢ f~!.

Vertauschen der Variablen bedeutet aber vertauschen der Axen, d.h. Spiegelung an der Geraden, die
den ersten Quadranten halbiert. e FEchangement des variables signifie échangement des azes, ¢. v.d.
réflexion a la droite qui coupe le premier quadrant en deuxr morceaux €gaur.

f-1
-
Xe f ey=Ff(x)
Y =f(f"(y)
x=f"(y) =f(f"(f(x))

=f""(f(x))

~ oy =fla) = (N (f@), f=Ffo(ftof)=Ffoftof, ffl=fTofof". ..
(Abbildungen sind assoziativ, vgl. Algebra. e Les applications sont associatives, voir algébre.)

1 1
Speziell: e Spécialement: f(z)=—=y = z=-
T

<

= f(x) = f*(z) (nach Variablenwechsel e aprés avoir échangé les variables).
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Satz: e Théoréme: Bei einer streng monotonen Funktion ist die Umkehrabbildung wieder eine
Funktion mit Wy = Dy. e L’application inverse d’une fonction qui est
monotone de fagon stricte est de aussi une fonction avec Wy = Dy.

Beweis: e Preuve: Bei strenger Monotonie ist die Injektivitit offensichtlich.
e Pour la monotonie stricte, injectif est bien claire.

2.2.4 Transzendente Funktionen — Fonctions transcendentes
Elementare Begriffe — Notions élémentaires

Problem: e Probleme: Nach langen Schuljahren stellen wir uns nun eine Frage: Was ist ein
Winkel und was ist das Mass eines Winkels? Vergleichbar sind die Fragen: Was ist eine Fliche und
was ist das Mass einer Flache? — Flidchen sind zum Beispiel ein Kreis, ein Quadrat oder ein Dreieck in
der Ebene. Flichen haben also eine Form. Das Mass kann 1m? sein. 1 ist eine Zahl. Wie ist das nun
entsprechend beim Winkel und beim Winkelmass?

o Aprés de longues années d’école nous nous posons une question: Qu’est-ce un angle et qu’est-ce la
mesure de angle? Des questions comparables sont: Qu’est-ce une surface et qu’est-ce la mesure d’une
surface? — Par exemple un cercle, un carré, un triangle sont des surfaces. Les surfaces ont donc une
forme. Tandis que la mesure peut étre 1 m?. 1 est un nombre. Maintenant que vaut—il pour les angles et
les mesures des angles?

Horen wir dazu Euklid: e FEcoutons ce qu’Euclide dit a ce sujet: Euklid sagt: Zwei nicht parallele
Geraden zerschneiden eine Ebene in vier Winkel. — Ein Winkel ist demnach eines dieser vier von zwei
Geraden ausgeschnittenen Ebenenstiicke. Ob wir die Rénder dazu zdhlen oder nicht — das lassen wir
vorerst einmal offen. Dass aber ein Winkel ein Teil einer Ebene ist, werden wir unverzichtbar gebrauchen,
wenn es darum geht, dem Winkel einen Richtungsvektor zuzuordnen. e Fuclide dit: Deux droites non
paralléles coupent un plan en quatre angles. Un angle est donc une de ces quatre pieces qui sont coupées
de cette maniére. Pour le moment nous ne tenons pas compte s’il faut inclure les bords ou non. Mais
nous utilisons le fait que ’angle est une partie du plan quand il s’agit d’adjoindre un vecteur de direction
a l’angle.

Problem: e Probléme:

Durch zwei von einem Punkt ausgehende
Strahlen s; und sy werden zwei Winkel

S,

definiert: X(s1, s2) und X(so, s1). 2(s,,8,)
(X(s1,82) ~ Drehe s um den Schnittpunkt
S in s9.) s,

e Deux rayons s1 und ss qui partent d’un point
définissent deux angles: X(s1,$2) et Xsa,81).
(X(s1,82) ~ Fais tourner sy autour du point
d’intersection S dans ss3.)

+ Winkel / Angle

Orientierung: Positiv in Richtung Gegenuhrzeigersinn.
e Orientation: Positive en direction opposée des aiguilles de la montre.

Messung des Winkels e Mesure de 1’angle:

Idee: Unterteile den Winkel in kongruente Teile.

Altes Babylon: Ca. 360 Tage pro Jahr ~» 360° (Altgrad) im Vollwinkel. (Der Sternhimmel verschiebt
sich pro Tag um ca. ein Grad.) ,Moderner“ Neugrad: 100 Teile statt 90 Teile im rechten Winkel.

Fiir die Mathematik ist das Bogenmass besser geeignet: Messe als Winkelgrosse die Léange des Bogens
auf dem Einheitskreis. (In der Physik verwendet man dazu die iiberfliissige kiinstliche Einheit Radiant.)
e [dée: Partage l’angle en parties congruentes.

Ancienne Babylone: Env. 360 jours par an ~ 360° (degré ancien) dans l'angle plein. (Le firmament se
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déplace par jour environ d’un degré.) ”Plus moderne” grade: 100 parties au liew de 90 parties dans l’angle
droit.

Pour les mathématiques la mesure d’arc est plus utile: Mesure comme grandeur de [’angle la longueur
de Uarc sur le cercle unité. (Dans la physique on utilise ['unité superflue et artificielle: radiant.)

Winkelfunktionen — Fonctions trigonométriques

Hier gehen wir von der Geometrie aus und definieren vorerst die Winkelfunktionen (trigonometrische
Funktionen) geometrisch am Einheitskreis. Von der mathematischen Problematik der Winkel- und
Langenmessung sehen wir vorerst einmal ab. (Messung ~ Physik.)

e [ci mous partons de la géométrie. Pour le moment nous définissons les fonctions trigonométriques a
Uaide du cercle unité. Actuellement nous ne nous occupons pas de la problématique du mesurage des
angles et des longueurs. (Mesurage ~ physique.)

Siehe Skizze e Voir esquisse:

Graphen:

sin(a), cos(a) €

Vi ct a ~  Standard: Bogenmass e Standard:
1 9. ,
e mesure d’arc
b
Sin‘P Sinus: sin(a) = -
5 tan @
1 1 ‘P Cosinus: cos(a) = —
. - ¢
L - X «: Bogen e arc~» arcus.
cos? 1
Secans: sec(a) 1=
cos(a)
1
Cosecans:  csc(a) := —
sin(a)
Tangens:  tan(a) := sin(a)
cos(a)
1
Cotangens: cot(a) = ctg(a) := tan(a)

sin?(a) + cos?(a) = 1

e Graphes:
[0,1]

(Pythagoras e Pythagore)

ctg ?

NS’Z: sin,

cos,,

tan ~ a=nm, n€Z
T

cot ~ a=nrm+ 5

Polstellen e Places des péles:

™
tan ~» a=n7r+§

cot ~ a=nm

Periodizitit e Périodicité: sin(e) = sin(a+ 2nn)
cos(a) = cos(a+ 2nm)
tan(o) = tan(a+nm)
cot(a) = cot(a+ nm)

Bemerkung: e Remarque: Trigonometrische Funktionen sind als periodische Funktionen nicht

rational.
e Les fonctions trigonométriques sont périodiques et donc elles ne
sont pas rationnelles.
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Arcusfunktionen — Fonctions circulaires inverses

Auf gewissen eingeschrankten Bereichen sind
die trigonometrischen Funktionen bijektiv und
somit dort umkehrbar.

D.h. f~! ist bereichsabhingig. Wir wihlen
als Standardbereich jeweils den Bereich um
den Ursprung oder unmittelbar rechts davon.
~» Arcusfunktionen.

e Dans certains intervalles les fonctions
trigonométriques sont bijectives, donc in-
versibles.

C.v.d. f~1 dépend de l’intervalle. Nous choi-
sissons comme intervalles standard selon
le cas lintervalle autour de l’origine ou bien
directement a droite de [’origine.

~> Fonctions circulaires inverses
(trigonométriques réciproques).

.

I -
arcsin

arccos
/

arctan

\

Anwendung bei Polarkoordinatensystemen — Application pour les systémes de coordonnées

polaires

P:P(xay):P(Ta(p)M

= rcos(p)

= rsin(yp)

— /12 + y2

» = arctan(g)
x
cot(a) = cot(a+ nm)

Bsp.: e Exemple:
rip—rp)=¢ (~Spirale)
r:p—1r(p) =sin(%) (~Cartinoide)
Exponentialfunktion — Fonction exponentielle

f(n)=2" nek

~» Wertetabelle: o Table de valeurs:

Bsp.: e Exemple:

| n | -4 | -2 | 0 |

—_

\}

| 4

| fn) |27t ={|22=7]2=1]2"=2|22=4]2"=

Wir definieren allgemeiner: o Nous définissons plus généralement:

Definition: e Définition:
exponentielle

a~ Basis e base (a > 0)

r ~ Exponent

e exposant

|u.s.W. e ctc..

f(z) = a” heisst Exponentialfunktion e s’appelle fonction
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a® ~» definiert fiir e défini pour r € N

ry L4 a<1 _
" a=1 o7 r=2¢cQ neZ meN
s o5 1 N n 1 .
i a> ~ a® =aw = (a");- = Va" definiert
EEETTT g o défini
z & Q ~ 1z anndhern durch e approzimer
-1 par - €Q
~» a® anndhern durch e approxzimer par
L a® €Q

(Anndherungsprozesse vgl. Ausfithrungen iiber Folgen und Reihen. e Approzimations voir les exposés
concernant suites et séries.)

Wichtig: e Important:
Eulersche Exponentialfunktion e Fonction exponentielle d’Euler
~ f(x)=e€", e~2718281..., e¢Q, e €R (Eulersche Zahl e nombre d’Euler)

Nachfolgend einige bekannte Regeln fiir das Rechnen mit Potenzen: e Ci—joint quelques regles connues
concernant le calcul avec des exposants:

Regeln: e Régles: 1. a® - a¥ = gtV

2. (a®)¥ = a®

1
5.a7"=—, a#0
a
6. a®-b* = (a-b)”
7. a>1 Nx>0 = a*>1

8. a>0 = V,a* >0

Logarithmusfunktion — Fonction logarithme

Sei @ Soit a>1, x<y, s+d=y, d>0~ oV =0a"T"=a%a>0a®” = a* <a?~ a>1 = da"
streng monoton wachsend e croissant de fagon monotone et stricte.

Ebenso: e De méme: 0 < a <1 = a” streng monoton fallend e décroissant de facon monotone et
stricte.
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Definition:

Speziell:
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e Définition:

e Spécialement:

Konsequenz: e Conséquence:

1) f(x) =a®, a >0, a#1 = fHz)ex-
istiert fiir e ezxiste pour x= > 0. Es ist: e I
vaut: Dy = Rg

2) f(x) = a® = y monoton wachsend e crois-
sant de fagon monotone = f~1(y) = log,(z)
ebenfalls monoton wachsend e aussi croissant
de fagon monotone

f(@) = a”
~» f71(x) heisst Logarithmusfunktion zu Basis a
e s’appelle fonction logarithmique pour la base a

log,(x) :=1In(x) heisst o s’appelle Logarithmus naturalis.

Die folgenden Gesetze oder Regeln oder Eigenschaften beweist man durch Riickgriff auf die Expo-
nentialfunktionen: e On prouve les lois, régles ou bien qualités ayant recours auz fonctions exponentielles:

Regeln: e Regles:

. x = log,(a®) = a'8(*)

. log,(a) =1
. log,(1)=0

log, (z) + log, (y) = log,(x - y) (log: bji.! e bji.))

1
logy(z) = 12?((35)) (~ Basiswechsel! e Echangement de base!)
‘ @ =008 (@) g = plog(®) = glog.(x) — (plog,(a))log,(z)
= PRl Ion () S log,(z) = log,(a) - og, (x)
(Monotonie!) e (Monotonie!)
. log, (z™) = n - log,(z) log, (z - ) = log,(z) + log,(x)...

Hyperbolische Funktionen — Fonction hyperboliques

Definition:

e Définition:

Sinus hyperbolicus:

Cosinus hyperbolicus: cosh(z) = ch(z) := ¢ +26
. sinh(z)
Tangens hyperbolicus: tanh(z) = th(x) :=
cosh(z)
1

Cotangens hyperbolicus: coth(z) = cth(x) :
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x = cosh(t)
y = sinh(t)

1
4

Bemerkung: e Remarque:

Vergleiche mit der Hyperbel e Compare avec
Uhyperbole x%2 —y? =1
(Sei e Soit x = cosh(t), y = sinh(¢))

y=\x-1

y = sinh(t)

=X

x = cosh(t)

x-y'=1

1
(2t +2ete t+e 2t — et +2ete t—e ) = 22—yt =_dett=e=1

4

Konsequenz: e Conséquence: ~» 2 —y? = cosh?(t) — sinh?(t) = 1

Nach Definition gilt: e D’aprés la définition il vaut: tanh(t) =

inh h
, sin (t) _ tanh(t) tanh(t)

cosh(t) 1
a-t_1

2 2

sinh(¥)
cosh(t)

~> tanh richtig in der Skizze. e tanh dans [’esquisse est juste.

- arsinh(y) Siehe Integralrechnung Seite 154. e Voir calcul intégral, voir a la page 154.

Aus der Definition kann man ablesen: e Dans la définition on voit:

Folgerungen:
e Conclusions:

1. f(z) =sinh(z) ~ ungerade Funktion e fonction impaire

gerade Funktion e fonction paire

)~
anh(z) ~ ungerade Funktion e fonction impaire
)~

ungerade Funktion e fonction impaire

5. Zusammenhang: e Formule:

cosh?(t) — sinh?(t) = 1

6. Zusammenhang: e Formule:

cosh?(t) + sinh?(¢) = cosh?(21¢)

Bemerkung: e Remarque: Anwendung: Funktionsgleichung fiir die Kettenlinie:
e Application: Equation de la caténaire (chainette):

f(x)

1
y = —cosh(a(x —xo) +b
a
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Kurvenlénge: e Longueur de la courbe:

_sinh(a(zz — x0)) — sinh(a(z; — 2¢))

L =
a
R |
Sei o Soit u=e€">0 = y=sinh(z)= 5 = 2“ = w2 —2yu—1=0
2y +/4y? +4 " . 2 Vay?+4
:u172:%,u:ei>oéu:ei:%:y+ /y2+1

= c=Inly+Vy>?+1)= sinh1®) .= arsinh(y)

In dhnlicher Weise kann man weitere Formeln herleiten:
e De maniére pareille, on peut déduire d’autres formules: ~»

Folgerungen:
e Conclusions:

1. sinh~!(z) := arsinh(z) = In(z + V22 + 1)
2. cosh™'(z) := arcosh(z) = In(z + V22 — 1), = >1
1. 1+

. tanh™ ' (z) := h(z) = =1 1

3. tanh™" (z) := artanh(z) 5 n(1 —x)’ |z <
1 1

4. coth™(z) := arcoth(z) = 5]11(1 + ), Jz] >1

2.3 Reelle Zahlen und Folgen — Nombres réels et suites

2.3.1 Darstellungsarten — Facgons de représentation
Dezimalbriiche — Fractions décimales

In 2.1.3 auf Seite 4 haben wir die reellen Zahlen bereits getroffen. Sie bilden unsere wichtigste Grund-
menge fiir Definitions— und Wertebereiche. o Nous venons d’étudier les nombres réels dans 2.1.3 a la
page 4. Pour nous ils sont [’emsemble fondamental le plus important pour les domaines de définition et
de valeurs.

Von frither wissen wir, dass die reellen Zahlen diejenigen Zahlen sind, die als Dezimalbriiche darstellbar
oder vorstellbar sind. Z.B. 7 oder e (Eulersche Zahl): e Naus avons déja appris que les nombres réels

sont ceux qu’on peut imaginer ou représenter comme fractions décimales. P.ex. m ou e (nombre
d’Euler):

m = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164 . . .
7 ist nicht periodisch! Ebenso: e 7 n’est pas périodique. La méme chose vaut pour:
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724077 . . .

Weiter sind bekanntlich die rationalen Zahlen genau diejenigen Zahlen, die sich auch als periodische
Dezimalbriiche schreiben lassen und umgekehrt. Die Periode kann dabei auch 0 sein. Z.B.: e En plus
les nombres rationnels sont exactement ceux qu’on peut écrire comme fractions décimales périodiques (et
inversément). La période peut étre aussi 0. P.ex.:

1 1
1= 0.25 = 0.250000000... oder e ou - = 0.142857142857142857 . ..
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% ~» Periodenlinge < b (Wiederholung der Ziffern bei der Division, Vorrat beschriankt!).

a . 4 speys . \ Lo P Ly,
° 5 ~> longueur de la période < b (répétition des chiffres a la division, la réserve est limitée!).

Oder: o Ou:
£=0333... = 100 =3333... = 10r—z—=92—=13333...-0333...=3 = g =31
— 3r=3-1=1=3.0333...20.999... > 120.999...7

Stimmt das: 1 =0.999... 7 — Das bedarf einer Erklérung. Wir miissen iiber die reellen Zahlen mehr in
Erfahrung bringen! e FEst-ce juste: 1 =0.999... 2 — I faut expliquer cela. Nous devons apprendre plus
sur les nombres réels!

Wir merken uns: e Retenons:

Wichtig: e Important:

r € R < x darstellbar als unendlicher Dezimalbruch e x peut étre écrit comme fraction décimale
infinie.

r € Q < x darstellbar als unendlicher periodischer Dezimalbruch e z peut étre écrit comme fraction
décimale périodique infinie.

Bemerkung: e Remarque: Statt Dezimalbriiche (im Dezimalsystem, Basis 10) kann man auch
p—adische Briiche (Basis p) mit beliebigem p € N, p > 1 verwen-
den. e Au lieu d’utiliser des fractions décimales (systéme décimal,
base 10) on peut aussi utiliser des factions p—adiques avec un
peN, p>1 quelconque.

Kettenbriiche — Fractions continues

Beispiel eines Kettenbruchs: e Ezemple d’une fraction continue

1 1 1 1 1
r=1+ T :=1+,T/+,T/+,T/+,T/+---(=\/1+\/1+\/1+---)
I+ ———
1+ i

1
+1+...

) 1++5

—rx—1=0 = x=
X X B

1
~ Esgilt e lvaut: z=1+—- = =z
T

Da sicher gilt * > 0, kommt nur die Losung 1+2\/g in Frage. e Comme il est certain que x > 0, la
solution % est la seule qui compte.
Oder: o Ou:
1 1 1 1 1 1442
=1+ =1+ + + + +o- = =
1 1 1 1 1 2
4+ — 1
4+ — 1
4+

4+ ...
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Interessanterweise gilt hier z.B.: o [l est intéressant qu’il vaut ici p.ex.:

Lemma: e Lemme: \/5, V5 ZQ

Annahme: e Supposons que: V2 € Q, V2 =

Indirekter Beweis fiir v/2: e Preuve indirecte pour v/2:
P gekiirzter Bruch e fraction réduite, p,q € N
q

(teilerfremd e sans diviseur commun). = 2 = - = 2¢° = p> = p gerade e pair
q

= p=2k, keN = 2¢° =4k®> = ¢*> =2k> = ¢ gerade e pair = p,q haben den gemeinsamen

Teiler 2 o ont le diviseur commun 2 (ggT’pgdc(p,q) > 1) = Widerspruch! e Contradiction!

~»  Annahme V2 € Q falsch. e Supposition v/2 € Q fausse.

Bemerkenswert ist, dass sich einerseits /2 re-
sp. V5 sofort als geometrische Strecke bestim-
men lisst (Pythagoras: 12 + 12 = o 2),
dass v/2 resp. /5 einfache Kettenbruchen- 2
twicklungen haben, dass sie jedoch wegen o
\/5,\/5_) ¢ @ keine periodische Dezimal- " 1 \V2
bruchentwicklungen haben. e s

e [l est bien remarquable que d’une part on peut donner V2 Tesp. V5 tout de suite comme segment

- X

2 .
géométrique (Pythagore: 12 4+ 12 = V2§ = 2), que V2 resp. /5 ont des développements simples en
fractions continues, mais qu’ils n'ont pas de développements en fractions décimales périodiques parce

qu’il vaut V2,5 € Q.

Folgende Zahleneinteilung ist geldufig: e De coutume on partage les nombres comme il suit:
N
z{ >_
N Zg
Q.o Z) gebrochen rat. e rat. fract.

irrat.Z. e nomb.irrat. N algebraisch irrational e irrationnel algébriquement
transzendent,z.B. w e transcendant, p.ex. 7

Irrationale Zahlen als nichtperiodische Dezimalbriiche lassen sich sofort aufschreiben, z.B.:
e On peut tout de suite noter des mombres irrationnels comme fractions décimales non—périodiques,
p.exr.:

r =0.10110111011110111110111111011. ..

Eine Moglichkeit, die reellen Zahlen mit Hilfe exakter mathematischer Grundlagen zu gewinnen, sind
auch die Dedekindschen Schnitte (vgl. Lit.). e Une possibilité de construire les nombres réels de
facon exacte sont les coupures de Dedekind.

2.3.2 Zahlenerweiterung — Elargir les ensembles de nombres

Bekanntlich muss man die ganzen Zahlen Z einfithren, weil in den natiirlichen Zahlen N Gleichungen
wie 2 4+ x = 1 nicht 16sbar sind. Q fiihrt man ein, weil in Z Gleichungen wie 2 - x = 1 nicht 16sbar sind.
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Und die irrationalen Zahlen muss man einfiihren, weil in Q@ Gleichungen wie 22 = 2 nicht lésbar sind.
Die letzte Gleichung nennt man algebraisch, weil sie mit den Mitteln der Arithmetik formulierbar ist.
So gelangt man zu reellen Zahlen. Dabei begegnet man aber sofort zwei neuen Problemen: Einmal hat
eine Gleichung wie 22 = —1 in R keine Losung. Man kann die Losbarkeit solcher Gleichungen wieder
erzwingen, indem man R zu den komplexen Zahlen C erweitert. Andererseits ldsst sich z.B. die Zahl 7
nicht durch einen endlichen arithmetischen Ausdruck beschreiben, ist also nicht algebraisch. (Der Beweis
dieser Tatsache ist recht kompliziert und daher momentan hier nicht méglich). Es zeigt sich jedoch,
dass man Zahlen wie 7 oder e (Eulersche Zahl) durch ,,Grenzprozesse* gewinnen kann. Z.B. wenn man
die Folge (an) = ((1+ 2)") studiert, so beobachtet man, dass sich a,, immer mehr e néhert (gegen e
konvergiert), beliebig genau, wenn man n geniigend gross wéhlt.

e Comme on sait il faut introduire les nombres Z parce que dans N des équations comme 2 +x = 1
ne sont bas résolubles. On introduit Q parce que dans 7Z des équations comme 2 - x = 1 ne sont bas
résolubles. Et on introduit les nombres irrationnels parce qu’on me peut pas résoudre en Q les équations
du type x> = 2. La derniére équation s’appelle algébrique, parce qu’on peut l’écrire avec les moyens
de lalgébre. Ainsi on arrive aux nombres réels. Mais la on observe deux problemes nouveauz: D’une
part une équation comme x? = —1 n’a pas de solutions dans R. Mais en élargissant R auz nombres
complezes C on peut obtenir une solution de force. D’autre part des nombres comme m ne se laissent pas
décrire par une expression algébrique finie, ils ne sont donc pas algébriques. (La preuve de ce fait est
bien compliquée. C’est pourquoi il n’est pas possible de la donner ici.) Mais on trouve qu’on peut décrire
des nombres comme 7 ou bien e (nombre d’Euler) par des "processus a la limite. P. ex. si l'on étudie
la suite (a,) = ((1+ =)"), on observe que a, s’approche de plus en plus a e (converge vers e), aussi
exactment qu’on veut, il fault seulement choisir n assez grand.

Wie wir spéter beim Studium der Folgen sehen werden, hat R FEigenschaften, die in Q nicht
vorhanden sind. Zwar ist Q dicht (d.h. zwischen zwei Zahlen a,b € Q gibt es immer eine dritte, z.B.
c= “T'H’ €Q, a<c<b).Q hat aber Liicken, z.B. V2 ¢ Q oder 7 ¢ Q. R hingegen ist nicht nur dicht,
sondern auch liickenlos. Zwischen die reellen Zahlen kann man nichts Verniinftiges, nicht Reelles, von
reellen Zahlen durch endliche Differenzen Verschiedenes mehr einpacken. Spéter zeigen wir:

e Nous allons voir, en étudiant les suites, que R a des qualités qui manquent dans Q. Il vaut bien
que Q est dense (¢.v.d. entre deux nombres a,b € Q il existe toujours un troisiéme nombre, p.ed.
c= “T'H’ €Q, a<c<b) Mais Q a des lacunes, p.ex. V2 & Q our & Q. Par contre R est dense
et aussi sans lacunes. Entre deuxr nombres réels on ne peut plus placer de nombre non réel qui soit
différent des nombres réels par une différence finie. Plus tard nous démontrerons:

Satz: e Théoréme: 1. Jede monotone und beschriinkte Folge konvergiert in R:
R =R U {£oo} ist ,abgeschlossen“. e Chaque suite monotone et

bornée est convergente dans R: R =R U {£oo} est "fermé”.

2. Jede nichtleere Teilmenge M C R, die eine untere Schranke hat
(Zahl s unterhalb allen Elementen von M), hat auch eine maximale
untere Schranke. e Chaque sous—ensemble M C R qui posséde une
borne inférieure ( nombre s en dessous de tous les éléments de M ),
possede aussi une borne inférieure mazximale.

(Die Konvergenz wird spéter besprochen. Danach gilt z.B.:

e On va traiter la convergence plus tard. Selon ce qui suit il vaut p.ex.:
2=099... = 102=999... = 92=9 = z=1

= lim 0+107'4+1024+102+...410™ =1 d. h. e¢ wv.d 1-0.999...9"=°

n—00

0)

=0.999...9 n

Konsequenz: e Conséquence:
Reelle Zahlen sind daher Klassen von Dezimalbriichen mit gleichem Grenzwert.
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e Les nombres reelles sont donc des classes de fractions décimales au méme valeur limite.

2.3.3 Das Problem der Michtigkeiten unendlicher Mengen — Le probleme
de la puissance des ensembles infinis

Zwei endliche Mengen nennen wir bekanntlich gleichméichtig, wenn sie die gleiche Anzahl Elemente
haben — oder, was dasselbe bedeutet, wenn sich die Elemente gleich durchnummerieren oder bijektiv
aufeinander abbilden lassen. Wie ist das nun entsprechend bei sogenannten ,,unendlichen Mengen“ wie
N, Q oder R? Ersichtlicherweise hat es in Q oder in R Zahlen, die in N fehlen: Es hat also in N weniger
Zahlen als etwa in R. Es gilt ja N C Q C R. Andererseits hat es in N und in R unendlich viele Elemente.
Ist daher etwa ,,weniger unendlich® wie in N das Gleiche wie ,mehr unendlich® wie in R — oder ist es
anders? Man merkt schon: Unendlich ist noch kein scharf gefasster Begriff. Er bedarf einer Untersuchung
oder Prizisierung. Den Anstoss zu solchen Untersuchungen hat Kummer! gegeben mit seiner Mengen-
lehre oder ,, Theorie der transfiniten Kardinalzahlen“ (d.h. iiberendliche Michtigkeiten). o Comme nous
savons de l’algébre, nous appelons deux ensembles finis d’égale puissance, s’ils ont le méme nombre
d’éléments — ou, ce qui est la méme chose, si [’on peut numéroter les éléments par paires, ou bien si
l’on peut les appliquer de fagon bijective. Comment est—ce que c’est maintenant quant aux ensembles
dits infinis tel que N, Q ou R? On voit que dans Q ou dans R on a des nombres qui manquent dans
N: Il y a donc moins de nombres dans N que dans R. Il vaut: N C Q C R. D’autre part dans N et dans
R il y a un nombre infini d’éléments. Est—ce que "moins infini comme dans N” est donc la méme chose
que "plus infini comme dans R” — ou bien est—ce différent? On apercoit: "Infini” n’est pas une notion
claire et nette. Il faut Uétudier et préciser. Kummer' a donné limpact initial pour ces études par sa
théorie des ensembles ou la “théorie des nombres cardinauz transfinis” (¢.v.d. les puissances transfinies).

Um die Méchtigkeit zweier unendlicher Mengen vergleichen zu kénnen, definieren wir: e Pour pouvoir
comparer les puissances de deux ensembles infinies, nous définissons:

Definition: e Définition: M gleichméchtig wie N o M a la méme puissance que N
I bji.
(|M| = |N|) R HBjjectjon ¥ M —=" N

Falls alle f hochstens injektiv, nie aber surjektiv sind: e Si tous
les [ sont au maximum injectifs mais jamais surjectifs:
[M] < |N|

Wir wollen nun zeigen: e Nous voulons démontrer: |[N| =|Q|. (= |N|=1Z|=Q|.)

Das gelingt, wenn wir jeder rationalen Zahl fl—’ €Q, peZ, qe N eine Nummer (oder ein Index) n € N
zuordnen konnen. Dann haben wir Q abgezihlt oder bijektiv auf N abgebildet.

e Cela va réussir si nous arriwons a adjoindre a chaque nombre rationnel fl—’ €Q, peZ, q< N un nom-

bre (index) n € N. Alors nous avons compté les nombres de Q ou bien appliqué Q sur N de fagon bijective.

Trage dazu die Zahlen fl—’ in ein Koordi-

natensystem ein. fl—’ ist eindeutig einem Punkt

P, , = (p,q) zugeordnet. Diese Punkte lassen
sich wie folgt abzéhlen: Gehe die Punkte
vom Ursprung aus einer Spirale folgend im {42
Gegenurzeigersinn durch, einer nach dem an- y ( .
dern, und verteile jedem Punkt eine Num-
mer, falls er eine Zahl darstellt, die noch nicht Ve w12 DR A2 A 211 B 23T+ VR A/ 2B 2R
vorgekommen ist. Auf diese Weise erhilt jede I

rationale Zahl eine Nummer. Q ist daher so

abgezéhlt.

) )
)

e
=
N

of
R
'

L]

p

IKummer: 1810-1893
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e Inscris les nombres fl—’ dans un systéme de coordonnées. fl—’ est appliqué a un point P, , = (p,q) de fagon
bi—univoque. Ces points se laissent compter comme il suit: Suivez les points a partir de [’origine et en
parcourant une spirale dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Passe par les points l'un apres
Uautre et donne a chacun un numéro s’il représente un nombre qu’on n’a pas déja eu. De cette maniere
tous les nombres rationnels obtiennent un numéro: On a compté Q.

Lemma: e Lemme: |N| = |Z| — |Q|

~> Problem: e Probléme: Wie verhilt es sich mit |Q] und |R|?
e Quelle est la situation quant & |Q| et |R|?

Wir wollen zeigen: |Q| < |R| indem wir wesentlich mehr zeigen: e Nous voulons démontrer: |Q| < |R| en
démontrant essenciellement plus:

Lemma: e Lemme: |Q| < [0, 1]|

[0,1] C R ist die Menge Zahlen, deren Dezimalbriiche, die mit '0.” beginnen. (1 = 1.000...=0.999...)

e [0,1] < R est l'ensemble des mnombres, dont la fraction décimale commence par 0.
(1=1.000...=0.999...)

Wir fiithren die Begriindung indirekt: Wir nehmen an, es gelte |Q| = [0, 1]. D.h. die Zahlen im Intervall
[0, 1] lassen sich vollstdndig durchnummerieren: e Nous fondons cette thése de fagon indirecte: Supposons

que soit |Q| = [0,1]. ¢.v.d. on peut numéroter de fagon compléte les nombres dans lintervalle [0,1]..
7.B. e P.ex :

1 = Oznziezizzig. .. Es gilt demnach: e Il vaut donc:

xro = 0.291299293%224 ... {xl, X9, T3,T4, .. } = {xl | i E N} = Q

r3 = 0.231232233234 e

Ty = 0.241242243244 .

mit e avec z; € Z=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (Ziffern e chiffres)

Nun kann man aber sofort eine Zahl x = r € [0, 1] konstruieren, die nicht in der Liste resp. Aufzidhlung
vorkommt: e On peut maintenant tout de suite contruire un mombre z qui manque dans la liste resp.
dans ’énumération:

Sei e Soit r = 0.z1202324..., z; € Z = {0,...,9}. Wihle fiir diese Konstruktion: e Choisis pour
cette construction: zy # z11, 22 7# z22, 23 # 233 ..., % # Zii, . (Wegen z; # z;; stehen fiir z; jeweils 9
Ziffern zur Auswahl! o A cause de z; # z;; on a pour chaque z; 9 chiffres a disposition.)

= r#x (da e carz # z11), r # 22, r #x3...7 £ x;... = r fehlt in der Liste, die Nummerierung
ist nicht vollstéindig. e r manque dans la liste, I’énumération n’est pas complete.

~» Problem: e Probléme:
Lésst sich C so wie R ordnen? e Est-ce qu’on peut arranger C tel que R?

Untersuchungen zeigen, dass man sehr einfach in C eine strenge Ordnungsrelation definieren kann.
Jedoch ist bis jetzt keine totale Ordnung bekannt, die elementargeometrisch Sinn macht. Der Preis fiir
die Erweiterung von R zu C ist also der Verzicht auf eine geometrisch sinnvolle Ordnung.

e Si l’on traite ce probléme, on voit tout de suite qu’il est possible de définir dans C wune relation d’ordre
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stricte. Mais jusqu’a maintenant on ne connait pas de telle relation d’ordre totale qui donne un sens
géométrique élémentaire. Alors le prixz de l’élargissement de R a C est le renoncement a une relation
d’ordre raisonnable.

Bsp.: e Exemple:

(Definition einer Ordnungsrelation in C: e Définition d’une relation d’ordre dans C:)

Wir werden dabei zeigen: e Nous allons démontrons en outre :

Lemma: e Lemme: IR| = |R?| = |C]

(In der Algebra wird gezeigt, dass man die komplexen Zahlen C als Punkte einer Ebene auffassen kann.
e Dans l'algébre on démontre qu’on peut comprendre les nombres complexes C comme points d’un plan.)

Seien e Soient (r,y) € R2, =R x RS (y > 0).

bi bi
RQ&MQ mit e avec (plif

2’

bi bi ! 2

RQ&MAL mit e avec goli% P 2) R
2

bij bij. 3 4

R2;M3/4 mit e avec goli T(P -
\p/l

= |My| = |Ms| = |Mss| =|R?| (Bij.) A My C M, CRy+ C My CR? = |R 4+ = |R?

Trotz der Anschaulichkeit obiger Abbildung haben wir noch keine Bijektivitéit. Das kann man aber wie
folgt erreichen:

e L’application qu’on vient de traiter donne une idée, mais elle ne donne pas la bijectivité. Mais on peut
Uavoir comme il suit:

Sei o Soit
1
flz) = { (m)_l z€[0,1)
—x+1 x € [1,00)
f bildet R} bijektiv auf R ab. ~» h = f~! bildet R bijektiv auf R ab.

o [ applique Ra’ sur R de facon bijective. ~» h = f~1 applique R sur Ra’ de facon bijective.

~» Mit h kénnen wir daher C auf die obere komplexe Halbebene (Im(z) > 0) abbilden. e A l’aide de h
nous pouvons donc appliquer C sur le demi—plan complexe en haut ((Im(z) >0))

~» Seien somit: e Soient donc: z1 = a1 +1b1, 22 =as +1by, ar ER, by € Ra’. ~ Im(z) >0

T =VjV5—1...V2V1.1T2X3 ..., Y =WpWk—1..-W2W1Y1Y2Y3 ..., Vi, Tj, Wi.Y; € 7 = {0,...,9}
Betrachte den Fall j > k. Fiille nun y vorne bis zur j—ten Stelle mit 0 auf. e Compléte maintenant y de
devant avec des 0 jusqu’a la place j.

~ Yy =0;0_1...0p41 Wt Wr—1.. . W2 W1-Y1Y2Y3 - - - = Wj Wj—1 - - - Wh1 Wk Wh—1 - .- W2 WY1 Y2 Y3 - - -

Fiir die Abbildung (z,y) € R2., — 2z € R ,mischen® wir die Dezimalbriiche wie folgt: e Pour
Dapplication (x,y) € RZZO — 2z € R nous "mélangeons” les fractions décimales comme il suit:
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(x,y) = (.ﬁ/y) = (’Uj Vj—1...02V1.21 L2723 .. / WjWj—1...-W2W1-Y1Y2Y3 - - ) — Z =
=V Wj Vj—1Wj—1...V2W270V] W1.T1Y1 L2Y2X3Y3 ...
mit sgn(z) := sgn(x)

(Fiir j < k argumentiert man ebenso.) e (Pour j <k on prend les mémes arguments.)

Ersichtlicherweise ist diese Abbildung ,,beinahe“ bijektiv, denn die ,,Entmischung* bei der Riickabbildung
geht stellenweise eindeutig und ist somit problemlos moglich. e On wvoit bien que cette application est
"presque” bijective, car la réconstruction des nombres x et y va par places de facon univoque et ne pose
donc pas de probléeme.

Es besteht noch das Problem, dass einige reelle Zahlen nicht eindeutig darstellbar sind. e Il y a encore
le probléme que quelques nombres réels ne sont pas clairement représentables.

Bsp.: e Exemple: 1.0000...=0.9999...

Das Problem besteht aber nur fiir abzédhlbar viele periodische Dezimalbriiche, d.h. fiir rationale Zahlen,
fir die gilt: e Mais probléme existe seulement pour certains fractions décimales périodiques qui sont
dénombrables, c.-a.-d. pour les nombres rationnels. Pour ceux—la il vaut:

Q < [R|, |Q+R[=|R]|
~ L REER @
Als erste Konsequenz haben wir nun: e On a donc comme premiére conséquence:

Satz: e Théoréme: IN| =|Z]| = |Q| < |R| = |R?| = |C]

Konsequenz: e Conséquence: Es gibt somit verschiedene Typen von ,unendlich®“: Z.B. co vom
Typ |N| (~ oon) oder oo vom Typ |R| (~ oog) e Il existe donc différents “types d’infini”: P.ex. co du
type |N| (~ oon) ou 0o du type |R| (~ oog).

Wir werden weiter unten sehen, dass fiir immer grosser werdende n (n geht ,gegen unendlich®) die
Folgenglieder a,, = % von (a,) immer néher zu 0 riicken, was uns dann spéter zu Feststellungen wie
. 0% = oo“ fithrt. Daraus sieht man, dass zu verschiedenen Typen von co auch verschiedene Typen von 0
gehoren miissen, eine Entdeckung, die sich in der ,,Non—Standard—Analysis* ausbeuten lisst. Elemente
aus diesem Bereich werden uns fiir die Anschaulichkeit und das Verstédndnis im Folgenden eine grosse
Hilfe sein.

e Nous allons voir plus tard que pour des n qui s’agrandissent, (n va "vers infini”) les termes de la suite
ap = % de (an) s’approchent de plus en plus a 0. Plus tard ¢a nous permet de constater ”O% = o0’
On voit donc que pour des types différents d’infini oo il faut donc aussi des types différents de 0. C’est
une découverte dont on peut profiter dans l’analyse "Non—Standard”. Des éléments de ce domaine nous

seront une grande aide pour la compréhension et la clarté des situations en ce qui suit.

Konsequenz: e Conséquence: Dimension # Méchtigkeit e Dimension # puissance

2.3.4 Weitere Resultate — D’autres résultats
Siehe Seite 34: e Voir page 34:
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((gﬁpp,q=(p,q)€Z><N) A (ZxN=|Q =IN])) = QCZxN
~ (|A1| = A2 = IN| = [4; x 43| = |N]|
~ (A1l =...= |As| = |N|) = |A; x Ay x ... x Ag| = |N]|

Satz: e Théoréme: (J[Ail=...=|Ak| = |N|]) = |A1 x As x ... x Ax| = |N]

Analog sieht man (vgl. Seite 37): e Analogiquement nous constatons (voir page 37):

Satz: e Théoréme: (J[Ail = ... = |Ak| = R|) = |A1 x As x ... x Ax| = |R]

Weiter gilt: e En outre on peut déduire:

Satz: e Théoréme: |A] < IN| = |A] € Ny

Zum Beweis: Sonst Widerspruch zum zornschen Lemma (Lit.).
o Si non: Cotradiction au lemme de Kuratowski-Zorn (lit.).

Satz: e Théoréme: IN| < [P(N)| = |[0,1]| = |R| < [P(R)| < [P(P(R))] < ...

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

big.

Lfeat ) =2 20,1185 [1o0)~ [0,1]=1(0,1]] =11, 00)

[0, 1] =[[1,00)] A [0,1JU[L,00) =R = [[0,1]| = [R]|

RS =|R7| A R§UR™ =R = |[0,1]]

2. Sei o Soit z, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} (Ziffern) e (chiffres)
~ bindr: e binaire: z,=by, € {0,1, 10,11, 100,101,110, 111, 1000, 1001}.

IR} | = |R]

Entsprechend im 11-er System: e Correspondant dans le systeme avec la base 11:
2, €{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C {011), L(11), 2(11), 3(11)> 4(11): 5(11)> 6(11), T(11)> 8(11): 11y, Aan)
Sei o Soit z=0.z21222324... € [0,1) ~ Ty ipn; : [0,1) g, P(N) :

injg.
z = 0.21222324 o M= {21, 22,3, %4,5,65 27,8,9,105 - - .}, M e P(N)

Dabei ist: o On y utilise:

211 =Aanzann €N, 2231 =Annyzaneza)3 €N, 2456 1 =Aan2a1)42a1)5211)6 € N. ..
Wegen der Anzahl Ziffern gilt: e A cause du nombre des chiffres il vaut: z1 < 223 < 2456 < ...
Durch die vorgestellte A1) wird erreicht, dass die jeweils entstehende Zahl z . nicht mit 0 beginnen
kann und so die Ordnung nicht mehr stimmt. e Par A1y placé devant on garantit que le nombre
obtenu ne peut pas commencer avec un 0 ce qui dérangerait [’ordre des monbres.

= [0, )] < [P(N)]|
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3. Sei o Soit M € P(N), M ={ni,n2,n3,ng,...} €N mit e avec n; <ng <ng<ng<...

ing.

~ 3f ing.: PN)—10,1), P(N)> M = {ny,ne,ng,na, ...} L e [0,1)

Dabei ist: o On y utilise:

n1 = by, no = by, n3 = bs,..., by = Bindrdarstellung von ny e by = représentation binaire de ny
und e et z:= 0.b12022032042 . ..

Durch die eingeschobene 2 wird jeweils die eindeutige Trennung der verwendeten Binédrzahlen
garantiert. Damit wird die Abbildung f; injektiv. e Par le 2 inséreé on garantit la distinction
univoque des mombres binaires utilisés. Ceci rend [’application f1 injektive.

= [PN)] < [0, 1)]

(0, DI < PMN)) A (PN <0, D)) = [PN)] = [0, 1)] = |R|

5. Sei o Soit |N| < |M|

Vor.: e Hyp.: 3y pij.: M RN P(M) ~» Frage: e Question: |M| < |P(M)|?

Sei o Soit T={m; | m; & f(m;) CP(M), je{Ind}},
{Ind.} = Indexmenge e Ensemble des indices

Es gilt: o Il vaut: T # {}

Ansonst: e Sinon: T ={}~ VY, : {mx} € P(M) A f7H{mi}) =my

~> f nicht injektiv, alle Bilder haben Méichtigkeit 1. e f non injective, tous les images ont la
puissance 1.

~T# ()

ing.

~> Hf bij., o Ml—)P(M) A\ T:f(xo)E’P(M), xozf_l(T)

Sei o Soit xg T = f(xg) = xo €T (nach Def. von T') e selon déf. de T.
Sei o Soit xg €T = f(xrg) = xo & T (nach Def. von T') e selon déf. de T.
= (o €T & a9g¢T)~ Widerspruch! e Contradiction!

~» Voraussetzung falsch! e Hypothése fausse! ~ —3f 451 M 2 P(M)

Es gilt: o [lvaut: (IN|<|M| A M CP(M)) = |N| <|M|<|[P(M)]

2.3.5 Folgen — Suites
Umgebungen — Voisinages

In 2.1.6 auf Seite 5 haben wir den Umgebungsbegriff kennengelernt. Wir werden ihn jetzt brauchen.
e Dans 2.1.6 a la page 5 nous avons appris la notion de voisinage. Nous allons ['utiliser maintenant.



40 KAPITEL ¢ CHAPITRE 2. REELLE FUNKTIONEN — FONCTIONS REELLES

Bsp.: e Exemple:
0-Umgebung C R™: e Voisinage § C R™: vA
Us(Py) ={P € R" | |P — Py| < 4§}
0-Umgebung C R: e TVoisinage § C R:
Us(zg) ={x € R | |x — x0| < 6}
={zeR|zg—d<z<m+d}

= {xo —(5,.%04-(5}

~» Offenes Intervall e Intervalle ouvert.

2.3.6 Nullfolgen — Suites vers zéro

Folgen sind uns bereits bekannt (vgl. 2.2.1, Seite 8 N — R(N). Folgen also sind spezielle Funktionen
mit Dy = N.) e Nous connaissons déja les suites (voir 2.2.1, Seite 8 N — R(N). Les suites sont donc
des fonctions spéciales avec Dy = N.)

Nullfolgen sind spezielle Folgen, bei denen

. . . . .. A
sich a,, immer mehr an 0 annéhert, je grosser 4
n wird.
e Les suites convergeant vers zéro sont "o
des suites spéciales ot a, s’approche toujours .
plus vers 0, sin s’agrandit. . _—
) ° . . . . ?
" . . 0 . 0o ?
Wihle € > 0 beliebig ~ a, < &, sobald n PR B ;
geniigend gross.

e Choisir ¢ > 0 quelconque ~ a, < €, sin
assez grand.

Bsp.: e Exemple:

>0

11 ] 1
)3)4)"') n

| =

(an) = (=) = [1,

Problem: e Probléme:

Offensichtlich ist es schwierig, die Graphen der Folgen so zu gestalten, dass das Verhalten sichtbar wird.
o Fuvidemment il est difficile de représenter les graphes qui rendent visible le comportement.

Die beiden Aspekte von unendlich — Les deux aspects de ’infini

Auf der einen Seite haben wir den Zugang zum Unendlichen als Prozess: Z.B. eine Nullfolge (a,) hat
unendlich viele Glieder. Man kann eines nach dem andern berechenen. Aber wie viele man auch berech-
net, immer sind es nur endlich viele, die man berechnet hat. Die noch nicht berechneten aber sind immer
unendlich viele. Man kommt dem ,,Unendlichen®“ so zwar néher, aber man hat immer praktisch nichts zu
dem was noch bleibt. Und doch kénnen wir uns vorstellen, dass die Nullfolge immer niher gegen 0 riickt,
wenn wir n wachsen lassen. Bei (a,) = () freilich wird man durch Rechnung die 0 nie erreichen. Das
Unendliche ist hier nur erfahrbar durch den Prozess des stindigen Weiterschreitens, des nie enden
Wollens. Man hat so den Zugang zum Unendlichen durch die Prozesshaftigkeit von unendlich im Sinne
einer Abzidhlung mit Hilfe von N. Bei Folgen haben wir diesen Zugang.

e D’un cété nous avons l’accés & linfini par le processus: P.ex. une suite convergeant vers zéro {(a,)
possede un nombre infini de termes: On peut calculer l'un aprés autre. Mais n’importe combien on cal-
cule, on a toujours un nombre fini de termes calculés. Ceux qui restent forment toujours un ensemble
infini. Comme ¢a on s’approche de "linfini”, mais on n’a pratiquement toujours rien comparé a ce qui
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reste. Mais quand—-méme on peut s’imaginer qu’une suite convergeant vers zéro s’approche toujours plus
de 0 si l'on laisse s’agrandir n. Par (a,) = (%) notamment, on ne peut jamais arriver a 0 par le calcul.
Ici on ne peut faire l'expérience de l’infini que par la qualité du processus en avancant vers l'infini
qui ne se termine jamais. Comme ¢a on arrive a s’imaginer l'infini par le processus de l’énumération a

laide de N. Nous avons cet accés pour les suites.

Ganz anders beim aktualen Zugang: Stellt man sich das Intervall [0, 1] als geometrische Strecke vor,
so muss man feststellen, dass in dieser Strecke offensichtlich unendlich viele Punkte liegen, die sogar von
grosserer Michtigkeit sind als [N|, die man jedoch mit einem Blick erfassen kann. Man hat hier das aktual
Unendliche, unendlich auf einem Blick gefasst in einer iiberschaubaren Strecke. Welch Gegensatz zum
prozesshaften Zugang, wo man nur das Weiterschreiten tiberblickt, nie jedoch das Ende oder das Ziel. An
diese beiden Zugéngen wollen wir uns jeweils erinnern, wenn wir mit dem Unendlichen arbeiten.

o (est tout différent pour laccés par V’actualité: Imaginons lintervalle [0,1] comme segment
géométrique. On doit constater que dans ce segment il y a un nombre infini de points, qui ont méme
une puissance plus grande que |N|, mais qu’on peut saisir d’une seul coup d’oeil. Ici on a I’infini actuel,
infini saisi d’un coup sur un segment bien compréhensible. Quel opposition a l’accés par le processus ot
l’on peut se faire une idée d’avancer, mais jamais du but ou de la fin. Nous voulons nous rappeler ces
deux accés quand nous travaillerons avec l'infini.

U—-Graphen — Graphes inverses

Ein Problem bei der Darstellung von Folgen ist die Prozesshaftigkeit. Was man im Graphen links sieht,
sind die ersten Glieder, die eigentlich nicht gross interessieren. Das was interessiert liegt soweit rechts,
dass es in der Darstellung nicht erfassbar ist. U-Graphen? sind eine Darstellungsart fiir Folgen, die
sich auf das aktual Unendliche stiitzen und den interessanten Teil ins Zentrum holen.

e Un probléme en représentant les suites est la qualité du processus. Ce qu’on voit a gauche dans le
graphe sont les premiers termes qui ne sont pas intéressants. Et ce qui est intéressant est tellement loin
& droite qu’on ne peut pas le repésenter graphiquement. Les graphes inverses? sont une maniére de
représenter les suites qui se basent sur l’infini actuel et qui mettent la partie intéressante au centre.

Im U-Graphen zur Darstellung von Folgen
(ay) skalieren wir die z—Achse reziprok. Das

bedeutet, dass wir den Wert n statt in der Dis- |
112

tanz vom Ursprung x = n nun in der Distanz U-Graph
% rechts vom Achsenschnittpunkt eintragen.
Der y—Wert resp. a,, behalten wir wie iiblich o

. 00..543 2 1 —»0

’

bei.
e Dans le graphe inverse pour représenter la suite {a,) nous choisissons ’échelle réciproque. Cela
signifie qu’on dessine la valeur n a la distance % a droite du point d’intersection des axes, au lieu de
Uindiquer a la distance de l’origine x = n. Nous gardons la valeur y resp. a, comme de coutume.

Bsp.: e Exemple: (a,) = (+) Wir haben das Problem, dass co gar keine Zahl ist. e Nous avons le
probléme que 0o n'est pas un nombre. (0o € N)

Schreibweise: e Facon d’ écrire: Um auszudriicken, dass n immer und immer grésser wird, schreiben
wir: e Pour exprimer que n devient de plus en plus grand, nous écrivons:

n — oo

Problem: e Probléme: Wie hiingen nunn — oo und 1 — 0 zusammen? Ist die Schreibweise ” L = 0"
zuléissig? o Comment n — 0o et 1 — 0 sont—ils liés 7 Est—ce que la facon d’écrire (" L = 0"") est admise?

2Die Technik der U-Graphen ist vom Autor 1980 in Basel vorgestellt worden. e La technique des graphes inverses a été
présentée par 'auteur en 1980 o Bale
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Idee: Betrachte den Kreis {iber dem Ursprung

mit Mittelpunkt M = (0, ) und Radius r = N
1. e Idée: Ftudier le cercle sur l’origine avec / pa=h?=1
le centre M = (0, %) et le rayon r = 1. h=1
Im rechtwinkligen Dreieck AABC, /Y s o .
C = N (Nordpol) gilt der Hohensatz: A .
al =1 p=n

e Dans le triangle rectangulaire NABC, C = N (pdle nord) le théoréme de la hauteur est valable:

h*=1=Ip|-lg|. ~ [pl= 1 Ipl=n = lg|=+.

Wenn nun |p| = n wichst und wiichst (wenn ,n gegen unendlich strebt“) so wird im Grenzfall das
Dreieck entartet: Die Strecke AC wird zu einer Parallelen zur 2-Achse und die Strecke BC wird zu
OC = SC. Das bedeutet: Im Grenzfall "n = oo wird £ zu 0. Im Beispiel (a,) = (+) liegen daher die
Punkte auf einer Geraden durch den Achsenschnittpunkt. Dieser stellt nun hier den als Punkt sichtbar
gewordenen Grenzwert oder Grenzpunkt (0o, 0) dar.

e Si |p| = n devient de plus en plus grand (si ,n va vers infini“), on a au cas limite un triangle singulier:
Le seqgment AC devient une paralléle & laze = et le segment BC' devient OC = SC. Cela signifie: Au
cas limite "'n = oo” L devient 0. Dans Uezemple (an) = (L) les points sont situés sur une droite qui
passe par le point d’intersection des axes. Celui—ci représente maintenant dans ce cas la valeur limite
ou point limite (00, 0) qui est devenue visible.

Vergleiche mit der Skizze: Wie man auch eine

Zahl ¢ > 0 wihlt, so gilt a,, < € von einer e\ (e frei-libre) -
gewissen Schranke oder Zahl Ny = Ny(e) € N o <e

an (n > Np). "

e Regarder l’esquisse: Comme on choisit un

nombre € > 0, il vaut a, < € pour n > Ny, =

NQ = NQ(E) e N.

Dieses Verhalten konnen wir als Grundlage einer abstrakten Definition der Nullfolge gebrauchen, wie
sie heute gebrauchlich ist: e Nous pouvons utiliser ce comportement pour une définition abstraite de la
suite convergeant vers zéro, comme on ['utilise aujourd hui:

Definition: e Définition: (an) Nullfolge e suite convergeant vers zéro ( NF’SZ)

Aad vf;‘>0 3N()EN vn>No : |an| <e

Diese Definition enthélt drei Quantoren V,3,V, was in der Umgangssprache nicht vorkommt. Es braucht
also eine grosse intellektuelle Anstrengung fiir den Lernenden und viel Geduld, um damit klar zu
kommen. e Cette définition contient trois quantificateurs ¥,3,V ce qui n’est pas de coutume dans la
langue parlée. Il faut donc un grand effort intellectuel pour celui qui apprend et beaucoup de patience
pour arriver a un point satisfaisant.

Symbol: e Symbole: (an) NF’SZ~ a, — 0, lim a,=0

n—00

~» ay konvergiert gegen 0 resp. 0 ist Grenzwert von a,. e a, converge vers 0 resp. 0 est valeur
limite de a,,.
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Konvexe Schlingen — Lacets convexes

Wir denken uns im U-Graphen in jedem
Punkt der Folge einen unendlich diinnen Nagel

eingeschlagen. Wenn man um alle Négel einen °
Faden legt und diesen spannt, so entsteht eine ST
konvexe Schlinge. Diese nennen wir die kon- %e®
vexe Schlinge des U—Graphen.

Schlinge-Lacet

e Nous nous imaginons que dans chaque point du graphe inverse on ait planté un clou infiniment mince.
Si on tend une ficelle autour de tous ces clous on obtient un lacet convexe. Nous [’appelons le lacet
convexe du graphe inverse.

Wir sehen sofort, dass bei einer Nullfolge die konvexe Schlinge die y—Achse nur in einem Punkt beriihrt,
in (00,0) ndhmlich. e Nous voyons tout de suite que dans une NF’SZ le lacet convexe touche [’axe y
seulement dans un point: (00, 0).

Wir sagen: e Nous disons:

Definition: e Définition: Eine konvexe Schlinge heisst einfach, wenn sie mit der
y—Achse genau einen Berithrungspunkt hat. Einen solchen
Beriihrungspunkt nennen wir Kontakt. e Nous appelons un lacet
conveze simple, s’il n’a qu’un point ou il touche l'axe y. Nous
appelons contact un tel point de contact.

Man sieht unmittelbar: e Nous voyons tout de suite:

Korollar: e Corollaire: (an) NF’SZ = die konvexe Schlinge beriihrt links nur in (oo, 0)
o le lacet convexe touche a gauche seulement dans (00, 0)

Bsp.: e Exemple:

{1 n=2m-—1, meN /
a/n = L 1

[ 3

0 n=2m, meN

~» Schlinge nicht einfach. e Lacet non simple.
Bsp.: e Exemple:
1
a, = 0.5+ —
n
~» Schlinge einfach. e Lacet simple.

Kontakt in e contact a (00,0.5) = (00, a)

Das letzte Beispiel legt folgende Definition nahe: e L’exemple dernier nous donne la motivation pour la
définition suivante:

Definition: e Définition: (an) konvergiert gegen e converge vers a = (a, —a) NF'SZ
( = einziger Kontakt in e contact unique a (00, a))
a heisst Grenzwert der Folge e s’appelle valeur limite de la
suite
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Symbol: e Symbole: lim a, =a

n—oo
(ay) hat demnach einen Grenzwert, wenn die Folge eine konvexe Schlinge besitzt mit nur einem Kontakt.
e (a,) a donc une valeur limite, si la suite posséde un lacet convexe avec un seul contact.

Definition: e Définition: Eine Folge, die einen Grenzwert besitzt, nennen wir konvergent
( conv ).
e Und suite qui posseéde une valeur limite, s’appelle convergente
( conv ).
Eine Folge, die nicht konvergiert, nennen wir divergent.
e Und suite qui ne converge pas, s’appelle divergente.

Konvergenzkriterien — critéres de convergence

Die Katze beisst sich nun in den Schwanz: Einerseits mochte man Grenzwerte von Folgen bestimmen,
von denen man sich aber erst iiberzeugen muss, dass sie konvergieren, d.h. einen Grenzwert besitzen. An-
dererseits muss man den Grenzwert a schon kennen, um die verfiighare Konvergenzdefinition anwenden
zu konnen. e Le chat se mort maintenant dans la queue: D’une part on aimerait calculer la valeur limite
d’une suite dont on doit d’abord savoir qu’elle converge, ¢.v.d. qu’elle possede une valeur limite. D’autre
part il faut déja connaitre la valeur limite a pour pouvoir appliquer la définition de convergence disponible.

Ein Instrument zur Beurteilung der Konver-

genz ohne Kenntnis des Grenzwertes haben 3 . foe

wir mit dem Kriterium von Cauchy?, ea”_-_! !_._ . -_-I:[—d_-_
das man am U-Graphen unmittelbar ablesen A re
und nachvollziechen kann. Man nennt es auch ) L
grenz-wertfreie Konvergenzdefinition. N -—

v
0
n, m>N,

o Le critéere de Cauchy? nous donne un instrument pour juger la convergence sans connaitre la valeur
limite. On peut le vérifier et comprendre o ’aide des graphes inverses. On [’appelle aussi définition de
la convergence sans valeur limite.

Satz: e Théoréme: Cauchy

(an) konv. e conv. < Ves03INgeN Vnm>No, nomeN © |n — am| < €

Zum Beweis e Quant a la preuve:

= : Klar. e Bien clair.

<—=: Widerspruch, da sonst mehrere Beriihrungspunkte. e Contradiction, si non plusieurs points de
contact.

Definition: e Définition:

yo Hiufungspunkt ( HP’PA) von (a,) :

e yp point d’accumulation ( HP’PA) de
(an) : & Vu.(yy) 3 oo viele Folgeglieder in
U:(yo) o termes dans U-(yo)

Man merkt gleich, dass Grenzwerte HP’PA sind. Weiter ist ein HP’PA in einem U-Graphen immer
Kontaktpunkt. e On appercoit tout de suite que des wvaleurs limites sont des HP’PA. En plus un

3Cauchy: 1789-1857
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HP’PA est dans le graphe inverse toujours un point de contact.
Weiter gilt der erstaunliche Satz: e En outre le théoréme étonnant suivant est valable:

Satz: e Théoréme: Jede Folge besitzt mindestens einen HP’PA, der auch +oo sein kann.
e Chaque suite posséde au moins un HP’PAqui peut étre aussi £00.

Um diese Tatsache einzusehen, betrachten wir

in einem U-Graphen die Kontaktpunkte. Falls * L e
+o00 HP’PA ist, brauchen wir nichts zu zeigen. v h ho Yigss et 0"
Sei also +00 nicht HP’PA. Die Kontaktpunkte h f,z al v %:."-'" <t
und damit unendlich viele Folgenglieder liegen o _'..'.._".' Pa—
somit in einem endlichen Intervall Iy = [yl, yg] Y% ** -
der Lange h.

Teilen wir dieses Intervall durch y3 in der Mitte, so ergeben sich zwei neue Teilintervalle [y, ys], [y3, y2]
der Liange %h, von denen in mindestens einem wieder unendlich viele Folgenglieder liegen. Dieses eine
Intervall nennen wir I>. Mit I> verfahren wir genauso und erhalten ein Intervall I3 der Lange (%)Qh mit
unendlich vielen Folgengliedern und so fort. Nach n solchen Schritten haben wir ein Teilintervall I, 1 der
Lénge (%)("‘H)h mit unendlich vielen Folgengliedern. Daraus ersieht man, dass sich bei der Fortsetzung
dieses Prozesses die Intervalllinge auf 0 zusammenzieht und so ein Kontaktpunkt entstehen muss. Dieser
ist aus dem Prozess ersichtlich ein  HP’PA. (Nach Konstruktion existieren in jeder Umgebung Intervalle,
die unendlich viele Punkte enthalten.)

e Pour pouvoir comprendre ce fait nous étudions dans un graphe inverse les points de contact. Si oo
est HP’PA, on n’a rien a démontrer. Soit donc oo non HP’PA. Les point de contact et avec eur un
nombre infini de termes de la suite sont donc situés dans un intervalle fini Iy = [y1, y2] de longueur h. Si
lon partage cet intervalle au milieu par ys, on obtient deux nouveauz intervalles partiels [y1,ys], [ys,y2)
de longueur %h dans au moins un desquels un mombre infini de termes de la suite sont situés. Nous
appelons cet intervalle Iy. Pour I nous appliquons la méme méthode. Puis nous obtenons un intervalle
I3 de longueur (%)Qh qui contient un nombre infini de termes de la suite etc.. Apres n étapes on a
un intervalle partiel 1,41 de longueur (%)("‘H)h avec un nombre infini de termes de la suite. On voit
donc qu’en continuant ce processus la longueur de l’intervalle se réduit vers 0. On arrive a un point de
contact. Celui—ci est un HP’PA comme on voit du processus. (D’aprés la construction, dans chaque
voisinage il existent des intervalles qui contiennent un nombre infinie de points.)

Bsp.: e Exemple: Sei o Soit n €N, a,:=sin(n) ~ a, € (0,1), a, #0
1. Annahme: e Supposons: ap, =sin(n) =+1~ n=k-n(k€Z) = (vr= % €eQ) v (k=0)
= Widerspruch! e Contradiction!

2. Annahme: e Supposons: a, = a,, = sin(n) =sin(m) (n,m € N A n#m)
-n m+mn
eQvrn=———€Q, (k#0)V(k+1#0
Qur= i eQ (£ 0)V (+1£0
= Widerspruch! e Contradiction!

~ m=n+k2nrVm=n-—n+k27 = 7= m2k

Konsequenz: e Conséquence:

{an | (an) = (sin(n))} € (0,1), [{an =sin(n) | n € N} = [N| <[(0, 1)]
~ {ap) ist in (0,1) verteilt und es gibt mindestens einen Haufungspunkt. Doch ist es momentan
iiberhaupt nicht vorstellbar, wo ein solcher in (0, 1) liegen kénnte.

o {(a,) est distribué dans (0,1) et il y a au moins un point d’accumulation. Mais momentanément, de
toute fagon il n’est pas imaginable ot un tel point pourrait étre situé dans (0,1).



46 KAPITEL ¢ CHAPITRE 2. REELLE FUNKTIONEN — FONCTIONS REELLES

Definition: e Définition: (by,) Teilfolge von e suite partielle de (a,) : <
(by,) entsteht aus (a,) durch weglassen von Gliedern
o (by,) est déduit de (ay) en tracant des termes.

Symbol: e Symbole: (b,) C (a,)

Dabei kann man beliebig viele Glieder weglassen. Die Reihenfolge darf aber nicht geéndert werden. Und
die Nummerierung muss angepasst werden. e On peut laisser tomber un nombre quelconque de termes,
mais il ne faut pas changer 'ordre. Et I’énumération doit élre adaptée.

Es ist sofort einsichtig, dass gilt: e On woit tout de suite qu’il vaut:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: (bn) C(an), an —a
Beh.: e The.: b, — a

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: yo HP’PA von e de (ay)
Beh.: e The.: .y Clany & bn — Yo

Definition: e Définition: (a,) Majorante von e majorante de (b,):

= 3NUENVH>NU : |CL,,L| > |bn|

~  (b,) Minorante von e minorante de (a,)

Mit Hilfe eines U-Graphen macht man sich

leicht das folgende Majorantenkriterium (a,)
klar: e A [’aide des graphes inverses on com- (b)
prend facilement le critére de la majorante g "
suivant:
Satz: e Théoréme: Majorantenkriterium e critére de la majorante

Vor.: e Hyp.:

(an) NF’SZ und Majorante von e et majorante de (by,)

Beh.: e The.: (bn) NF’SZ

Vgl. U-Graph e Voir graphe inverse:

(a,) NF'SZ < (la,|) NF'SZ Y (a)

0 (a1}

Satz: e Théoréme: (an) NF'SZ & (lan|) NF'SZ
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Bsp.: e Exemple: Es gilt: o I] vaut:

, ] y
n>1 p>1 = In(n) <ln(p™) =n In(p) 1 xinie) ()
= n < p" fir e pourn > Nj. .

Das sieht man aus den Graphen von: e (Ca se
voit des diagrammes de:  f(x) = In(x)

und e et g(x) =z In(p) = z-c. (Vgl. auch die X tan(a) = Inp) > In(1) = 0

Umkehrfunktionen. e Voir auss: les fonctions .

inverses.)

& () =gt <= (an) = (5) NFSZjg|<1 = |g" <~ = (b} = (ig|") NF'SZ
—_— = (= = — = (— — = .
' P q " an " )y 1d q " n q

Beweis: e Preuve

ﬂ
n Y\ n-1 n—2 ;2 nn—1 , 5, 1 o .
1"+ ) 1 d+ 5 1 d =1+nd+Td =1+nd—§d +?d > n fiir e pourn > Ny

1
lgf <1 = 1< =1+d = W=(1+d)”=1”+(1>1"1d+<>1" 2d 4. 4+ dm >

~n2

1
~ n>Ny = —>|¢|", lim |¢|" =0 ©
n n— oo

Definition: e Définition: Die Folge e La suite (b,) = (¢") heisst geometrische Folge
e s’appelle suite géométrique.
(Allgemeiner: e Plus générale: (b,) = c-(q"™))

Korollar: e Corollaire: lgl <1 = (an) = (lg|") = (bn) =(¢") — 0 ( NF'SZ)
g=1= (a,)=(1")—1
g=—1 = (—1)") — +1 (2 HP'PA)

a
g>1 = (ap)
¢g< -1 = (a,

n> (DiV.) o div.
(") — +o00 (Div.) e div.

=
> =
= (g
> =
Bemerkung: e Remarque:

Geometrische Folgen sind keine polynomiale Folgen mehr wie z.B. die arithmetischen Folgen es sind
(@, = a1 + (n — 1) d). Sie verhalten sich exponentiell, denn a,, = ¢"~! ist ein Spezialfall der Funktion

1 .
flx)=q¢"1= . = ¢" =c-¢", zum Beispiel f(z) =c-e”

o Les suites géométriques ne sont plus de suites polynomes, p. ex. comme on sait des suites arithmétiques
(an, = a1 + (n —1)d). Elles se comportet de fagcon exponenticlle, car a, = q"~* est un cas spécial de

—_

flx)=q¢"1= . - ¢* =c-¢%, comme par exemple f(x) =c-e”.
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Nebenstehend ist eine Iteration einer

Ahnlichkeitsabbildung gezeigt. Man priift
[ sofort mnach, dass die Teilpunkte auf den
Schenkeln je eine geometrische Folge bilden.
Wir sind hier mitten in der Geometrie. ~»
Geometrische Folge.
e (li-contre, on wvoit une itération d’'une
transformation par similitude. On controle
tout de suite que les points d’intersection sur
les cotés forment une suite géométrique. Ici
nous sommes directement dans la géométrie.
~»  Suite géométrique.

Problem: e Probléeme:

16 4 oo g 1
2E B samn

|
|

128] 12
|
|

64

a) Totale Streckenldnge: b) Totale Streckenlénge:

e Longueur totale du chemin: e Longueur totale du chemin:

L=1+242242% 4. .. = 1424+448+... — o0 et 11 IR S S ?
= +2+22+23+...— +2+4+8+...—>.
Vergleich: e Comparaison:

A=2 1/8...
A —1+1+1+1+ <1l+1=2
tot — 2 4 8 ce e > —
1 1 172 [1/4 Frage: o Question: Ay — 2
Hinweis: e Indication: Man denke an
1 1 das Problem von Archilles mit der Schild-

krote... e Pensons au probléme d’Achille
avec le tortue. . .

Um das obige Problem zu lésen miissen wir die Summe der Glieder einer konvergenten geometrischen
Folge exakter behandeln: e Pour résoudre ce probléme, nous devons traiter de probleme de la somme
des termes (membres) d’une suite géométrique et convergente de fagon plus exacte:

Definition: e Définition: Die Folge e La suite {(c,) = (Y. ¢~)
k=0

heisst geometrische Reihe os ‘appelle série géométrique.

Es gilt: o Il vaut:
1—qn 1
(I+q+@+. A" ) Q- =1-¢" = 1+q++...+¢" ' = 1—qq — 14 ld<D
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Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.: lg <1
. n k 1
Beh.: e The.: (> ¢")—» —
k=0 l—q

Bemerkung: e Remarque:

Falls man weiss, dass die Reihe konvergiert, kann man den Grenzwert auch wie folgt berechnen:
e Si on sait que la série converge, on peut calculer la valeur limite comme il suit:

2, .3 2., .3 1
r=14+q+¢G+¢+...=1+q-(1+q+¢+¢+..)=14q-z = z-1—-q¢ =1 = xzﬁ
) 1 1 1
~» Konsequenz: e Conséquence: A,y =1+-+-+—-+...= =71 =2
2 4 8 1-35 3
Im nebenstehenden Bild ist ein unendlich
hoher Turm mit quadratischem Grundriss
gezeigt. Der Volumeninhalt ist: e Dans
limage ci-contre, mnous wvoyons une tour
infi-niment haute avec plan carré. Le volume
est:
1 1 1
Vel (2)2 4 (—)2 4 (=2 _
F P+ )+ ()

L S I | _1_47,é

1T eETET T o1 T3 TR
(h=1+14+1+...— 00)
Weitere Beispiele: e D’autres exemples:

1 1 1 1 1 1 1 1

A =14+-+-+-+4...= =2 b) Aie =1+=-4+—-+—-+...= =2

a) Ao =145+ 3+5+ 1-1 J A =1+t gtgt 1-1
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Weiter wissen wir, dass jede Folge mindestens einen HP hat. Was heisst das fiir Folgen, die monoton
und beschrankt sind?
e En oulre nous savons que chaque suite a au moins un PA. Qu’est—ce que ¢a signifie pour une suile
monotone et bornée?

Vgl. U-Graph e Voir graphe inverse:

Sei: (a,) monoton wachsende und beschréinkte
Folge

e Soit: (a,) suite croissante monotonement
et bornée.

Wegen der Monotonie kann die Folge im
U-Graphen nur einen Kontakt haben, der
beschriinkt (# +00) sein muss e A cause de
la monotonie la suite ne peut avoir qu’un seul
contact dans le graphe inverse, qui doit donc
étre borné.

Ebenso fiir fallende Folgen e De méme pour des suites décroissantes.

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

{ay) monoton und beschrinkt e monotone et borné

Beh.: e The.:

(an) konvergent e convergent

(Eselsbriicke: Denke an die konvergente Lektion: Sie ist monoton und beschrénkt.
e Moyen mnémotechnique: Penser & la lecon convergente: Elle est monotone et bornée.)

1
Bsp.: e Exemple: Sei o Soit a1 =2, aa =3, apy1 =ap + ———
(an—1)"
1 ! >0 = <an+
L — a an +———=a
(an—l)n mn mn (an—l)n n+1
~» (a,) monmoton wachsend e (a,) croissante de fagcon monotone
1 11 1 1
2. ap+1 an+(an_1)" < n-i-m = an+2—n < an_1+F+2—n < an_2+m+ﬁ+2—n <
1 1 1 1 1 1 1 1 1
<a1+§+2_2+"'+2n—2+ﬁ+2_n:2+§+2_2+"'+2_n:1+1+§+2_2+"'+2_n:
"1 1— (3t
:1+Z2—k—1+ 1_21 <l+-—F=1+2=3~ (an) beschrinkt e (a,) bornée
k=0 2 2

3. (an) monoton und beschrénkt ~» (a,) konvergent
e (ay,) monotone et borné ~ (ay) convergente

Rechenregeln — Reégles de calcul

Seien e Soient {(an),(b,) Folgen mit e suites avec a, — a, b, — b, c €R.
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Mit Hilfe von U-Graphen kann man die meisten der folgenden elementaren Regeln sofort ablesen:
e Dans la plupart des cas suivants on peut se rendre compte tout de suite a l’aide des graphes inverses
que les régles sont valables:

Regeln: e Regles:

1. ap+b, —axb 6. ¢, c* def. o défini = ¢ — c*
2. ap-b, —a-b 7.cm =0 =1

3. ap-c—a-c 8. sin(a,) — sin(a)

4. b,b, #0 = Z—: — % 9. cos(a,) — cos(a)

10. Mehr bei den stetigen Funktionen.
e Davantage lors des fonctions contin-
ues.

C C 3 5. y C C
5. a$,a® definiert e défini = af — a

Bsp.: e Exemple:

Trick: e Truc: Bringe alle Potenzen in Zdhlern zum Verschwinden: Dividiere hier Zahler und Nenner

durch n?. e Faire disparaitre toutes les puissances dans les nominateurs et les dénominateurs: Diviser

les nominateurs et les dénominateurs par n®. ~»

1 11 1
Stltn 1, ateEty 1 04+0+0 0
&—N.COS(_):W.COS(_) - ﬁ.cos(o):?l:o
+ (=3n) +2n n 54_(_3)54_2 n +(=3-0) +

Die Eulersche Zahl als Grenzwert — Le nombre d’Euler comme valeur limite

In 2.3.1 auf Seite 30 wurde der Wert e Dans 2.3.1 a la page 30 la valeur
e = 2.718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724077 . . .
genannt. Woher kommt dieser Wert? e était mentionnée. D’ou vient cette valeur?

e ist eine Zahl, die man als Grenzwert einer Folge definieren kann: e e est un nombre qu’on peut définir
comme valeur limite d’une suite:

1 no]
Definition: e Définition: (a) e:= lim a, := lim (14 —)", (b) e:= lim —
n—oo n—oo n n—oo = k!

Problem: e Probleme: (a) Konvergiert diese Folge? e (a) Est—ce que cette suite est convergente?

Konzept: Wir zeigen zwei Dinge. Erstens: (a,) ist beschriinkt. Zweitens: (a,) ist streng monoton wach-
send. Somit muss (a,,) konvergent sein. Man kann den Rechner einsetzen, um zu numerischen Nidherungen
zu gelangen.

e Concept: Nous démontrons deux choses. Premiérement: (ay) est borné. Deuxiémement {a,) est crois-
sant de fagon stricte. (ay) doit donc étre convergente. On peut utiliser l'ordinateur pour obtenir des
approximations.

1 n n\ 1
1. 1 =(14+ )" = 1+ Z
<an=( n) <0> <1>n
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A ) ) no2) M
Yo 2-n- N 2-3-n-n N n) nn"
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 3 1
S R e R O QR [P U 1 1- 31—y 44—
T R TCEN S C R IR O B TG 1 R [ R R
S A I T S
2 2 3 23 4
TP PRV SR U SV I LI S — TR
- 2 6 24 120 720 5040 @ 42320 362880(=r) r-10 r-10-11 7 T
=a+ ! € I NI A S
T T 362880(= 1) r-10 r-10-11 T TN T0T 10010 T 10-10-10 1 T
1 1 1
— I — 4 —f—— 4. )= S(1.1111..) ==z € R,
a+7r( +110+1100+11000+ ) 1a+7“ (1 )=z
=92 — — —_— —_— —_— _— _ , . . h’ 4
a +2+6+24+120+720+5040+42320 = Vpen 0<a, <z = (a,) beschr’borné
1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 3 1
2 an=1+4+14+-(1-)+=-=1-=)1-)4+=-=.= - ) (1= =) 4.+ —
an 1+ +21( Tf);FQ 3(1 o) 2n)+121314( 1n)( nz)( n)+3 T S
141 — )= ol ———) (1 ——— ) == 1— 1— 1— .=ay
)y s )t g ) ) ) = e
~ 7<” ist richtig e est juste.
1 1 1 1
D Car a de — > —— folgt il suit (1 — — 1-— .
enn wegen e Car a cause de n>n+1 olgt e il suit ( n)<( n—i—l)

Zudem hat a,y1 einen positiven Summanden mehr. o En plus a,1 posséde un terme positif de
plus dans la somme.

~> a, ist streng monoton wachsend e est croissant de facon monotone et stricte. @
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
fan) = (1 + )"
n n
Beh.: e The.:

(apn) conv (Grenzwert = e o Valeur limite = e)

Bemerkung: e Remarque:

Man kann zeigen, dass gilt: e On peut montrer:

1.e£Q
1
2.e=2+ 1 =
1+2 1
+1 1
+1+ !
44 ...
2+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+
1 2 1 1 4 1 1 6 1 1 8 1 1 10 1
3 iO:l 1+1+1+1+ 1+1+1+ L +
. e= —=—4+—4+—=4+—+4+...= -+ —
i k! o 1t 20 3l 1 1.2 1-2-3

Vgl. Potenzreihen e Voir séries de puissances

L 1 1 1 1 1
Konvergenz: e Convergeance: ¢, = Tttt oot
ik o1 2! ! n!



2.3. REELLE ZAHLEN UND FOLGEN — NOMBRES REELS ET SUITES 53

~ Vg Cn+1 = Cn + > Cnp,

(n+1)!
2.70833 < —1+1+1+1+1+ +<1+1+1+ +1+
' T T T Ty T 1 2 T
=2.70833
SIS S Q= SR N P
j=1 2¥ 1-3
~» 2.70833 = 2.708333333 ... < coo =€ < 3
Rekursionsformel fiir Kettenbriiche — Formule de récurrence pour le développement en
fraction continue
1
Problem: e Probleme: Wie findet man e Comment trouver e = 2 + T =
1+
A S
1
1+ ———
1
+ 44 ...
21 1 1 1 1 14_14_14_14_14_1_{_1_{_1_{_1_{_1_{_7
+1+2+1+1+4+1 1 6 1 1 8 1 1 10 1 ’
Sei [z] die Gauss-Klammer—Funktion von z. Soit [x] la fonction aux parenthéses de Gauss de z.
1
Sei o Soit z:=2z9 =21 + i , z2=20:=20 €ER, 2z €Z (k €N)
22 + 1
ot ————
25 +
> 26+ ... ) ) )
Wir schreiben: e Nous écrivons: z := xg = [xo] +70 = [x0] + — = [x0] + ——— = [x0] + — =
1 [331] + 7 [331] 4+ =
T2
1 1 1
= [xo] + = [x0] + = ..., TEi= e(-1,1)
1 1 e
[1]+[x]+7~ [z1] + T
2 2 [.172] + —
€3
1 1
~ z=2x ro = — = o — [zo] = rn=——"
T %o~ 0]
7“1:—:331—[331] = I9 = ————
T2 1 —1 [301]
7“2——:332—[332] = 3= ————
T3 Xro — [332]
1 o
R = =ap =[] = T = ———
Tht1 Tg — [4]
1
Formel: e Formule: 20 1=z =T0, 21 = |%20] = [To], Zk41 = [zk] =] |, E>1

Tk—1— [Jck—l]

Hinweis: e Indication: Die Programmierung dieser Formeln z.B. mit Mathematica ist sehr einfach
(vgl. Mathematica—Demo-File CM9). e La programmation de cette formule p.ex. avec Mathematica est
trés simple (voir fichier de démonstration en Mathematica CM9).
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Die harmonische Reihe — La série harmonique

Definition: Définition: 1
efinition o Définition _|_ +3+4+5+ + + . Zk

heisst harmonische Reihe e s’appelle série harmonique

Wir wollen etwas vorgreifen. Mit Hilfe der Integralrechnung und des Minorantenkriteriums koénnen wir
spater zeigen, dass die Harmonische Reihe divergiert. e Nous allons regarder un peu en avant. A l’aide
du calcul intégral et du critére de la minorante nous pouvons montrer plus tard que la série harmonique
diverge.

Direkt kann man das wie folgt einsehen: e Directement on peut le voir comme il suit:

+1+1+1+1+1+1+ >1
2 3 4 5 6 7 7
=%+% 1 1,1 1,1 1
>3+i=3  Zstststs=:

+...—

| =

+

[\)
| =

Nun zu einer Anwendung von Folgen aus der Finanzmathematik:
e Voila une application des suites dans les mathématiques des finances:

2.3.7 Stetige Verzinsung — Continuement rapporter des intéréts

Sei Ky = Anfangskapital, K, = Kapital nach m Perioden, p = Zinsfuss, t = n—ter Teil des Jahres, Z,, =
Zins nach m Perioden.

e Soit Ky = capital initial, K, = capital aprés m périodes, p = taux d’intérét , t = n—éme partie de
lannée, Z,, = intérét aprés m périodes.

Fiir den Zins und das Kapital nach m Jahren gilt, wenn das Geld auf der Bank bleibt: Si on laisse I'argent
a la banque, il vaut pour 'intérét apres m années:

~ 100
K1=K0+Z1=K0+K0'%ZKo-i-KO'E:KO'(l—i-E)

KQ=K1+Z2=K1+K1-E=K1-(1+E):KQ-(1+5)2

Kp=Kni1+Zn= m—1+Km—1'5:Km—1'(1+5):KO'(1+5)m

Fiir den Zins und das Kapital nach m Perioden eines Jahres mit h Perioden gilt, wenn das Geld auf der
Bank bleibt:
e Si on laisse l’argent a la banque, il vaut pour lintérét aprés m périodes de année avec h périodes:

h-T =1 (Jahr) e (année)

3 3
K1:K0+Z1:K0+KOE:KO(1+E)
3 3
K2:K1+ZQZK1+K1.E:KO.(1+E)2
: - .
Kn=Kni1+Zn= m_1+Km'E:KO'(1+E)

Fiir den Zins und das Kapital nach m = n - h Perioden in n Jahren mit h Perioden pro Jahr gilt, wenn
das Geld auf der Bank bleibt:
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e Si on laisse l'argent a la banque, il vaut pour lintérét aprés m = n - h périodes apreés n années avec h
périodes:

1 h
m:n-h,iz— W=- h-T=1
£

1
n

n-h'-e
)

Enh
Kn,TZKO'(lJrg)”’ =Ko (1+

Fiir T — 0 und gleichzeitig h — oo, h’ — oo gilt:
e Pour T — 0 et en méme temps h — oco, h' — oo il vaut:

1
n

1

- )h')(an) - K, .e(an)

Zl"HnO KrL,T = Kn,O = KO'Lim}L’ﬂoo(l'i_ )hlf% = Ky~ (leh’—>oo(1+

Die erstaunliche Erkenntnis hier ist, dass das Kapital bei stetiger Verzinsung zwar exponentiell wéchst
und damit aber immer endlich bleibt.

e Quant a cette déduction , la découverte importante est que le capital croit de fagon exponentielle. Mais
il ne devient jamais infini.

p

K llar: C llaire: =
orollar: e Corollaire € 100

= Kno=Ko-e"

2.4 Grenzwerte bei Funktionen — Valeurs limites de fonctions

2.4.1 Konvergenz bei Funktionen — Convergence de fonctions

g f
I g(n):an =Tn

/ N
Betrachte: e FEtudier: n f(xn) = flan) = f(9(n)) = yn
AN /

Durch Zusammensetzung von (a,) und f er-
halten wir eine neue Folge (yy,) ‘
e En composant (a,) et f nous obtenons une
nouvelle suite (yy).

Sei o Soit ap =x, — ag =9 N Yo = f(zn) = flan) — yo.
D.h. ¢ ¢. v.d: lim f(z,)= lm y, =yo
n—oo n—oo

Achtung: e Attention: Yn = f(xn) = flan) — f(xo) = f(ag) wird nicht vorausgesetzt!
oy, = f(zn) = flan) — f(xo) = f(ag) nest pas postulé!
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Bsp.: e Exemple:

f
X2+ 2
x? z <0
f(x) - {x2+2 xZO Xzy
X
. . T |
Sei weiter: e Soit en outre:
1 . . 1
Tp,=—, >0 = lim f(z,)= lim — +2=2= f(0) = f(zo) AN
nl n— oo n—oo n 1 75

Konsequenz: e Conséquence: lim f(z,)=f ist ein Spezialfall e est un cas spécial !
n—oo

(zo)
Aus z,, — x¢ folgt nicht unbedingt auch f(z,) — f(zo)
e De x, — xy on ne peut pas toujours déduire f(xz,) — f(xo).

Daher definieren wir fiir den Spezialfall, in dem lim f(z,) unabhingig von der gewéhlten Folge z,,
n—oo
immer gleich ist: o C’est pourquoi nous définissons pour le cas spécial, dans lequel lim f(x,) ne change
n—oo

pas et ne dépendant pas de la suite x,,:

Definition: e Définition: f hat fiir ¢ — z(¢ einen Grenzwert e f possede une valeur
limite pour x — xq :

< lim f(z,) hingt nicht von der gewihlten Folge ab
n—oo

e ne dépend pas de la suite choisie

© Iy V(zn), wn—ao nh_,néo f(@n) =0

Abstrakter formuliert: e Dit de facon plus abstraite:

& Vez03650 ¢ Vaeus(zo) ¢ f(@) € Ue(v0)

Oder: o Ou bien: <
fy ye

Ves03s>0 ¢ vm, |lx—zo|<5 * |f($) - yOl <e¢ [ e f
f(x)

il
i f(x) -
yye / } [0) - v,
| " X

Die Definition der Konvergenz fiir Funktionen ist somit ein Spezialfall von Konvergenzverhalten von
Folgen. e La définition de la convergence pour une fonction est donc un cas spécial de la définition de
la convergence de suites.

Konsequenz: e Conséquence: Speziell fiir die Konvergenz der Folgen (y,) gelten die vorgingig
erarbeiteten Konvergenzsitze fiir Folgen immer noch! e Spécialement pour la convergence des suites
(yn) les théorémes de convergence pour les suites, qu’on a élaboré avant, sont toujours valables!

Bsp.: e Exemple:

Aus der geometrischen Erfahrung weiss man:
e De [’expérience géométrique on sait:

x>0 = sin(x) <pb=z< tan(x)
x tan(x) 1 z—0

= 1< < = 1 i 5=
sin(z) ~ sin(z)  cos(x) 7 sin(x) < b=x<tan(x)
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X X
= V., 1< < = 1l=1lml<1 < 1i =1 = lim —— =1
ver i 1S s S cos(x) lim 1< Ty oy S dim cos(@) Lo
sin(x)

Ebenso zeigt man: e Avec la méme méthode on déduit: lim =1

x—0
2.4.2 Einseitige Limites — Limites unilatérales

Betrachte: e Etudie: 'liné f(z) mit e avec f(z)=+x

Man merkt sofort: e On wvoit tout de suite:

lim \/z ist fir z, = -, n € N sinnlos

Tp—

° 1im0\/5 n’a pas de sens pour T, = }n, n € N.
Tp—

~» lim y/r macht nur Sinn, wenn man den Definitionsbereich einschrinkt auf Ry

x,—0

e lim /z a de sens seulement si l’on restreint le domaine de définition sur R .

x,—0

~» Schreibweise: e Facgon d’ écrire: 11?01\/5 =v/0=0.

Problem: e Probleme: Diese Idee wollen wir allgemein fassen. e Nous voulons poursuivre cette
idée de fagcon générale.

Untersucht werden soll der Limes der Funktion f(z) an der Stelle .

e Il faut examiner la fonction f(x) a la place xg.

Definition: e Définition: Sei o Soit x <z, Dj=(—00,z0).
~ lim f(2)|s<az, ;= lim f(z) heisst
T—xTo zTxo

Linksseitiger Limes e s’appelle limite a gauche

Definition: e Définition: Sei o Soit x>z, Dj = (9, +00).
~ lim f(2)|e>z, = lim f(z) heisst
T—x0 xlxo

Rechtsseitiger Limes e s’appelle limite a droite

Konsequenz: e Conséquence:

1iTm flx) = 1ilm f(x) ist eine besondere Forderung. e est une exigence spéciale.
X |To xrlTo

Aus der Logik wissen wir: Falls fiir x < xp und fiir z > x( eine bestimmte Beziehung gilt, so gilt sie auch
fiir (x < 29) V (x > x0). o Selon la logique nous savons: Si pour x < xy et pour x > xo une certaine
relation est vraie, elle est aussi vraie pour (x < zo) V (z > xg). ~

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
lim f(z) = lim f(x)
zTxo x|xo

Beh.: e The.:

lim f(x) existiert e existe

T—xTg

und e et 1iTm flx) = 1ilm f(z) = lim f(z)
X |To xrlTo

T—xTo
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Bsp.: e Exemple:

f@) = = o =0¢ Dy, lImf(@) =1, lmfz)=1 = limf(@) = lim f() = lim f(z) = 1

sin(z)

Das Beispiel zeigt, dass im Falle xg ¢ Dy

(Definitionsliicke in z() der Limes lim 1 Ay
T—xT0
trotzdem existieren kann. Durch die Defini- \3'(-/
tion f(xg) := lim f(x) ldsst sich dann
T—x0 X
die Defini-tionsliicke auf natiirliche Weise -
«“ x=0 ¢ D,
,Stopfen®. f
o L’exemple nous montre que dans le cas xg ¢ Dy (lacune de définition a o) la limite lim peut
T—T0o
exister quand méme. On peut supprimer cette lacune par la définition f(xg) := lim f(z) de fagon
T—T0o
naturelle.
2?2 —1 .
Bsp.: e Exemple: f(z)= T Dy =R\ {1}. Fiir x # 1 kann man jedoch kiirzen:

e Pour x # 1 nous pouvons simplifier la fraction: ~

21 —1 1 -
f(x)z”;_l _e x)_(””;r ) —at1 = lim f(z) = lim =

1
=lmz+1=1
1 x—0

2.4.3 Stetigkeit — Continuité

Flugbahnkurven von Objekten der Makrophysik sind immer Kurven, die keine Liicken aufweisen. Das

Objekt kann nicht augenblicklich seine Position wechseln, ohne dafiir Zeit aufzuwenden: Es kann nicht

»springen®, es muss sich stets bewegen. Bahnkurven nennt man daher stetig. Man kann sie mit einem

Zeichenstift in einem Zuge skizzieren, ohne den Stift abheben zu miissen. Ist die Bahnkurve durch eine

Funktionskurve dargestellt, so gilt in jedem Punkt (xg,y0 = f(z¢) daher: alirgl flx) = flxzo) = yo.
o

Gleiches gilt fiir den Rand begrenzter Flichen. Das motiviert uns zu der folgenden Definition:

e Les courbes de wol des objects de la macrophysique (physique phénoménologique) sont toujours
des courbes qui n'ont pas de lacunes. Car l’object ne peut pas changer de position en un clin d’oeil
sans consommer de temps: Il ne peut pas ”sauter”, il doit toujours avancer continuellement. C’est
pourquoi on appelle les courbes de vol continues. On peut les dessiner avec un crayon en un seul trait
sans devoir lever le crayon. Si la courbe de wvol est représentée par un graphe d’une fonction, il vaut
alirgl f(x) = f(xo) = yo pour chaque point (xo,yo = f(xo). Une chose pareille vaut pour le bord de
o

surfaces borneées. Cela nous donne la motivation pour la définition suivante:

Definition: e Définition: f(z) heisst stetigin zp e f(z) s’appelle continue ¢ zg

: & lim f(z), f(ro) existieren und e ... existent et
T—TQ

hmo f(x) = f(x0)

r—x

(Schreibweise: e Facon d’ écrire: , stet’cont “ fiir stetig o pour continue)

Bemerkung: e Remarque: Eine in x( stetige Funktion hat dort somit keinen Sprung, keine
Definitionsliicke und keinen Pol. e Donc, une fonction qui est continue a xo n’y saute pas, n’y a pas de
lacune de définition et de place de péle.

Diese Definition ldsst sich sofort auf ganze Urbildmengen ausdehnen. f nennen wir stetig auf M, wenn
f in jedem xg aus M stetig ist: o Nous pouvons tout de suite extendre cette définition pour des ensem-
bles d’originaux complets. Nous appelons f continue sur M, si f est continue a toutes les places xg de M :
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Definition: e Définition: f stetig auf M e f continue sur M

: & Vaoem f(x) stetig e continue.

Wir fassen es noch abstrakt, indem wir die schon erwidhnten abstrakten Definitionen kombinieren:
e Nous le répétons encore de facon abstraite en combinant les définitons abstraites que nous venons de
discuter:

Definition: e Définition: f stetig auf M e f continue sur M

& VaogeMm 115510 f(x) = f(x0)
e oneM vf;‘>0 36(1‘0,6)>0 : vm, |x—x0|<6(x0,e) * |f($) - f(xO)l <e
g oneM Ves0 36(3L~0,es)>0 : vl‘eUd‘(woya)(l‘[}) : f(x) € Ue(f(xo))

Bemerkung: e Remarque: Nach dieser Definition wihlt man sich zuerst ein x¢g € M aus
(Vaoenr). Dann wihlt man sich ein ¢ € R* aus (Ves¢). Dann gilt es dazu ein 6 € RT zu finden (J5x0).
Dieses 6 muss demnach auf die vorher gewédhlten Parameter € und zy abgestimmt sein. Man muss ja ein
geeignetes § finden, das bei den schon gewéhlten € und xg die dann folgenden Bedingungen erfiillt. Das
heisst: Ein geeignetes ¢ hingt demnach von £ und xg ab: 6 = d(xg, €).

e D’aprés cette définition il faut d’abord choisir un xg € M (Vpoenr). Puis on choisit un e € RY (Veso).
Puis pour ce choiz il faut trouwver un 6 € RY (J550). Ce & doit bien jouer avec les parametres € et
qu’on a choisi avant. 1l faut trouver un 6 convenable, qui satisfait les conditions qui suivent pour le € et
le xo choisi. Ca veut dire: Un 6 convenable dépend donc de € et x¢: 6 = 6(xo,€).

Konsequenz: e Conséquence: Fiir die Stetigkeit auf einer Menge M gilt:
e Pour la continuité sur un ensemble M il vaut: d = (x0, ).

Ist M speziell ein Intervall I, so bedeutet das, dass f in I keinen Sprung, keine Definitionsliicke und
keine Polstelle hat. Der Graph ist problemlos in einem Zug skizzierbar. e Si M est spécialement un
intervalle I, ¢a signifie que f ne saute pas, n'a pas de lacune ni de place de pole. On peut dessiner le
graphe sans probléme en un seul trait.

Am Ende eines abgeschlossenen Intervalls kann es jedoch Probleme geben, wenn die Funktion ausserhalb
des Intervalls nicht mehr definiert ist. Daher benutzt man dort folgende Definitionen: e A la fin d’un
intervalle fermé on peut avoir des problemes si la fonction n’est plus définie en dehors de l’intervalle.
C’est pourquoi on utilise les définitions suivantes:

Definition: e Définition: f heisst linksseitig stetig in zg e f s’appelle continue de
gauche ¢ 7y : & 1iTm fx) = f(xo)
T|xo

Definition: e Définition: [ Theisst rechtsseitig stetig in zg e f s’appelle continue de
droite ¢ zy : & 1ilm fx) = f(xo)
xTlTo

Bei Funktionen, die ab und zu einen Pol aufweisen, eignet sich die folgende Definition:
e Pour les fonctions qui ont des fois un pdle, la définition suivante est utile:
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Definition: e Définition: f heisst stiickweise stetig in I e f s’appelle continue par
morceaux dans I
: < f stetig in I ausser an isolierten Ausnahmestellen
e [ continue dans I sauf a des places d’exception isolées.

Isolierte Ausnahmestellen kann u.a. heissen,
dass die Funktion an endlich vielen Stellen
nicht stetig ist — oder auch dass f auf R\ N
stetig ist. e Des places d’exception isolées sig- 1
nifient entre autres que la fonction n’est pas
continue a un nombre de places fini — ou aus-
st que f est continue sur R\ N.

> 1l

2.4.4 [—Stetigkeit — ”Continuité L”

In den letzten Jahren hat man infolge Zeitknappheit begonnen, mit einem stérkeren, einschrinkenderen
Stetigkeits—Kriterium zu arbeiten. Die dabei verwendete Methode orientiert sich an der Lipschitzbe-
dingung, welche im Zusammenhang mit der Eindeutigkeit von Losungen von Differentialgleichungen
eine Rolle spielt. Es ist iiblich geworden, die dabei verwendete Konstante L auch bei der Stetigkeit
»Lipschitz—Konstante L* zu nennen. Daher werden wir hier kurz von ,,Lipschitz—Stetigkeit“ reden.

e Dans les années derniéres, par la suite de manque de temps, on a commencé a utilier un critére plus
fort et restrictif (ou limitatif) pour la continuité. La méthode qu’on y utilise est orientée a la méthode
de la condition de Lipschitz qui joue un réle dans le contexte de l’évidence de solutions d’équations
différentielles. Il est denenu usuel d’appeler aussi cette constante, qu’on y applique maintenant pour la
continuité, ”constante de Lipschitz L”. Par conséquent nous parlerons ici bricvement de la ”continuité
de Lipschitz”.

Fiir die Lipschitz—Stetigkeit verwenden wir folgende Definition:
e Pour le continuité de Lipschitz nous utilisons la définition suivante:

Definition: e Définition: Lokale L—Stetigkeit e Contunité L locale:

Die Funktion f heisst L-stetig in z¢
e La fonction f s’appelle continue L dans xg

& Apser+Vaevs © | f(@) = f(zo)| < L |2 — 0]

Definition: e Définition: Globale L—Stetigkeit e Contunité L globale:
Die Funktion f heisst L-stetig in I
e La fonction f s’appelle continue L dans I

& Vger: f ist L-stetig in zg e f est continue L dans xg

Fiir abgeschlossene Intervalle folgt sofort: e Pour des intervalles fermés on peut conclure immédiatement:

Korollar: e Corollaire: Die Funktion f ist L-stetig auf I = [a, ]
e La fonction f est continue L sur I = [a, ]

& JpertVaaoer ¢ [f(x) = f(wo)] < L |z — 20
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Waihlt man § = L - ¢, so sieht man sofort, dass

aus L-stetig ,,gewohnlich stetig® folgt. Konse- ‘ f
quenz: N
e Si on choisit § = L - £, on voit tout de suite
qu’on peut déduire de continuité L la ”conti- f(xﬂ)
nuité pure”. Conséquence: f(
X)
-
X, X X

f(x)+L(x-x,)

Satz: e Théoréme: f L-stetig e f continue L

f stetig e f continue

2.4.5 Eigenschaften stetiger Funktionen — Qualités de fonctions continues

Stetige Funktionen auf einem abgeschlossenen Intervall sind beschrinkt. Sonst miisste eine solche
Funktion ja irgendwo auf I = [a,b] iiber alle Schranken wachsen, also einen Pol aufweisen. Das kann
aber nicht sein, da fiir alle xg € I gilt: lim f(z) = f(xo) € R, # *oo.

T—x0o

e Les fonctions continues sur un intervalle fermé sont bornées. Si non une telle fonction devrait grandir
& un certain point dans I = [a,b] par dessus toutes les limites. Elle aurait donc un péle. Mais ceci ne
peut pas étre, car pour tous les xg € I il vaut: lim f(z) = f(x9) € R, # too.

T—x0o

Schreibweise: e Facon d’ écrire:

f stet’cont(xzg) ~ [ stet’cont in xy e f stet’cont a xg

f stet’cont(I) ~ f stet’cont auf I e f stet’cont sur I

beschr’borné fiir beschrinkt e beschr’borné pour borné

~» beschr’borné(I) fiir beschriankt auf I e beschr’borné(I) pour borné sur I

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f stet’cont(I), I = la,Db]

Beh.: e The.:

f beschr’borné(I), I = a,Db]

Aus der Definition der Stetigkeit folgt direkt: e De la définition de la continuité on dérive directement:

Satz: e Théoréme: Vertauschung des Limes e Echangement de la limite
f stet’cont(zp) < lim f(z) = f(xo) = f( lim z)
T—T0o T—T0o
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Stetige Funktionen zeigen die Zwischen-

werteigenschaft: v 4y

Ist z.B. zua < b, f(a) # f(b), z.B. f(a) < f(b) V,EW WeLy,, v,1
und yo € [f(a), f(b)] so gibt es mindestens ein WA a .

xg € [a, b] mit f(xo) = yo. f(z) kann nicht an ; —_/ *%cDb

Yo ,vorbeispringen®. R -

(Sonst kénnte man das Intervall [a, b] in

zwei Teilmengen teilen, sodass auf der einen f(zg) < yo und auf der andern f(xz) > yo wire. Es gibe
einen Grenzpunkt zg zwischen diesen Teilmengen, bei dem man x von der einen in andere Teilmenge

wandern lassen kénnte. Z.B. wire dann hm < 7o nach Konstruktion der Teilmengen — und hlm > Yo,
zlxo x

also lim # lim. Man hétte hier Unstetigkeit.)

zlxo zlxzo
e Les fonctions continues montrent la qualité de la valeur intermédiaire:
Sl vaut p.ex. f(a) # f(b) pour a <b, p.ex. f(a) < f(b) et si Uon a yo € [f(a), ()], il existe au moins
un xg € [a,b] avec f(xzo) = yo. f(x) ne peut pas "sauter & cote de” yp.
(Si non on pourrait partager lintervalle [a,b] en deux parties de fagon que f(xg) < yo soit sur un des
deuz ensembles et f(xg) > yo sur lautre. On aurait un point de limite xo entre ces deux ensembles ou

l’on pourrait laisser passer x de l'un a l’autre des sous—ensembles. P.ex. on aurait donc 1im < yo d’apres
l
la construction des sous—ensembles — et hlm > Yo, donc par conséquent hTm #+ hlm On naumzt pas de
xTlxo T|To xTlTo

continuité.) ~»

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f stet’cont(I), I =[a,b], a#b, f(a)# f(b),
o € [f(a), f(B)]  (oder o ouyo € [f(b), fa)])

Beh.: e Thé.: Jueer = f(wo) = yo

Da die Stetigkeit mit Hilfe von Grenzwerten von Folgen definiert ist, kann man die Eigenschaften der
Grenzwerte von Folgen auf die stetigen Funktionen iibertragen. Dann folgt: e Comme la continuité a
été définie a laide des valeurs limites de suites, on peut adapter les qualités des valeurs limites de suites
pour les fonctions continues. Alors il vaut:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f, g stet’cont(zg) resp. e resp. f,g stet’cont(xp), o, 3 € R

Beh.: o The.:
1. a f(x) £ B g(x) stet’cont(xq) resp. o resp. f, g stet’cont(I)

2. f(x) - g(x) stet’cont(xg) resp.  resp. stet’cont(I)

fz)

glx) #0 = )

stet’cont(I) resp. e resp. stet’cont(I)
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Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:
p(x), g(x) Polynome e polynémes
Beh.: e The.:
p(z), q(x) € stet’cont(R)
q(zo) #0 = p(z) € stet’cont(xg)
q(x)
Bemerkung: e Remarque: f(z) = e*,In(x), sin(zx), cos(z), . . . € stet’cont(Dy)

~» Vgl. auch Theorie der Potenzreihen!
e Voir aussi théorie des séries de puissances!

Bsp.: e Exemple: f(x) =¢* € stet’cont? — Zeigen: e Montrer: Ty — Tg = €' — "0
~s e = ePnTT0tTo — o(Tn=T0) B0 — eTa=To L To — efn . T0 o =g, — 20 — 0 (N — 00)

Wir betrachten den Fall €, > 0. Der Fall ¢,, < 0 wird dann genauso behandelt.
o Nous considérons le cas €, > 0. Le cas €, <0 est traité de la méme maniére.

63

Wir wissen, dass die Exponentialfunktionen monoton sind. e Nous savons que les fonctions exponentielles

1
sont monotones. ~ 1< e <30 < 3w, 0<e, < —
m
o1 o1
Wegen ¢,, — 0 konnen wir — — 0 wéhlen. e A cause de g, — 0 nous pouvons choisir — — 0.
m m

~ 1§65”§3# —30=1 = e 51 = n — V. %0 = %0

2.4.6 Anwendung auf Graphen — Applications a des graphes

Bei einer stetigen Funktion folgt unmittelbar

aus Zwischenwerteigenschaft, dass der Graph f(b\“y

nicht iiber die xz—Achse , hiipfen“ kann, ohne !

einen Schnittpunkt oder eine Nullstelle zu

erzeugen: Yo=0la Yo/ bl _x

e Quant aux fonctions continues, on voit tout fa) y

de suite de la qualité de la valeur intermédiaire

(propriété de Darbouz) que le graphe ne peut

pas dépasser l’axe x sans point de section ou

Z€T0:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: f(z) stetig auf I = [a,b], f(a) - f(b) <O
Beh.: e The.: ngelz(y,b) : f(x()) =0

2.4.7 Schranken, Grenzen, Extrema — Bornes, limites, extréma

Definitionen — Définitions

Im Folgenden sei I C R ein abgeschlossenes, halboffenes oder offenes Intervall.
e Dans ce qui suit I C R soit un intervalle fermé, semi—ouvert ou ouvert.
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(ZB. o Pex. I=[a,0], (a,f], [, ), (a,3).)

Wir sagen: e Nous appelons:

Definition: e Définition: {a, b} := OI heisst Rand von I e s’appelle bord de I.

Fiir Intervalle hat man in der Mathematik verschiedene wichtige Begrenzungsarten besonders bezeichnet:
e Dans les mathématiques, on a di trouver des moms spéciaux pour les différentes facons de borner les
intervalles:

Definition: e Définition: a heisst untere Schranke von I e a s’appelle borne inférieure
del &Vier: a<lzx

Entsprechend fiir eine obere Schranke e Correspondant pour
une borne supérieure.

Definition: e Définition: Die grosst mogliche untere Schranke von I heisst Infimum oder
untere Grenze. e La plus grande borne possible de I s’appelle
infimum ou limite inférieure .

Entsprechend Supremum oder obere Grenze e Correspondant
suprémum ou limite supérieure.

sin x

Bsp.: e Exemple: 2¢€ (0,7] = 0< f(x)= . <1, il_%f(x) =1=Sup,_,of(x)
Man sieht sofort: e On constate:
Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: Veep, My < f(z) < Mo

Beh.: e The.: |f(z)| < Max(|My|, | Ms|)

Bei abgeschlossenen Intervallen hat man besondere Verhéltnisse: e Pour les intervalles fermés on a une
situation spéciale:

Definition: e Définition: Gehort ein Infimum a zu I (a € I), so heisst ¢ Minimum von
e Si un infimum a appartient ¢ I (a € I), a s’appelle minimum
de I.

Entsprechend fiir Maximum e Correspondant pour maximum.

Anwendung bei Wertebereichen — Application pour des domains de valeurs

Falls f(xo) das Minimum des Wertebereichs von f ist, so sagen wir: e Si f(xg) est le minimum du
domaine des valeurs de f, nous disons:

Definition: e Définition: f hat in zy ein absolutes Minimum e f posséde a4 xy un mi-
nimum absolu & V.cr: f(xg) < f(z)
Entsprechend fiir absolutes Maximum e Correspondant pour
maximum absolu.
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Definition: e Définition: f hat in x( ein relatives oder lokales Minimum
e [ posséde a ro un minimum relatif ou local
< us(ao) © f(xo) = absolutes Minimum in e minimum absolu
dans Us(xg)

Entsprechend relatives oder lokales Maximum e Correspon-
dant pour maximum relatif ou local.

Sei o Soit xg € Ol :

Definition: e Définition: f hat in 2y ein Randminimum (lokal oder absolut)
e f adxp un minimum de bord (local ou absolu)
< dser @ f hat in x( ein absolutes Minimum beziiglich
e [ a un minimum absolu dans xo par rapport o I N Us(x)

Entsprechend Randmaximum e Correspondant pour maximum
au bord.

Da jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall beschrénkt ist, ldsst sich durch Betra-
chtung von Grenzwerten von Folgen (z,), deren Bilder y, z.B. gegen ein Supremum der Wertemenge
konvergieren, zeigen, dass auch das Supremum als Grenzwert ein Urbild zy haben muss. Somit muss
der folgende Satz richtig sein: e Comme chaque fonction continue est bornée sur un intervalle fermé,
on peut démontrer la chose suivante en étudiant les valeurs limites de suites (x,) dont les images yp
convergent p.ex. vers un suprémum de [’ensemble de valeurs: Le suprémum comme valeur limite doit
avoir un original xg. Le théoréeme suivant doit donc étre valable:

Satz: e Théoréme: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion nimmt dort min-
destens ein absolutes Maximum oder Minimum an. e Chaque fonction qui
est continue sur un intervalle fermé y a au moins un maximum ou Mini-
mum absolu.

Wichtig: e Important: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist dort
beschriankt, hat dort ein absolutes Maximum und Minimum und erfiillte den Zwischenwertsatz.

e Chaque fonction qui est continue sur un intervalle fermé y est bornée, a un maximum et minimum
absolu et satisfait le théoréme de la valeur intermédiaire (propriété de Darbout).

2.4.8 Gleichmaissige Stetigkeit — Continuité uniforme
Wir erinnern uns an die Stetigkeitsdefinition fiir Funktionen auf einem Intervall: e Nous nous rappelons

la définition de la continuité de fonctions sur un intervalle:

[ stetig auf e continue sur M : & Vo e Ves0 I5(a0,6)>0 :VJEUMOYE)(%) o f(x) € Ue(f(x0))

Bei einem gegebenen € > 0 und zg hangt dem-

nach das mogliche § von € > 0 und z( ab. } Ufx =Ll )
0 = d(wo,€). Skizziert man bei gegebenem & ) )
zu jedem f(xo) auch f(xg) —e und f(xo) + ¢, Ue(f(\x"»
so erhilt man den fixen e—Schlauch. fx)
LR NS
U > Uk

i

e Pour un e > 0 et un xog donné le xog possible dépend par conséquent de € > 0 et de xg. § = §(xo,€).
Si Uon dessine, pour un e donné, pour chaque f(xqg) aussi f(xo)—e et f(xg)+e on obtient le tube ¢ fixe.
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1
Bsp.: e Exemple: Sei o Soit f(x) = —. Lose: o Résoudre: f(r+0)=xFe = §
x

x| f(x) £1,2 91,2 Bem. e Rem.
0.1 10 | +0.05 3.3333... 0 gross

0.1 10 —0.05 10 e § grand

10 0.1 | +0.05 | 0.000497512... | ¢ klein

10 0.1 —0.05 | 0.000502513... | e § petit

~» 0 héngt also von = ab. e § dépend donc de x ab.
Man kann die Sache aber auch umkehren: e Mais on peut aussi retourner la chose:

Interessiert man sich in jedem Punkte xy bei
vorgegebenem ¢ fiir das dazu mogliche €, so
erhdlt man den variablen e(xg, §)—Schlauch. / }
e Si l'on s’intéresse a chaque point xqg, Soit 2

6 donné, pour le & correspondant possible, on
obtient le tube £(xg, §) variable.

U (f(x,))

’ ——————¢— -

U(x) Ujx) U,(x) X

In Fillen wie f(z) = sin(z), * € [0,7]
ergeben sich keine Probleme. Man findet be-
queme Verhaltnisse. Aus einer Graphik kann U=U(f(x))
man ablesen, dass offensichtlich folgendes ver- U
mutet werden darf: Bei fix vorgegebenem & 4
gibt es irgendwo bei einem bestimmten xg ein )4 'E(XD) min.
minimales §(xg, ), das wegen der Minimalitét

fiir andere xy auch verwendet werden kann.

=Y

e Dans les cas comme f(x) = sin(x), = € [0,7] on n’a pas de problémes. On trouve une situation
convenable. Le graphe nous fait supposer la chose suivante: Si € est donné de facon fixe, il existe quelque
part pour un xg déterminé un §(xg,e) minimal qu’on peut utiliser aussi ailleurs (pour d’autres xg) a
cause de la minimalité.

Gegeben sei: o Soit donné: € € RT, zg € I = {xo} (Intervall e intervalle), d < ¢ = const.

Allgemein kann man vermuten, dass hier das 0(zg,e) wahrscheinlich eine stetige Funktion von z( sein
muss, denn es ist in I definiert, hat keinen Pol und kann nicht springen. (Sonst miisste f(xg) springen, e
ist fix.)

o Généralement on suppose qu’ici le 6(xq,e) doit étre propablement une fonction continue de xg, car il
est défini dans I, n’a pas de pole et ne peut pas sauter. (Si non f(xg) devrait sauter, € est fizve.)

Auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] hat eine stetige Funktion ein Maximum und Minimum.
d(xzo, ) > 0 ist wegen der Stetigkeit von f iiberall auf I definiert, hat also z.B. in 29 = ¢ ein Minimum
c1 = 5(60,8) > 0.

(Falls trotzdem Zweifel an der Stetigkeit von &(zg,e) bei fixem e bestehen, so bedenke man, dass
{6(x0,€) | ®o € I} ein Infimum besitzen muss, gegen das eine Folge (§(zo,n,€)) konvergieren muss. Da
Zo,n € I gilt, muss die Urbildfolge einen H&éufungspunkt cy haben, der aber in I liegen muss, da [
abgeschlossen ist. Falls nun §(cp,e) = 0 gelten wiirde, hétte man in ¢y keine Stetigkeit, was nicht sein
kann. Damit ist ¢y > 0.)

o Sur un intervalle I = [a,b] fermé une fonction continue posséde un mazimum et un minimum.
d(zo,e) > 0 est défini partout sur I a cause de la continuité de f. 6(xg,e) > 0 a donc un minimum
c1 =0(co,e) >0 p.ex a xg = co.

(Si Uon doute quand méme que §(xg,€) soit continue pour un e fixe, il faut penser que {d(xo,€) | xo € I}
doit posséder un infimum vers lequel la suite (§(xon,€)) doit converger. Comme il est o, € I, la
suite originale possede un point d’accumulation cy, qui doit étre situé dans I, parce que I est fermé.
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S’il valait 6(co, ) = 0, on n'aurait pas de continuité a co, ce qui ne peut pas étre. Il vaut donc cog > 0.) ~

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

f stet’cont(I), I abgeschlossen e fermé

Beh.: e The.:

Jyo=coer : 0(co,€) = c1 € RT minimal e minimal

Problem: e Probleme: Nun gibt es ersichtlicherweise dusserst ungiinstige Félle, bei denen bei
gegebenem ¢ das zugehorige ¢ bei bestimmten xy sogar 0 werden kann, die Stetigkeitsdefinition (§ > 0)
somit verletzt ist. (Umgekehrt kann bei fixem § dort € = oo werden.) e Comme on apprend des
exemples il existe des cas tres défavorables ot pour un € donné le & qui appartient a cet € devient méme 0
pour certains xo. La définition de continuité (6 > 0) est donc bléssée (Au contraire pour un ¢ five € = 00.)

Bsp.: e Exemple:

flx) = l, o € U(0)NRT,

- =1 U=Uffix)

X

Seien e Soient : u f(x)-<
1 l+ex 1
filz)=—-+e= = — = f(x1) T ”
x x 1
T U,ix)
= X1 =
11 +ex . )
—cx
fo(z) == —¢e= = — = f(z2)
x x To

Betrachte z.B. e Etudic p.ex.
Zo

1
£ 3 <xog<l, To— T1 xo 1+ ez xo( 1+E$Q), <exg <
Fir e Pour zg — 0
1
erhdlt man: e on obtient: § =a9-(1— ———)—0-(1———) =0
l14+exg 1+0

In der Mathematik zieht man sich in solchen Situationen immer durch einen besonderen Trick aus
dem Sumpf: Man schrinkt die Menge der Funktionen oder der Definitionsmengen so ein, dass dort
das storende Problem nicht mehr auftritt. Man definiert eine ausgezeichnete Menge, in der alles rund
lauft und untersucht dann, was diese Menge fiir Elemente hat. e Dans les mathématiques, dans
de telles situations, on s’en tire toujours par le méme truc: On borne [’ensemble de fonctions ou
bien les domaines de définition de fagcon que le probléme qui dérange n’y existe plus. On définit un
ensemble spécial dans lequel tout va bien et puis on examine quels sont les éléments de cet ensemble. ~»

In unserem Fall nennen wir eine Funktion gleichmissig stetig, wenn § unabhéingig von xy gewahlt
werden kann: §(xg,e) = 6(g). e Dans notre cas nous appelons une fonction uniformément continue,
st 6 peut étre choisi indépendamment de xo: 0(xg, ) = d(g).

Definition: e Définition: f gleichméissig stetig auf M
e f uniformément continue sur M

S VageM Vex0 Js(e)>0 ¢ VaeUs o (w0) * f(z) € Ue(f(z0))

Obiges Lemma koénnen wir jetzt wie folgt als Satz formulieren: e Nous pouvons maintenant formuler le
lemme d’en haut comme théoréme comme il suit:
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f stet’cont(I), I abgeschlossen e fermé

Beh.: e The.:

f gleichmiéssig stetig auf I e f uniformément continue sur I

Andererseits wissen wir jetzt, dass bei Funktionen auf offenen Intervallen, die am Intervallende einen Pol
besitzen, Probleme zu erwarten sind. e D’autre part nous savons maintenant qu’il faut s’attendre a des
problemes avec les fonctions qui possédent un péle a une fin d’intervalle.

2.5 Eine Simulation mit rekursiven Folgen — Une simulation
avec des suites récurrentes

2.5.1 Ein Beispiel von linearem Naturschutzes — Un exemple de protection
de la nature linéaire

Das folgende Beispiel hat sich angeblich um 1970 in einem abgegrenzten amerikanischen Nationalpark
zugetragen: Alljéhrlich haben Jdger aus der Umgebung im Park eine Hirschjagt veranstaltet. Trotz
der Jagt war die Population der Hirsche immer etwa konstant. Eines Tages haben Naturschiitzer von
der Sache erfahren. Nach ihrer Meinung war das Treiben der Jéger nicht im Sinne des Naturschutzes.
Schliesslich haben sie vor Gericht ein Jagdverbot erreicht. Danach ist es passiert.

Im Winter liegt bedeckt in dieser Gegend eine dicke Schneedecke ldngere Zeit den Boden. Die Hirsche
iiberleben nur, da sie dann die Rinde von den Biumen fressen. Diese sterben danach ab. Ohne Dez-
imierung durch die Jager ist danach die Hirschpopulation rasch angestiegen. Die Menge der angefressenen
Bédume hat schnell ein Ausmass erreicht, dass niemand erwartet hat: Nach wenigen Jahren waren alle
Biaume des Waldes leergefressen und danach abgestorben. Im folgenden Winter sind alle Hirsche dann
verhungert. . .

o L’exemple suivant s’est passé censément en 1970 dans un parc national délimité américain: An-
nuellement des chasseurs voisins ont organisé une chasse de cerfs dans le parc. Malgré la chasse, la
population des cerfs était toujours environ constante. Soudain des écologistes ont appris la chose. Selon
leur opinion, ’activité des chasseurs n’était pas en accord avec la protection de la nature. Finalement,
devant le tribunal, ils ont atteint une interdiction de la chasse. Aprés il s’est passé la chose suivante.
En hiver, une grosse couverture de meige couvre le sol dans cette région pendant un temps trés long.
Les cerfs survivent seulement parce qu’ils bouffent [’écorce des arbres. Apres ceux-ci dépérissent. Apres,
sans la décimation par les chasseurs, la population de cerfs est montée tres vite. La quantité des arbres
corrodés a atteint aussi vite une mesure que personne n’'a attendu: Aprés peu d’ans, tous les arbres de la
forét étaient completement bouffés et dépéris. Par conséquent tous les cerfs sont morts de faim pendant
Uhiver suivant. . .

Dieses Geschehen wollen wir nun simulieren! Da es sich hier um ein vernetztes, riickgekoppeltes System
von Zusammenhdngen zwischen den einzelnen Variablen handelt, haben die nur linear denkenden
Naturschiitzer die Hirschpopulation ausgerottet statt ihr Dasein zu verbessern. Ebenso fiir den Wald.
Die gute, mit Unverstand realisierte Absicht hat zur maximal méglichen Katastrophe gefiihrt. Das
lehrt uns, dass man mit komplexen riickgekoppelten Systemen nicht naif verbesserisch umgehen darf.
Die Katastrophe verhindern kann man durch Simulationen, jedoch nicht durch besserwisserische
Hitzkopfigkeit.

e Maintenant, nous voulons simuler cet événement! Comme il s’agit ici d’un systeme interconnecté et
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lié¢ a des contextes entre différentes variables, les écologistes qui savaient penser seulement de facon
linéaire, ont exterminé la population de cerfs au lieuw d’améliorer leur existence. L méme chose est arrivée
pour la forét. La bonne intention, réalisée avec déraison immense, a mené a la catastrophe maximale
possible. Ca nous enseigne qu’on ne peul pas manier des systéemes couplés et complexes de facon naive
et incompétente. La catastrophe peut étre prévue et empéchée par une simulation, mais non par un
“fanatisme” ingénu (par "je-sait-tout” et de maniére de "téte brilée”).

Das nebenstehende Schema zeigt ein erstes
einfaches Modell des Systems. Nun miissen
wir die Wirkungszusammenhénge mit Hilfe
von Funktionen modellieren. Wir untersuchen
dann das System an diskreten Zeitpunkten,
z.B. immer im Friithjahr. Das fithrt zu einem
riickgekoppelten System von rekursiven Fol-
gen.

e Le schématisme ci-contre montre un premier
modele simple du systeme. Maintenant nous
devons modeler les contextes d’effet a [’aide
de fonctions. Nous examinons alors le systeme
a moments discrets, par exemple toujours au
printemps. Ca meéne a un systéme couplé de
CONSEQUENCES TECUTSIVES.

Sei n die Variable fiir das Jahr. Wir fithren folgende Funktionen von n ein, die bei diskreten Werten fiir

n je eine Folge bilden:

e Sois n la variable pour ’an. Nous introduisons les fonctions suivantes de la variable n qui forment des

suites de valeurs discretes.

I

Umwelrschiitzer

Ecologistes

l

Nationalpark  Parc national

Biume

Aibres

Jige:

Chasseus

Hitsche

Cerfs

Gewinn

Piofit

] Einnin

Ennée

vE[n] = Anzahl Eintritte e Nombre d’entrés

vG[n] = Gewinn e Profit

vF[n] = TFressen (Heu) e Manger (foin)

vU[n] =

vJ[n] = Anzahl Jiger e Nombre de chasseurs

vB[n] = Anzahl Biume e Le nombre d’arbres dans le parc
vH[n] = Anzahl Hirsche o Nombre de cerfs

Dazu kommen die folgenden Parameter. Die einen sind naturgegeben, die andern kann der Mensch

wéhlen.

o En plus nous utilisons les parameétres suivants. L’un est observé dans la nature et donc inéluctable,

Uautre est choisi par [’homme.

Anzahl Umweltschiitzer im Einsatz e Nombre d’activistes (écologistes actifs)
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eintritt Preis = Preis fiir einen Eintritt e Priz d’entrée
fixKosten = Fixkosten Verwaltung e Frais fixes pour l’administration
factHeu = Faktor fiir Aequivalent Gewinn — Heu statt Baum

e Facteur pour l’équivalent profit — foin (au liew d’arbres)
umweltjahr = Jahr mit Beginn Umweltschutz

o Année du commencement de la protection des cerfs
pU = Anzahl Umweltschiitzer e Nombre d’activistes (écologistes actifs)
vJTot = Anzahl Jager e Nombre de chasseurs
fressen = Faktor fiir gefressene Badume pro Hirsch

e Facteur pour les arbres mangés par un cerf
faktorB = Faktor fiir Vermehrung der Baume

e Facteur pour l'accroissement du nombre d’arbres
faktorH = Faktor fiir Vermehrung der Hirsche

e Facteur pour l’augmentation du nombre de cerfs
factorJschiessen =  Anzahl abgeschossene Hirsche pro Jéger

e Nombre de cerfs tirés (tués) par un chasseur
umweltjahr = Jahr mit Beginn Umweltschutz

e Année du commencement de la protection de | environnement

Zur Zeit n =0 initialisieren wir alle Variablen mit 1, also z.B. vE[0] = 1. Damit verhindern wir spéter
unbelegte Variablen.

e Nous initialisons toutes les variables au temps n =0 avec 1, ainsi p.ex. vE[0] = 1. Avec cela nous
empéchons plus tard des variables non initialisées.

FEigentlich miisste man die naturgegebenen Gesetze aus auf Beobachtungen basierende Statistiken
gewinnen. Da uns das hier nicht moglich ist, schiitzen wir sie fiirs erste sehr grob wie folgt (Mathematica—
Code):

e Proprement on aurait dut gagner les lois inéluctables par des statistiques ou bien se baser sur les
observations. Comme ici ceci ne nous est pas possible, nous l’estimons tres grossieérement pour une
premiére approximation comme il suit (voir Mathematica—code):

Mathematica-Programm: e Programme en Mathematica:

fPos[x_ /; x >= 0] := x;

fPos[x_ /; x < 0] := 0;

vE[n_] := Floor[vH[n - 1]/vH[1] * vE[n - 1] + vE[n - 1] * Random[]];
vG[n_] := fPos[eintrittPreis * vE[n] - fixKosten];

vF[n_] vG[n] /factHeu;

vU[n_ /; n >= umweltjahr] = pU;

vU[n_ /; n < umweltjahr] = 0;

vJ[n_] := Ceiling[vJTot * E~(-vU[n])];
vB[n_] := fPos[Floor[vB[n - 1]* faktorB - vH[n - 1] * fressen ] 1;
vH[n_] :=

fPos[Floor[

vH[n - 1]xfaktorH *(vB[n] + vF[n])/(vB[n - 1] + 1) -
factorJschiessen * vJ[n - 1]11]1;

fPos macht negative Werte zu 0. Damit werden negative Anzahlen unterdriickt. Floor wihlt die
néichstkeinere ganze Zahl. Random gibt eine Pseudozufallszahl zwischen 0 und 1. vU gibt fir
n > wmweltjahr den Wert pU und sonst den Wert 0. Ceiling gibt die néchstgrossere ganze Zahl. E ist
die eulersche Zahl. Es sei dem Leser iiberlassen, diese Formeln in iiblicher mathematischer schreibweise
zu schreiben und die gew&hlten Zusammenhénge zu erkléren.

e fPos remplace des valeurs négatives avec 0. Comme ¢a nous réprimons des nombres négatifs. Floor
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choisit le prochain nombre entier plus petit. Random donne un mombre pseudo hasard entre 0 et 1. vU
donne la valeur pU pour n > umweltjahr et 0 dans les autres cas. Ceiling donne le nombre entier
prochain et plus grand. E est le nombre de FEuler. Le lecteur écrira ces formules dans [’orthographe
mathématique et usuelle et expliquea les contextes choisis.

Mit dem folgenden Programm erzeugen wir eine Liste der Werte sowie zugehorige Diagramme fiir v H [n]

e Awvec le programme suivant, nous produisons une liste des valeurs ainsi que des diagrammes affilié a
vH|[n)

Mathematica-Programm: e Programme en Mathematica:

Print [MatrixForm
[N[Prepend[Table [{vE[n], vG[n], vF[nl, vU[n], vJ[n]l, vB[nl, vH[nl}, {n, O,
731, {"vE[m]", "vG[nl", "vF[nl", "vU[n]l", "vJI[n]l", "vB[n]",

"vH[n]"}111];

tabH = Flatten[Table[{vH[nl}, {n, 0, 7}1];

1P1 = ListPlot[tabH, PlotStyle —> PointSize[0.02]];

tabH = Flatten[Table[{vH[nl}, {n, 0, 7}1];

1P2 = ListPlot[tabH, PlotJoined -> True];

Show[1P1, 1P2];

Die folgenden Startwerte und Parameterwerte (1’000 Hirsche, 10’000 Béume) fiithren zum nebenstehenden
Diagramm fiir die Hirschpopulation. Hier schiessen die Jdger jéhrlich einige Hirsche ab. (10 Jéger je 20
Hirsche.)

e Les valeurs de départ suivantes et les valeurs de paramétre (1°000 cerfs, 10°000 arbres) ménent au
diagramme pour la population de cerfs ci-contre. Ici, les chasseurs abattent annuellement quelques cerfs.
(10 chasseurs, 20 cerfs par chasseur).

vE[1] = 10

ewntritt Preis = 5

fixKOSﬁen = 500 1000 . ° ° ° ° ° °
factHeu = 10 400

pU = 5

vJTot = 10 600

vB[1] = 10000

fressen = 4 400

faktorB = 1.4 200

vH[1] = 1000

faktorH = 1.2 2 3 4 5 6 7 8
factorJschiessen = 20

umweltjahr = 100

Nun éndern wir die Situation: Ab Jahr 1 ist Jagdverbot. Es wird noch etwas gewildert. Wie man sieht,
bricht die Hirschpopulation rasch auf 0 zusammen.

o Maintenant nous changeons la situation: Défense de chasse a partir de l’an 1. On a encore quelque
braconnage. Comme on voit, la population de cerfs s’effondre vite a 0.
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vE[1] = 10

ewntritt Preis = 5

fixKosten = 500 ° o

factHeu = 10 12000 e .

pU — 5 1000e

vJTot = 10 800 N

vB[1] = 10000 600

fressen = 4 200 .
faktorB = 1.4

vHI[1] = 1000 200 .
faktorH = 1.2 o 7 6 8 )
factorJschiessen = 21

umweltjahr = m

Die nachfolgende Tabelle zeigt den genauen Simulationsverlauf.
e Le tableau consécutif montre le cours précis d’une simulation.

n  vE[n] vG[n] vF[n] oUn] vJn] vB[n] vHn]
1. 10. 0. 0. 5. 1. 10000. 1000.
2. 14. 0. 0. 5. 1. 10000. 1197.
3. 28. 0. 0. 5. 1. 9212. 1321.
4. 34. 0. 0. 5. 1. 7612.  1307.
5. 77. 0. 0. 5. 1. 5428. 1116.
6. 114. 0. 0. 5. 1. 3135. 773.
7. 249. 485. 75. 5. 1. 1305. 401.
8. 112. 180. 62 5. 1. 214. 83.
9. 164. 420. 0. 5. 1. 0. 22.
10.  106. 0. 20 5. 1. 56. 0.

Nun dndern wir die Situation nochmals: Es wird nicht mehr geschossen (Faktor 0). Die Hirsche benétigen
weniger Rinde. Dazu bekommen sie mehr Heu. Wie man sieht, steigt die Hirschpopulation rasch an...

e Maintenant nous changeons encore une fois la situation: On ne tire plus (facteur 0). Les cerfs man-
gent moins d’écorce. Aussi ils recoivent plus de foin. Comme on voit, la population de cerfs monte vite. . .

vE[1] = 10

etntritt Preis = 5

fixKosten = 500 14000 .
factHeu = m 12000

pU = 5

vJTot = 10 12222

vB[1] = 10000 5000

fressen = 21 4000 .
faktorB = 1.4 « °

vHI1] = 1000 w00, et

faktorH = 1.2 2 3 4 5 6 7 8
factorJschiessen = om

umweltjahr = 100

Das Mathematica—Programm ist zu finden unter:
e On trouve le programme de Mathematica sous:

http://www.hta-bi.bfh.ch/“wir/MathemDF/Mathem.html
=== > File CM10.nb
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2.6 Landau—Symbole und Fibonacci — Le symboles de Landau
et Fibonacci

2.6.1 Landaus ’O’-Symbol — Le symbole ’O’ de Landau
Definition — Définition

Symbole O’ und ’0’ von Landau: e symbole O’ et 0’ de Landau:
Symbol: e Symbole: 3n3—2n?+4n—5=0[n%, o[n']

’O’ steht dabei fiir ,Ordnung® (O[n?]) ~ Potenzen der Ordnung (Polynomgrad) mindestens n.
e °O’ signifie "Ordre” (O[n3]) ~ puissances de l’ordre (polynome de degré!) au moins n.

Gegeben seien zwei Folgen (a,) und (b,). Wir definieren (O[b,], O(b,), o[bn], o(bn)):
e Soyent données deux suites (an) et (b,). Nous définissons (O[by], O(by), olbs], o(bn)):

Definition: e Définition: (an) = O(byn) < (Fnrer+ : |Z—n| < M)
n
an
(an) = o(bn) « (b_ — 0)
n

Bsp.: e Exemple:

1. (n®—4n?+5n+9) = 0(n?)
2. (n®—4n?+5n+9)=0(n"), keN, n>3
3. (n3 —4n? +5n+9) = o(n?)
4. (n® —4n?+5n+9) = o(e")

Bemerkung: e Remarque:

Statt a, = O(by,) schreiben wir kurz O(b,) ~ z.B. c-a, =c-O(b,) u.s.w..
o Au lieu d’écrire a, = O(by,), nous évrivons brievement O(b,) ~ p.ex. c-a, = c-O(by,) etc..

Wichtig: e Important:

7Z.B. Mathematica verwendet auch dieses Symbol! Fiir die Rechnung mit Reihen muss es unterdriickt
werden. Dafiir existiert der Befehl ,Normal® .

e p.ex. Mathematica utilise aussi ce symbole! Pour le calcul il faut supprimer cet ordre. Pour ¢a il existe
l’ordre ” Normal” .

Regeln — Regles

Aus der Definition ist unmittelbar ersichtlich: e On saisit aussitot a l’aide de la définition:

Konsequenz: e Conséquence:
@ an = 0(an)
@ c=const. ER = c¢-a, =0(a,) — &M — c-o(a,) =o(ay)
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@ ¢, € R\ {0} = ¢1-0(an)+c2-0(an) =O0(a,) — OO — c1-0(ay) + c2 - o(an) = o(ay)

@ an =0(bn), by =0(cy) = an=0(c,) — WM — a, =0(b,), by, =0(cn) = an, =o0(cy)

2 0(0(an)) = Olan) — AVA — o{o(an)) = ofan)

@ O(an) O(by) = O(an by) = an O(by) — &M — o(ay)o(by) = 0(an by) = an 0(by)
Bemerkung: e Remarque:

Die folgenden Folgen sind mit O und o nicht vergleichbar:
e Les suites suivantes ne sont pas comparables a aide de O et o:

n? n gerade e pair
an = . . )
sin(n) n ungerade e impair
sin(n) n ungerade e impair
b, = 2 d :
n n gerade e pair
Begriffe: e Notions:
O Folge e Suite
O(1) konstant e constant
O(n) linear e linéaire
O(n?) quadratisch e quadratique
O(n?) kubisch e cubique
O(nk) polynomial e polynomial
O(e™) exponentiell e exponentiel
O(log, n, a>1) | logarithmisch e logarithmique
2.6.2 Benchmark, Fibonacci — Benchmark, Fibonacci

Problem — Probléeme

Computer werden oft nach Benchmarktests bewertet. Eine géingige Methode ist es, Fibonacci-Zahlen zu
berechnen und dabei die Zeit zu messen. Wie wie weit die berechneten Glieder einer Folge den Speicher
filllen hiingt dabei von ihrem Wachstumsverhalten ab. Ahnliche Probleme begegnen einem bei Sortieral-
gorithmen.

e Des ordinateurs sont souvent évalués d’apres leurs performances. Une méthode courante est de calculer
des nombres de Fibonacci et de mesurer le temps utilisé. De quelle facon et avec quelle vitesse les nombres
calculés remplissent la mémoire dépend du genre de la croissance. Nous rencontrons des problémes pareils
ausst en cas d’algorithmes de triage.

Fibonacci—Folgen, Definition — Suites de Fibonacci, définition

Definition: e Définition: (an) Fibonacci-Folge e (a,) suite de Fibonacci <

1. a; ERa_
2. as e Rt

3. Apy1 = an + Gp—1
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Eigenschaften von Fibonacci—Folgen, Qualités des suites de Fibonacci

a, a, Qp— Qp— 1
Sei o Soit g, := "+1:qn:M:1+ i
n an an qn—1
Qa,
Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: qn ‘= n+1, ay € Rg, as € RT
Qnp
N 1
Beh.: e The.: qn =1+
qn—1

aleRa“, a1€R+ = an+1:an+an_1>0

qn—1 qn—1
Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: qn ‘= an+1, ay € Rg, as € RT
Qnp
Beh.: e The.: 1< ¢n <2 (beschrinkt) e (borné)

Um die Konvergenz der ¢, nachzuweisen, miissen wir die Monotonie untersuchen. Dazu habe ich
entdeckt, dass Kettenbriiche weiterhelfen:

e Pour prouver la convergence des qn, il faut traiter la monotonie. J’ai découvert que les fractions
continues aident a faire ce travail:

1 1 1 1
Es gilt: o Il vaut: ¢, =1+ =1+—=14+—=... =14+ —
: ' n-1 1+ wl - 1+ 7 a—

-
ay
Im Falle a1 = a9 = 1 erhalten wir einen endlichen Kettenbruch: e Dans le cas a1 = as = 1 nous obtenons
une fraction continue finie:

1
qn =1+
" L+
1+f
1
Im Falle a1 = as = 1 wird daher:
e Dans le cas a1 = as = 1 on obtient donc:
1+ !
qn = 1
1+ 1+1+11

. Wir definieren

Ein Kettenbruch ist also eine Abbildung des rekursiven Algorithmus ¢, = 1 +
qn—1

. Nous

nun: e Une fraction continue est donc une application de [’algorithme récurrent ¢, = 1 +
qn—1
définissons maintenant:

Definition: e Définition:

p ist Fixpunkt des rekursiven Algorithmus ¢, = f(cn—1) < p = f(p)
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e p est point fize de 'algorithme récurrent ¢, = f(cn—1) < p= f(p)

Wir suchen nun die Fixpunkte g von ¢, =1+

qn—1

e Maintenant nous cherchons les points fize g de ¢, =1+

qn—1

1++V5
2
qn > 0~ nur g > 0 interessant. e ¢, > 0 ~ on s’interesse seulement a g > 0.

1+5
2

1
g:l—i—; = g2:g+1 = 92—9—1:0 = g12=

1
Lemma: e Lemme: g=1+—, g>0 = g=
g

Wir verwenden nun den Hohensatz p- ¢ = h? fir ¢ = ¢,—1 und h =1
o Nous utilisons maintenant le théoréme de la hauteur p- ¢ = h? pour ¢ = ¢n_1 et h =1

| ERY

~ Pn = y gn =1+ =1+pn
n—1 n—1
|
FP; |
| 1
-1/92 -1/q1 (0,0) ' q2 ql

Es gilt: o Il vaut: Gn—1 rechts von g ~ ¢y, links von g ~ @n41 rechts von g ...

Gn—1 links von g ~ ¢, rechts von g ~ ¢n41 linksvon g ...

® Gn_1 a droite de g ~ qn 4 gauche de g ~ Qn4+1 @ droite de g ...

Gn—1 @ gauche de g ~ q, a droite de g ~ qn41 @ gauche de g ...
Sei o Soit g1 —g:i=dn_1 = Gn-1=9g+dn1

. 1
Es gilt: o Il vaut: qn =1+ ,
1 I 1 1 2 1
_ 1+ 1+qgn- -1+
~ = b = L = L gy = 1 e = T e e
dn 1+ Tn1 7;1;—171 Gn-1+1 Gn-1+1 Gn—1+1
2qp-1+1 qz—l +qn-1—2¢n-1+1
d — _d == -1 — = 11— e 11— —

> lp—1 n+1 (Qn 1 g) (qn+1 +9) gn—1—G4n+1 dn—1 Gt +1 1+ 1

= qno1+1

Le a: Le e: dp_1—d =
mi. [ ] mm n—1 n+1 Gt 11

Sei o Soit |di| << 1, g~ 1.61803, ¢p—1 =9+ dn_1

= Ad, 1 =d 1_d+1_(g+dn—1)2_(g+dn—1)+1_92+2gdn—1+d%—l_g_dn—l+1_
n—1 = OQp— n = = =

g+dp_1+1 g+d,_1+1
=0
2
P +2g9dnatdy —g—dia+1 ¢ —g+142gdp1+d; —dn1  2gdua+dy_ —dua
g+dn_1+1 g+dp_1+1 g+dy_1+1

2gd,_1—dy,_ 2g—1)d,_ 2g—1)d,_ 2.23607 d,,
%gnl n1:(9 )nlw(g )nlw "1%0.854102%_1
gtdn1+1l  gtde+1 g+1 2.61803
= Sgﬂ(dgm_l) = Sgﬂ(dn_l), dn—l_dn—i-l ~ 0.854102 dn—l = dn+1 ~ 0.145898 dn—l = |dn+1| < |dn_1|
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Lemma: e Lemme: 1. |dpt1] < |dn-1]

2. sgn(da,n—1) = sgn(dn—1)

Konsequenz: e Conséquence: (g2,) monoton fallend e monotonement décroissant
(qgn_1> monoton wachsend e monotonement croissant

1 1
g ist einziger positiver Fixpunkt von ¢, = 1 + =1+ —T firn = 2k und fir n =2k + 1.

qn—1 1 +

qn—2
Beide Folgen (n =2k, n =2k+ 1) sind monoton und beschréinkt. Da der Hiufungspunkt Fixpunkt des

1+5

1 2
=1+71p0urn=2k: et pour n =2k + 1. Les deux
gn—1 1+

Algorithmus sein muss, konvergieren die Folgen gegen g =

e g est le seul point fize de q, = 1+

qn—2
suites (n =2k, n=2k+1) sont monotones et bornées . Comme le point d’accumulation doit étre point

145

fixe de algorithme, les suites convergent vers g = .

2
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
1. a1 € Ra’
2. ap € RT
3. Gp41 =an +ap—1
Beh.: e The.:
1 g = ag:l g 1 +2\/5

2-9:%0:%:1‘1‘#
1+ T
14+ ——

qn—1

Wachstum von Fibonacci—Folgen — Maniére de croitre des suites de Fibonacci

Wir wollen die Fibonacci-Folge mit ¢,, = b™, b > 1 vergleichen. e Maintenant nous allons comparer la
suite de Fibonacci avec ¢, =b", b > 1.

Es gilt: o Il vaut: " =b""1.b, p"tt=pn.p=p""1. 12
= Cpy1 = bn-‘rl — bn—l . b2

CntCno1=b""t b+ =" (b4 1)
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Problem: e Probléme:

Sei o Soit cpy1=cptcp1 = L= (b+1) = P=b+1 = VP -b—-1=0

Cn4l =Cn+Cpo1 = b=7

1+£+vV5 1 5
?(3172: 2\/_/\b>0$bl72= +2\/_=g$bn=n
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
1l.c,=0" b>1
2. cpy1=cCpt+Cpt
1 5
Beh.: e The.: b=g= +2\/_, aa=gqg, ¢,=g"
Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:
Locpp1 =cn+ e
2. apy1 =an +an-1, a1 >0, az >0
a
3. Gn = n+1
Qnp
Beh.: e The.:
l.epy,=9" = Cnt g
Cn
An 41
2.cn=an#9" = qu= s g
n
3. ap, =0(g™)
Wir miissen noch a,, = O(g"**) nachweisen. e Il faut encore prouver a,, = O(g"*+*).
1. Sei o Soit a1 =1<c; =g, a2<02292, a3=1+1=2<g+92203=cl+02
Induktion: e Induction:
ap < cp=g", apn_1<Cp_1= g"_l = Ap+1 = 0p +0p—1 < Cp+ Cpn—1 = Cpy1
Qnp
= dyer+ |—| <M
Cn
2. Sei o Soit a1 >0, az <0
= 3k,ngvn<n0 an < gn+k =Cpik = Upi1 = 0p +ap_1
< Cngk + Cne1, = Cng14k = ¢ =g - gF

Qnp
= dpert, NoeNVn>No |c_| <M
n

©



Kapitel e Chapitre 3

Differentialrechnung (Funktionen
mit einer Variablen) — Calcul
différentiel (fonctions avec une
variable)

3.1 Problemstellung — Problématique

3.1.1 Grundlagen — Fondements

Klassisch teilt man die Infinitesimalrechnung auf in Differentialrechnung und Integralrechnung.
Die uns auferlegten Rahmenbedingungen erlauben es uns aus Griinden der Gewichtung jedoch nicht,
dieser reinen Form der Aufteilung zu folgen. Trotzdem bildet sie aber eine untrennbare Einheit.

e (Classiquement on partage le calcul infinitésimal en calcul différentiel et en calcul intégral. Le
cadre des conditions qu’on nous a posé ne permet pas de suivre cette forme pure de la classification. Elle
forme quand méme une unité qu’on ne peut pas partager.

Historisch geht die Infinitesimalrechnung (nach Anfingen bei Pascal? und anderen) hauptsichlich auf
Leibniz® und Newton® zuriick. Weiter ausgearbeitet wurde sie dann zu einem grossen Teil in Basel durch
die Bernoullis” und durch Euler®.

e Historiquement le calcul infinitésimal (aprés les premiéres découvertes par Pascal* et autres) a été fondé
principalement par Leibniz® et NewtonS. Il a été élaboré en grande partie aprés ¢ Bale par les Bernoulli’
et par Euler®.

3.1.2 Das Problem der Tangentensteigung — Le probleme de la pente de la
tangente

3.1.3 Die Begriffe — Les notions

Problem: e Probleme: Die Geometrie und spéter die Physik hat zu folgender Fragestellung
motiviert: e La géométrie et plus tard la physique a donné la motivation pour la question suivante:

4Blaise Pascal 1623-1662

5Gottfried Willhelm Leibniz 1646-1716

6Isaac Newton 1642—1727

77.B. e P.ex. Jakob der iltere Bernoulli 1654-1705
8Leonard Euler 1707—1783

79
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Gegeben sei eine Funktionskurve (~  der

Graph einer stetigen Funktion, die keine ,,Za- A 194, ~e
cken® aufweist). e Soit donné la courbe d’une fx) 5y f"ﬁm
. 1) . . . f
fonction (graphe d’une fonction continue qui ) N P

R
. 1
n’a pas de sommets pointus.) \\fﬂé@:py

AX

Gesucht: Die Tangente (,Schmiegegerade®) an T9: Ax=h
die Kurve in einem Punkt Py. Diese soll ein-
deutig sein. e Chercher: La tangente (“tan-
gente principale”) a la courbe dans le point
Py. On exige qu’elle soit univoque.

X=X +AX=X,+h "x

In der Physik trifft man diese Fragestellung, wenn es darum geht, z.B. die ,Momentangeschwindigkeit
eines Massepunktes zu bestimmen. Die durchschnittliche Geschwindigkeit eines Massepunktes im
Weg—Zeit—Diagramm zwischen Py = (to, s(to)) = (to, s0) und Py = (¢1,5(t1)) = (t1, 81) berechnet sich
nach Definition der Geschwindigkeit bekanntlich als das Verhéltnis ﬁl Das ist gerade die Steigung
der Sehne zwischen den genannten Punkten: ﬁl = tan «p.

e En physique on trouve cette question quand il s’agit p.ex. de chercher la "vitesse instantanée” d’un
point masse. On calcule la vitesse moyenne d’un point masse dans le diagramme distance— parcours—
temps entre Py = (to, s(to)) = (to, s0) et P1 = (t1,8(t1)) = (t1, 1) d’apreés la définition comme rapport
ﬁl C’est la pente de la corde (bisécante) entre les points en question: ﬁl = tan ag.

Idee: Um von der Sehnensteigung (Sekantensteigung) zur , Tangentensteigung® zu kommen, riicken wir
den Punkt P; immer n&her zu Fy. Die Sekante geht so im Grenzfall in diejenige Gerade iiber, die wir
offensichtlich fiir die Tangente halten und somit als Tangente definieren miissen — die Tangente ist ja
in der Geometrie erst fiir Kurven wie Kreis, Ellipse u.s.w. durch eine Konstruktionsanleitung definiert,
aber nicht fiir beliebige Kurven. Genauso verfahren wir bei Punkten Py, P, auf beliebigen Graphen von
reellen Funktionen mit einer Variablen. Das konnte dann funktionieren in jedem Punkt Py = (xq, f(z0))
eines Graphen, wo die Kurve ,glatt“ ist, d.h. keine Spitze hat.

e Idée: Pour arriver de la pente de la corde (sécante) d la pente de la "tangente”, nous approchons
le point Py de plus en plus au point Py. Alors la sécante se transforme dans le cas limite en cette
droite qu’on tient pour la tangente. Nous devons donc définir cette droite comme tangente — car la
tangente en géométrie n'est définie que pour des courbes comme le cercle, lellipse, etc., par la méthode
de construction. Mais elle n’est point définie pour une courbe quelconque. Nous appliquons la méme
méthode pour des points Py, P sur des graphes de fonctions réelles quelconques a une variable. Ca
pourrait fonctionner & tous les points Py = (xo, f(x0)) d’un graphe ot la courbe est lisse” , ¢.v.d. n'a

pas de pointe. ~»

Um iiber das eben Gesagte besser reden zu konnen, fassen wir einige spezielle Sachverhalte in Begriffe,
d.h. wir fithren Namen ein: e Pour pouvoir mieux traiter les sujets dont on vient de parler, nous
introduisons des notions, ¢.v.d. nous donnons des noms:

Definition: e Définition:

Die Sekantensteigung: e La pente de la

sécante: A A i Tg.
tan(aq) = A—ch = fo + sz = /(@) = f(X0+AX) /
J(x1) = f(xo)  f(xo+h)— f(x0)
r1 — o - h
= DQ(f, o, $1)

heisst Differenzenquotient
e s’appelle quotient de différences.
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Definition: e Définition:

Der Limes des Differenzenquotienten e La limite du quotient de différences

tan(ag) = lim Ay = lim f(@o + &) = f(wo) = lim ) = J(@o)
Az—0 Az Az—0 Ax T1—T0 T1 — Xo
= lim f(@o +h) ~ f(xo) = lim DQ(f,xo,x)
h—0 h T—T0

heisst Differentialquotient oder Ableitung resp. Tangentensteigung der Stammfunktion f an
der Stelle x(

e s’appelle quotient différentiel ou dérivé resp. pente de la tangente de la fonction primitive (
ou originale) f a la place xq.

d f(z) _d
dz T dz (@)l

Schreibweise: e Fagon d’ écrire: tan(ag) := f'(xg) =

lo—zo

Bemerkung: e Remarque:

f'(xo) stammt von Newton e a été utilisé par Newton,
df(z
% hingegen von Leibniz e par contre vient de Leibniz.

Beide Schreibweisen sind gebriduchlich. Je nach Situation ist die eine oder die andere besser.
e Les deux maniéres s’utilisent aujourd’hui. Selon la situation 'une des deux est la meilleure.

dx, dy, df nennt man differentielle oder infinitesimale Grossen. e s’appellent des entités
différentielles ou infinitésimales. Sie haben hier nur symbolischen Charakter. e FElles ont une
signification symbolique.

Einen Sinn erhalten sie in der Non—Standard—Analysis. Wir kénnen uns vorstellen, dass sie beim
Grenziibergang 0 werden, jedoch nicht von beliebig hoher Ordnung 0. Dass es verschiedene Ordnungen
von 0 gibt, haben wir bei der Untersuchung der reellen Zahlen und von unendlich erfahren.

e [ls obtiennent un sens par l’analyse non—standard. On peut s’tmaginer qu’ils deviennent O par le
passage a la limite, mais pas 0 d’ordre quelconque. Nous avons appris en examinant les nombres réels et
Uinfini qu’il existe différents ordres de 0

Wie wir wissen, braucht ein Limes nicht immer zu existieren. Hier existiert er nur, falls die Sekantenstei-
gung a(y,)(x1) sich in g stetig verhilt (bei lim ). Falls das der Fall ist, so sagen wir:
r—x0

e Comme nous savons, une limite ne doit pas exister nécessairement. Ici elle existe seulement si la pente
de la sécante a(y,)(x1) est continue a xo (pour lim ). Si c’est le cas, on dit:
r—x0

Definition: e Définition: Falls f'(x9) = lim DQ(f,zo,x) existiert, so heisst f in z( dif-
T—xTo
ferenzierbar. e Si f'(xz¢) = lim DQ(f,xo,x) existe, f s’appelle
T—xg

dérivable a xg.

Wenn f’(x0) in jedem z in einer gewihlten Definitionsmenge D existiert, so ist dadurch in natiirlicher
Weise eine Funktion f': zg—— f/(zo) definiert. Somit kénnen wir definieren:

o Si f'(x0) existe a chaque x¢ dans une domaine de définition Dy choisi, une fonction [’ : xg — f'(z¢)
est définie de facon naturelle. Nous pouvons donc définir:

Definition: e Définition: ffx — f'(x) (x € Dy) heisst Ableitungsfunktion (kurz:
Ableitung) e s’appelle fonction dérivée (bref: dérivée)
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Die Ableitung f’(z) ist demnach die Steigungsfunktion der Tangente. e La dérivée f'(x) est donc la
fonction de la pente de la tangente.

Definition: e Définition: f heisst differenzierbar auf I e s’appelle dérivable sur I
& Vaoer f(xo) existiert e existe.

~ kurz e bref: diff’bar’dérivab,
diff’bar’dérivab(()I) ~ auf I e sur I

DW(I) :={f | f diff 'bar’dérivab(I)}

3.1.4 [—Differenzierbarkeit — ”Dérivable

Analog zur L—Stetigkeit konnen wir auch die stirkere L—Differenzierbarkeit definieren:
e Analoguement a la ”continuité L”, nous pouvons aussi définir la ”dérivabilité L”:

Definition: e Définition: Lokale L—Differenzierbarkeit e Dérivabilité L locale:

Die Funktion f heisst L-differenzierbar in z¢
e La fonction [ s’appelle dérivable L dans xq

< Imer, ker+Vaeus :
f(@) = flzo) + m(z — xo) + R(z) A |R(z)| < k- (z—20)?

m heisst im Falle der L-Diff’barkeit Ableitung von f in x.
e m s’appelle dérivé de [ dans xg, si f ist dérivable d’aprés le
critére ci—dessus.

Konsequenz: e Conséquence:

Vor.: e Hyp.:
Vecu, @ f L-differenzierbar o V,cy, : f dérivable L
Beh.: e The.:
x)— fx
SuenVoews 1L gt o) < 1

Interpretation: Die Sekantensteigung ist demnach in Us immer kleiner gleich L.
e Interprétation: Dans Us, la pente de la sécante est donc toujours plus petite ou égale a L.

Definition: e Définition: Globale L-Differenzierbarkeit e Dérivabilité L globale:
Die Funktion f heisst L-differenzierbar in
e La fonction [ s’appelle dérivable L dans I

& Vaer: fist L-diff'bar in xg. e f est dérivable L dans xg.

Fiir abgeschlossene Intervalle folgt sofort: e Pour des intervalles fermés on peut conclure immédiatement:
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Korollar: e Corollaire: Die Funktion f ist L-differenzierbar auf I = [a, ]
e La fonction f est dérivable L sur I = [a, ]

& Jpert Ve aoer ¢ [f(2) = f(wo)] < L |z — 20

Ahnlich wie bei der L-Stetigkeit sieht man sofort, dass aus L-differenzierbar ,gewéhnlich differenzierbar
folgt. Konsequenz:

e Pareillement a la continuité L on voit tout de suite qu’on peut déduire de dérivabilité L la ”dérivabilité
pure”. Conséquence:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f L—differenzierbar e f dérivable L

Beh.: e The.:

f differenzierbar e f dérivable

Trivialerweise gilt der Satz: e On voit tout de suite que le le théoréme suivant est vrai:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f L—differenzierbar e f dérivable L

Beh.: e The.:

f L-stetig e f continue L

3.1.5 Einfache Beispiele — Exemples simples
1. Beispiel: e Exemple 1: Gerade: e Droite:

flx)=ax+b = f(xrg)=axg+Db

f(z1) — f(=zo) — lim (ax1 +0) — (axg +b) a(xy —x9)+ (b—b)

= fl(xo) = lim = lim
x1—To Tr1 — o x1—To Tr1 — Xo x1—To (331 - .130)
a(ry —
= lim a (@ =) _ lim a=a = f'(z)=a
x1—To (331 — .130) x1—To

Die berechnete Steigung ist demnach die bekannte Geradensteigung. e Ce résultat est connu comme
monté de la droite.

Speziell: e Spécialement: f(x)=b=const. = a=0 = f'(£)=0

2. Beispiel: e Exemple 2: Parabel: e Parabole:

ar?—axd
f(@)=ax? = f(zo) =ar? = Veoer DQ= DQ(az? x¢,71) = —— 2 =
r1 — To
= a (@ — o) (@1 + o) =a(ry +x0)|w1¢w0 = lim DQ=a-2 -z9= f'(x0 = Veer f'(z) =2ax

T1—T0

(z1 — o)

3. Beispiel: e Exemple 3: Wurzel: e Racine: (y/z)' =7
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DO~ (2o +h)7 — (x0)? _ (zo+h)7 — (20)? _ (o + h)% — (20)®
1 ' 1 (xoﬁh)_xo (w0 +h)? +a5)((x0 + h)7 — aF)

= 1 — 1 :\/5)1/\’)
(wo+h)* +23) 228 2V (

1 _
Formel: e Formule: (V) = =5 %o

4. Beispiel: e Exemple 4: Parabel hoherer Ordnung: e Parabole d’ordre supérieur:

] —xf
fx)=2" = f(xg) =xf = Vaoer DQ = DQ(z", z0,21) = xll —ch =
_ (@1 —wo)(af e + ot Pag + 2y Pag 4. dafagTh)

(1 — o)
-1 —2 -3 -1
= (@} w) + 2t Pl 2l 7wy + L+ 2l

= lim DQ=nz) ' = f'(v0) = Vaeer f'(x) =na"

T1—T0

)lwl?fwo

3.1.6 Hohere Ableitungen — Dérivées supérieures

Da f'(x) wieder eine Funktion ist, kann es sein, dass in den betrachteten Punkten wieder Tangenten
an den Graphen von f’(x) existieren, dass also (f'(z))’ = lim DQ(f’,z,z1) wieder existiert fiir die
r1—T

betrachteten x. Dann ist (f'(x))’ wieder eine Funktion. Entsprechend fiir ((f'(z))")’ und so fort. Wir

reden hier von hoheren Ableitungen.

e Comme f'(x) est de nowveau une fonction, il peut étre qu’auz points en question la tangente au graphe

de f'(x) existe aussi, que (f'(x)) = lliml DQ(f', z, x1) existe donc pour les x considérés. Par conséquent
o

!

(f'(x)) est de nouveau une fonction. Correspondant pour ((f'(xz))") etc.. Alors on parle de dérivées

supérieures.

Definition: e Définition: '(z) = (f'(z)) = i(if) = dQ—f
: : )= (f(2) = oo (o f) = o5

2-te Ableitung e 2-éme dérivée (f € D(I)...)
d  d a3 f
111 R 11 At et /A W N
3-te Ableitung e 3—&me dérivée (f € DO)(I)...)
d dr—1 f d"f
(n) o (n—1) r_ = o .
n—te Ableitung e n—eme dérivée (f € D(I)...)

(Spéter sind diese Ableitungen wichtig bei Potenzreihen. e Plus tard ces dérivées sont importantes
quand on traite les séries de puissances.)

Bsp.: e Exemple:

Ein Massepunkt bewegt sich nach der Gleichung e Un point masse se meut d’aprés l’équation
) s(t) = ct?.
~> Geschwindigkeit (Anderung des Weges pro Zeit) e wvitesse (changement du chemin (distance) par

rapport au temps): v(t) = s'(t) m 2% =2ct (vgl. Bsp. 2 oben) e voir expl.2 en haut).

= 1.
) Ao At
~ Beschleunigung: Anderung der Geschwindigkeit pro Zeit e accélération: changement de la vitesse par
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d?s
_ N Av _ _ _ _
rapport au temps a = Alir—I»lo A =0(t)= (') =5"(t) = el

(Es ist natiirlich nicht notwendig, immer alle diversen Schreibweisen wiederzugeben. e Naturellement il
n’est pas nécessaire de rendre toujours toutes les fagons d’écrire.)

=2c

3.1.7 Diff’barkeit und Stetigkeit — Dérivabilité et continuité

Man sieht schon anschaulich ein, dass eine Funktion an ihren Unstetigkeitspunkten keine eindeutige
Tangente besitzen kann. (Man denke an Polstellen, Definitionsliicken, Spriinge.) Nicht stetig bedeutet
also nicht differenzierbar. Jedoch kann es sehr wohl sein, dass eine Funktion in einem Punkt stetig
ist, jedoch nicht differenzierbar. Man denke an eine Spitze im Graphen, wo keine eindeutige Tangente
existiert. Es gilt jedoch: Falls in einem Punkt eine Tangente existiert (falls die Funktion differenzierbar
ist), so ist sie dort stetig.

e On woit de facon naturelle qu’une fonction ne peut pas avoir de tangente auzr points ou elle est
discontinue. (Pensons auzx places de poles, lacunes de définition, sauts.) Non continue signifie donc
non dérivable. Mais il peut arriver qu’ une fonction est continue a un certain point, mais n’y est pas
dérivable. Pensons a une pointe dans le graphe, ot il n’existe pas de tangente univoque. Mais il vaut: Si
une tangente existe a un certain point (si la fonction est dérivable), elle y est continue.

Denn e Car:c = f'(xg) = lim M = 0=( lim M)_C
z1—T0 xr1 — X T1—To Tr1 — To

f(@1) = f(zo) — e(z1 — 20)

= I J—c= 1
xT1—T0 r1 — o xT1—T0 r1 — o
= 0= lim f(x1)— f(xo) —c(x1—xo) = lim f(x1)— f(xo) — lim c(x1 — x0)
T1—T0 T1—T0 T1—T0

= 1111—I>I31m fz1) — f(zo) = alll_rgo fz1) = f(zg) = f stet’cont(xo).

Satz: e Théoréme: f diff’bar’dérivab(xzg) = f stet’cont(zg)

Kontraposition: e Contraposition:

f nicht stetig in e non continue a xg
= f nicht diff’bar in e non dérivable a xg

Wichtig: e Important:  Stetigkeit ist nur notwendig, aber nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit.
Es gibt stetige, nicht differenzierbare Funktionen (z.B. fraktale Gebilde).

e La continuité est nécessaire, mais ne suffit pas pour la dérivabilité. Il existe des fonctions continues,
mais non dérivables (p.ex. des constructions fractales).

Es gibt sogar Funktionen, die iiberall definiert sind, jedoch nirgends stetig und somit nirgends diff’bar
sind. e I existe méme des fonctions qui sont définies partout, mais qui ne sont nulle part continues et
qui ne sont donc dérivables a aucun point.

0 z€Q

Bsp.: e Exemple: flx) = {1 24 Q

Eine Funktion, die iiberall stetig und nirgends differenzierbar ist, stammt von Weierstrass:
o Weierstrass a donné une fonction qui est continue partout et qui n’est dérivable nulle part:

flx) = flx, N\ s) = Z)\(Q_s)k sin(\Fz), A>1, se(1,2), z ¢ Dy =10,1]
k=1
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Eine Vorstellung vom Graphen erhalten wir
durch folgende grobe Approximation:

e [’approximation grossiere suivante nous
donne une idée du diagramme:

fu(@) = fulz, N, 8) = f5(2,5,1.5) = Y 5C~1Dkgin(5k 1) |
k=1 -50

-100

3.1.8 Links— und rechtsseitige Diff’barkeit — Dérivabilité de gauche et de
droite

Bsp.: e Exemple: f(z)=2?-z =25

Betrachtet man den Graphen, so wird es of-

fensichtlich, dass eine Tangente im Punkt

(0,0) sinnvoll ist. Jedoch ist dort vorerst

die Ableitung nicht definiert, da wegen dem

Definitionsbereich kein zweiseitiger Limes ex- ?2
istieren kann. Es existiert nur ein rechtsseitiger

Limes:

f(x) = X2 {X ={x®

| - X

e Si l’on considére le graphe, il est clair qu’au point (0,0) la tangente a un sens. Mais d’abord la dérivée
n’est pas définie parce que, a cause du domaine de définition, une limite de deur cotés ne peut pas
exister. Il existe seulement une limite desdroite.

22— 0% g? 3 :
S =Tl — g o lim DQ=lima? =02 =0
x1—0 1 x110 110

~ DQ=DQ(x3,0,2,) =

Dabher ist es in Punkten wie im eben studierten Beispiel sinnvoll, eine links— und rechtsseitige Ableitung
zu definieren: e A des points comme dans l'exemple qu’on vient d’étudier, il est donc sensé de définir
une dérivée de gauche ou de droite:

Ay
Definition: Définition: lim — = f{
nition: e nition Jim (o)

heisst linksseitige Ableitung von f in z( (linksseitige Tangen-
tensteigung) e s’appelle dérivée de gauche de f d xo (pente de
la tangente de gauche).

z1lxo x
heisst rechtsseitige Ableitung von f in z( (rechtsseitige Tan-
gentensteigung) e s’appelle dérivée de droite de f d xo (pente
de la tangente de droite).

Damit gelingt es nun, auch den Knick mathematisch zu fassen. Wir Definieren: e A [’aide de ces
définitions on arrive d définir aussi le pli (coude) de maniére mathématique. Nous définissons:

Definition: e Définition: Vor.: e Hyp.: hTm f(z), 1ilm f(z) existieren e existent.
T|xTo xTlxTo

~> f hat in zg einen Sprung e a un saut a xg
< lim f(x) # lim f(x)
zTxo xlxo
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Definition: e Définition: Vor.: e Hyp.:

Sei e Soit f stet’cont(xg),
1iTm 1 (x), 1ilm f(x) ex. o ex.
x| To xrlTo

f hat in 2y einen Knick e a un pli a xg
< lim f/(z) # lim f'(x)
zTxo xlxo

Das bedeutet also dass die linksseitige Steigung der Tangente ungleich der rechtsseitigen Steigung der
Tangente ist. e Cela signifie donc que la pente de la tangente a gauche est inégale par rapport a la pente
de la tangente a droite.

3.2 Der Kalkiil — Le calcul

3.2.1 Grundlagen, Potenzfunktion — Fondements, fonction puissance

Ein Kalkiil ist eine Sammlung von Regeln, die uns die Sache besonders einfach machen, da man sich
wiederholende Sachverhalte nicht immer neu herzuleiten braucht. e Un calcul est une collection de
regles qui simplifie la chose parce qu’on ne doit pas toujours prouver a nouveau les choses qui se répetent.

Eine Regel haben wir schon hergeleitet (vg. Bsp. 3, 3.1.5 Seite 83): o Nous avons déja prouvé une régle,
(voir 8.1.5 page 83):

Regel: o Regle: Potenzfunktion e Fonction puissance
Vor.: e Hyp.: flz) =am
Beh.: e Theé.: fl(x)y=n-a"1

Bsp.: e Exemple: f(z)=2" = f/(z)="7a

3.2.2 Linearitit — Linéarité
Lineare Operatoren — Operateurs linéaires

Bis jetzt haben wir Funktionen mit Dy C R, Wy C R studiert. Auf der Grundlage des all-
gemeinen Funktionenbegriffs (vgl. Algebra) ist diese Einschrénkung jedoch kiinstlich. Dy und
Wy konnen irgend welche Mengen sein, z.B. auch Zahlen oder auch selbst Funktionen. Z.B.
Dy = {f(x) | f diff’bar(1)}, Wy = {h(x) | 35 = h(xr) = f'(x)}. Wenn nun Definition— und
Wertebereich aus Funktionen bestehen, so wollen wir von Operatoren sprechen.

o Jusqu’ici nous avons étudié des fonctions avec Dy C R, Wy C R. Basé sur la notion de fonction
générale (voir algébre) cette restriction est artificielle. Dy et W peuvent étre des ensembles quelcon-
ques, aussi p.ex. des nombres ou aussi des fonctions. P.ex. Dy = {f(x) | [ dérivable(I)}, W; =
{h(x) | @) : Mx) = f'(x)}. Si les domaines de définition et de valeurs consistent en fonctions, nous
parlons d’opérateurs.

Seien e Soient: Mp, My, = speziell festgelegte Funktionenklassen e classes de fonctions bien définies.
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Definition: e Définition: Operatoren sind Funktionen mit
Doy, € Mp,Wop, € My .
e Jci les opérateurs sont des fonctions avec
Doy, € Mp,Wop, € My .

d d
Bsp.: e Exemple: ' f(z)— fl(z) = d_f ist ein Operator e est un opérateur
x x

Bemerkung: e Remarque:

d
Da infolge — differenziert wird, heisst dieser Operator speziell Differentialoperator.

x
e Comme on calcule des dérivées a [aide de 7différences infinitésimales”, on parle ici d’opérateur
différentiel.

Definition: e Définition: Ein Operator @ : V —— V' heisst linear, wenn er folgende Bedin-
gungen erfiillt: o Un opérateur ® : V — V' s’appelle linéaire,
s’il satisfait les conditions suivantes:

& Vi pev O(fi1(z) + f2(2)) = @(f1(2)) + @(f2(z))
Vf(x)eV,AeR(C) DA f(x)) = A(f(7))

Konsequenz: e Conséquence:
Ein linearer Operator erfiillt: e Un opérateur linéaire satisfait:

QA fi(z) + A2 fo(2)) = M@ (f1(2)) + A2 ®(f2(z))

Linearitédt des Differentialoperators — Linéarité de opérateur différentiel

d
Satz: e Théoréme: Iz ist ein linearer Operator: e est un opérateur linéaire: ~»
x
Regel: o Regle: Vor.: e Hyp.: fi, fo € {f | fdiff’bar’dérivab(I)}, ai,as € R}
Beh.: e The.:

1. arfi +asfe € {f | fdiff’bar’dérivab(I)}

2. (1 fi(w) + azfa(w)) = a1 fi(z) + az f3(z)

Beweis: e Preuve: DQ = DQ(an f1(z) + aafa(x), o, 1)
_ (a1 fi(z1) + o fa(x1)) — (o f1(mo) + aafa(zo)) _
X1 — T
_aa(fi(@) = fi(zo)) +1042(J?2(301) = falwo)) _ | Sil@d) = fi(zo) ta fa(w1) = fa(z0)
B r1 — o -t r1 — o 2 r1 — To
= lim DQ= lim o MEVZNED) o SED W) _ ) p) g a0)
xr1—T0 xr1—T0 Tr1 — X0 r1 — To
i (a1 fi(z1) + anQ(xii :iooélfl(xo) + asfa(zo)) (a1 f1(w0) + aafa(w0))’

Bsp.: e Exemple: f(z) =32°%—42°+822 -9 = f'(z) =182° — 202* + 162 + 0
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Konsequenz: e Conséquence:
Polynome sind diff’bar auf R. e Les polynomes sont dérivables sur R.

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

p(x) = apx" + an—lxn_l +...+ar1x+ap

Beh.: e The.:
Lp@=a,-n-2" ' +ap1-n—1)-2"2+.. . +a;

2. p™(x) = a, - n! = const.

3. ptD(z) =0

3.2.3 Wichtige Regeln — Regles importantes
Differenzenquotient und Restfunktion — Quotient différentiel et fonction de reste

Seien e Soient

> DQ:DQ(f(x),xo,x)zwzz Ry(x) fir o pourzo e Rfix o fize
— 2

> feDW(xg) (~ f'(x0) existiert e existe)
stet’cont(Us (o).

> Jser+ :
r — X0

Dann gilt: e Alors il vaut:

[(z) = f(z0))

> Ry(z) = pr— stet’cont(zo) (lim Ry(x) = f'(xo), fortsetzbar e prolongeable)
— X0 T—xo
x* — Xo €r — Xo
= f(xo) + Ry (2)(x — o)
Lemma: e Lemme: Restfunktionslemma e Lemme de la fonction du reste
Vor.: e Hyp.: Ry(z) = DQ(f(z), 0, z) A f €D (xg)

Beh.: e The.:

f(z) = f(zo) + Ry(2)(x —w0), Dr; =Dy, lim R¢(z) = f'(z0)

89

Mit dem Restfunktionslemma gelingt es, verschiedene Regeln herzuleiten. A ’aide du lemme de la fonction

du reste on peut déduire certaines regles.

Ableitung des Sinus — Dérivée du sinus

Verwende das Additionstheorem: e Utilise le théoreme d’addition:
sin(a) — sin(8) = 2sin(252) - cos(232) sowie: e et en plus: lim sin(z) _
r— €T
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sin(x) — sin(z)

~ DQ = Rgn(x) = = (sin(x + Az) — sin(x)) - 1o

A TTA A A A
T+ Ar —x r+ Az +z 1 x 1 2x 4+ Ax
— 94 ) S —9sin(=2) . . ol M
sin( 5 ) coi 21 ) 2Ax N sin( 5 ) A Zos*( ) o
= sin(e) = fim 2sin(5) - - oos(PTH R =2 fim T i cos )
="
. osin(Az*) 1
=2 1 _ = =1- =
plim —— 5 cos(x) cos(x) = cos(x)
Regel: o Regle: Veer : sin’(z) = cos(z)

Produkten— und Quotientenregel — Reégle du produit et du quotient

Seien e Soient f,g € DY (z)
= f(x)-g(x) = (f(z0) + Ry(x)(x — x0)) - (9(z0) + Ry(x)(z — 300))

= f(z0) - g(wo) + f(xo) - Ry(x)(x — x0) + g(x0) - Rp(2)(x — 20) + Ry(x) - Ry(x) - (x — x0)?)
_ pg= 1) 9@) ~ f(zo) -g(z0) _
Tr — X0
-g(x0) + f(zo) - Ry(w)(x — o) + g(wo) - Ryp(x)(x — o) + Ry(x) - Ry(x) - (x — 0)?) — f(w0) - g(wo)
— F(wo) - Ryle) + glr0) - Ry(w) + Ry(x) - By ( (&= 20))
= lm DQ= lim f(ro)-R (Hw( Ry(@) + Ry(@) - Ry(a) - (2 — o) =

—f (z0) - ¢'(w0) + g(xo) - f'(20)
Kurz: e Bref:

f(@)-g9(x) = f(z0) - g(x0)  fl2) - 9(x) = f(2) - g(w0) + f(@) - g(w0) — f(@0) - g(x0)

r — X0 r — X
F@)- 9(32:7?:(0330) +9(z) - f(x%igm — f(xo) - f'(w0) + g(xo) - g’ (x0)

Falls f, g € DW(I) gilt, ist diese Betrachtung fiir alle 2o € I giiltig. Man erhilt somit die Regel:
e Sl vaut f,g € D(l)(l), cette déduction est valable pour tous les xo € I. On obtient donc la régle:

Regel: o Regle: Produktenregel e Régle du produit
Vor.: e Hyp.: f,9 € DY(I)
Beh.: e The.:

(f(x)-g(x) = f(x)-¢'(x) + f'(z) - g(x) in e dans I

1. Beispiel: e Exemple 1:
(x-sin(x))’ = (x) - sin(z) + x - (sin’(z)) = 1 - sin(z) + z - cos(x) = sin(z) + z - cos(z)

2. Beispiel: e Exemple 2

L= (2 = (V3 V3) =2 VE (V&) = (V) =
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3. Beispiel: e Exemple 3:
f(x) =sin*(x), f'(z) = (sin(z)-sin(z))" = cos(x) - sin(x) + sin(z) - cos(z) = 2sin(x) - cos(z)

4. Beispiel: e Exemple 4:
Mit Hilfe vollsténdiger Induktion und der Produktenregel beweist man sofort:
e A l'aide de linduction compléte on prouve tout de suite:

Regel: o Regle: Leibniz—Formel e Formule de Leibniz
Vor.: e Hyp.: f,g € D)
Beh.: e The.:

(f(x) - g(x)™ = Zi: (Z) f®(z) - gk (z) in e dansT

Eine etwas andere Schreibweise der Produktenregel ist die Quotientenregel:
e Si l'on écrit la regle du produit de facon un peu différente, on obtient la regle du quotient:

Sei o Soit f(x) = hgi; £,0.h e DUII), h(z) #0 (Vo €1) = f(z) h(z) = g(x)
= () = (@) h@) = 7/@)-hw) + (@) K@) = @)= o (6@ - 1) W)
_ 1 / g(x) o, _ g'(x) - hz) —g(x) - h(x)
Regel: o Regle: Quotientenregel e Régle du quotient
Vor.: e Hyp.: flx) = %, fr9.h e DY), Y, eT: h(z)#0
Beh.: e The.:
1) = $@) h(z) = g@) K)o
o lfall: eial- _ ooy - (D h(e) —1-W(x)  —h(x)
Spezialfall: e Cas spécial: f(x) = ) = f(x) = e = T2
Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:
1 1
f(x):m, he DY), V,eI: hz)#
: &.: "(x) = _h’(x) in e dans
Beh.: e The.: f(z) = h2() dans I
Bsp.: e Exemple: f(x)=a""= i = (z7") = —(xn)l = _(n i xlrll_l)l = (—n) (D)
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Bemerkung: e Remarque: Esist somit: e I/ est donc: (27 ") = (—n) -z~ "1

1. Beispiel: e Exemple 1: Mit Hilfe der Quotientenregel kénnen wir nun auch den Tangens (u.s.w.)
differenzieren: e A [’aide de la régle du quotient nous pouvons maintenant calculer la dérivée de la
tangente:

(tan(x))’ = (sin(x) y = (sin(x))’ - cos(x) — sin(x) - (cos(z))’ _
cos(z) cos?(x)
~ cos(z) - cos(z) —sin(z) - (—sin(z))  cos®(z) +sin’(z) 1
B cos?(x) B cos?(x)  cos?(x)
Kettenregel — Reégle conjointe
Studiere: e Ftudier:
h g
— z=h(z) —
/ N\
x w = g(z) = g(h(z)) = (g o h)(x) = f(x)
\ /
[ — 'L) [ —
. Aw  Aw Az
Es gilt: e Il vaut: DQ—A—x—A—Z-A—x, Tr—xy) = Z— 2
df ! Aw ! Aw I Az ! Aw lim Az (dg dh
— = lim — = lim — - lim — = lim — - — = (== C—
Adx|,ee, *—z0 Az a—z0 Az a—z0 Az z—z0 Az z—wz0 Ax Ad2|cyney) AT |omag
Regel: e Regle: Kettenregel e Regle conjointe
Vor.: e Hyp.:

f(@) =g(h(z)), f,he DY), ge DY (h())

Beh.: e Theé.:
df(z dg(h(z)) dg(z) dh(x)
oy~ @) o) doe)
dx dx Az |._p dx
Definition: e Définition: g(x) heisst hier dussere Funktion, h(z) hingegen innere Funk-

tion. Entsprechend heisst ¢'(z) dussere Ableitung und h'(z)
innere Ableitung

e g(x) s’appelle fonction extérieure, h(z) par contre fonc-
tion intérieure. Par correspondance ¢'(x) s’appelle dérivée
extérieure et h/(z) dérivée intérieure.

1. Beispiel: ¢ Exemple 1: f(z) = sin*(z) = h(z)? = 22 (h(x) = sin(z), g(z) = 2?)

Wir wissen von oben: e Nous savons déja: f'(x) = (sin®(x))’ = 2sin(x) - cos(x)

Nun koénnen wir auch anders rechnen: e Maintenant nous pouvons calculer aussi de facon différente:
py= (@ Ao
dz | 2=sin (z) dw
Andererseits ist aber hier: e D’autre part on a ici: f(zx) = sin®(z) = 1 — cos®(z)

N QSin(x) -cos(x) _ fI(JJ) _ dﬁf) _ (1)/ - (COSQ(JJ))I _ —(COSQ(JJ))I — _Cil_zz . d Cc(l)sx(-f)

= 2z - cos(z) = 2sin(x) - cos(x)

|2=cos(z)
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d cos(x d cos(x
=22 _ 76“0( ) = —2cos(x) - 730( )
= 2sin(z) - cos(z) = =2 cos(x) - d cos(z) = d cos(z) = —sin(x)

dx dx

2. Beispiel: e Exemple 2: f(z) =sin(wx + ¢) = sin(z)

d d d d sin d

1
cos?(x)

Korollar: e Corollaire: (cos(z)) = —sin(z) (tan(z))’ =

Ableitung der Umkehrfunktion — Dérivée de la fonction inverse

Mit Hilfe der Kettenregel ist es jetzt einfach, Umkehrfunktionen abzuleiten. Betrachte:
o A laide de la régle conjointe il est maintenant facile de calculer la dérivée des fonctions inverses.
Etudier:

f
z=f"1a), IR =T )z)=Idz) =2 2"Zx
fFu
Lo AR dfw) d(f(2) df(x) _ 1
dz dz dx  |— s dz | _;-10, dzx d(f(z2)
dz | sy
. df(z)”! 1
Regel: o Regle: i AU
dz | jg
Mit dieser Regel konnen wir jetzt z.B. Wurzelfunktionen differenzieren:
e Maintenant nous pouvons calculer les dérivées de racines a l'aide de cette régle:
Bsp.: e Exemple: Sei o Soit x= f(z) =2", z=f"'(z)=an
d(zw 1 1 1 1 . 1 wa 1
S dem L - =@ = =
dzx ddzz cmew o me2t s g (zw)rl n n n
1 1 1
= (x7) = — - an?
n

Der Witz des Tages: e Le gag du jour:

(Gefunden anlésslich der Korrektur einer Arbeit.) o (Trouvé lors de la correction d’un travail.)

Mit der Kettenregel finden wir jetzt allgemeiner:

o A l'aide de la régle conjointe nous trouvons maintenant:

B dza dzP 1 19
~ dz |z:mp.ﬂ_q.

fl@)= Vot =2t = (@P)i = (Va1) = ((a7)7)

|

|
—

8
i)
~

Q

€Ta

_ P o pG-pre-ny P 21 (xg)' N
q q q
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Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

Sei o Soit /7= x4 definiert e défini

Beh.: e The.: (x

Konsequenz: e Conséquence: In allen betrachteten Féllen haben wir bis jetzt die folgende Regel ge-
funden: e Dans tous les cas considérés nous avons trouvé la régle suivante: f(z) = 2% = f'(z) = az®™?

Problem: e Probléme:
Gilt diese Regel auch fiir e Est—ce que cette régle vaut aussi pour a € R, o & Q7

Die Frage ist zu bejahen. Anschaulich kann man sich der Sache durch das Argument nihern, dass wir
eine irrationale Zahl r = o € R, r € Q durch rationale Zahlen r, = «, beliebig genau anndhern
konnen. f/ (z) = r, ™! nihert sich dann beliebig genau an r z"~! an. Da sich die betrachteten Kurven
mitsamt der Tangenten aus Erfahrung bei diesem Prozess stetig verhalten, ist stark zu vermuten, dass
ra" 1 = (2") gilt. Um den Rahmen zu wahren, lassen wir hier den exakten Beweis weg.

e [l faut répondre oui. L’argument suivant facilite la compréhension: On peut approximer un nombre
irrationnel r = a € R, r € Q par des nombres rationnels r, = «, aussi exactement qu’on veut. f (x) =
rpam ! approrime aussi exactement qu’on veut a ra"~t. Comme les courbes en question et aussi les
tangentes se comportent de maniére continue o ce processus, comme on sait par l’expérience, on a la
forte supposition qu’ il est r "~ = (x)" . Pour garder le cadre ce cours, nous laissons tomber la preuve
exacte.

3.2.4 Ableitung wichtiger Funktionen — Dérivées de fonctions importantes

Plausibilitdtsbetrachtung — Déduction de fagon plausible

Sei o Soit n-x =1y, x=const., n— o0 = Y— 00~ nzg

Bekannt: e On sait: e= lim (1+ l)" = "= lim ((1+ l)")* = lim (1+ l)"* = lim (1+ E)y
n—oo n n—oo n n—oo n Yy—00 Y

Angenommen, man konnte die Limesbildung bei der Zahl e mit der Limesbildung bei der Ableitung

vertauschen, so miisste gelten:

e Supposons qu’on puisse échanger la formation de la valeut limite du nombre e avec la formation de la

valeut limite quand on calcule la dérivée. On devait donc conclure:

1
(€)' = (lim (14 2)¥) = lim (1+2)¥)" = lim y-(1+ )1 (1+2) = lim g-(1+2) ! ==
y—00 . yw y—00 Y y—00 Y Y y—00 Y Yy
T +3 x 1 x 1
1. 1 _y_l' yzl 1 —)v. :1 1 —\v. _1 1 —y:J' J'I:J’
Jm (1+2) 1+z A1+ 1+Z g (4 2) g = im (1) = et = ()" =e

Vermutung: e Hypothese: (e") =e”

Ableitung des natiirlichen Logarithmus — Dérivée du logarithme naturel

A 1
Sei o Soit f(x) =y =1In(x), xo >0, _x:% — =
To Y



3.2. DER KALKUL — LE CALCUL

A 1 —1 In(£ In(Zetaz In(1+ 2z
Es gllt o Il vaut: DQ: _y _ n(x) l'l(xO) _ (J,o) _ ( zo ) _ ( J,o) _

Az x — X0 x — X0 Az 300'%
1 In(1+ 22) 1 In(1+ 1 _1 1 1
= '(TOIM = u=—'1ﬂ((1 +7)07)) = = In((1+ =))
o Ti=v @ ¥ To o «

o

Betrachte den Fall e Considérer le cas a >0, z.B. e p.ex. a =n€N:

1
= hm DQ— hm DQ = hm DQ= lim —-In((1+4 — )(‘X) =

95

a— 00 xo
1 1 1 1 1
lim — - In((1 (n) —-In( L 1 )y = — .1 =— -1=—
nl—>n<;lo To n(( o ) ) |(1n stet’cont) xq n(nl—»ngo( T ) ) ) n(e) xo xq

Fiir a < 0 erhélt man denselben Grenzwert durch die folgende Substitution:
° Pour a < 0 on obtient la méme valeur limite par la substitution suivante:

(o) — Ay beno BN (B o Bt
1+ 2@ =, 1+ ) = 0= 5 = G = I - 5
=(1+ ﬁ)(ﬁ)lpzﬁi1 =(1+ ;)(p+1) (1+= )(p) (1+ ;) —e-1l=e,
a— —00 = [f— 400 = p—>+oo
Bsp.: e Exemple: (In(|z|)) = (1n(x -sgn(z))) = ﬁ (z - sgn(x)) = ﬁ (z - sgn(x)) =
1 ! - sgn(x = i -sgn(x) = S — = L

(Fiir = 0 ist In(|«|) nicht definiert. Fiir « # 0 ist sgn(z) = const., d.h. (sgn(z))" = 0.
In(|z|) n'est pas défini. Pour x # 0 il vaut sgn(zx) = const., ¢.v.d. (sgn(x))’ =0.)

1
Regel: e Regle: (In(|z]))" = .

Ableitung der Exponentialfunktion — Dérivée de la fonction exponentielle

Sei o Soit f(z) =ln(2) = fl@)=¢" > T =Fr = Thew = =€

Regel: o Regle: (e") =¢e”
1. Beispiel: e Exemple 1:

. . . od ~dsi
(xQesm(a;))l _ (xQ)Iesm(a;) _"_xQ(eSln(fL‘)) _ 2xebm(*) +x dez - Scllr.lx(-ﬁ) _

_ 2xesin(a;) + xQesin(a;) COS($)
2. Beispiel: e Exemple 2: f(z) =2, f'(z)=?

Idee: o Idée: v = (@) = 27 = (eln(@))7 = grin(z)
der"®)  dev dx-In(z)

! — Y. -In(x xl—x* n(x
= f) =S = Ty = (@) e ) = (1L In@))

~> f" wichst stirker als f: Uberexponentielles Wachstum.
e f' croit plus fortement que f: accroissement plus fort que exponentiel.

e Pour x =0,
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Ableitung bei Basiswechsel — Dérivée apres échangement de base

Exponentialfunktion e Fonction exponentielle:

Sei o Soit f(z)=a", a€RT, f(x) =2

Beniitze: o Utiliser: a® = (e™(@)* = e=n(@) = eZZ:w_Ln(a)
de* dx-1 .
= fl(z) = dez . %M =e¢” -In(a) = a® - In(a)

Logarithmusfunktion e Fonction logarithme:

Sei o Soit f(x)=log,(x), a € R, f(z) =?
Beniitze: o Utiliser: log,(z) = Egz; = 1n2a) -In(x) (a=e = In(a) =1)
, 1 1 1
= F@)= In(a) = 2z-In(a)

Trigonometrische Funktionen, Arcus—Funktionen — Fonctions trigonométriques, fonctions
circulaires réciproques

Die trigonometrische Funktionen wurden in 2.2.4 auf Seite 25 besprochen.
e Les fonctions trigonométriques ont été discutées dans 2.2.4 a la page 25.

Analog zu den hyperbolischen Funktionen gilt der Satz:
e Analoguement aux foncitons hyperboliques il vaut:

Satz: e Théoréme: cos?(x) +sin?(x) = 1

Wir wissen bereits: e Nous savons déja

Regeln: e Régles: sin’(t) = cos(t), cos’(t) = —sin(t),
1
t ! t - tl t = —
an'(t) cos?(t)’ cot'(t) sin®(t)

Uber die Monotoniebereiche der trigonometrischen Funktionen wissen wir wegen ihrer geometrischen
Bedeutung Bescheid. (Z.B. wenn in einem rechtwinkligen Dreieck der Winkel an einer fixgehaltenen
Kathete monoton wéchst, so wichst damit die gegeniiberliegende Kathete und damit der Sinus u.s.w..).
In den bekannten Monotoniebereichen lassen sich somit die Umkehrfunktionen definieren. Ublicherweise
wéahlt man als Standardbereich nach Moglichkeit das Intervall, in dem der Ursprung liegt oder jenes
Intervall, in dem der Ursprung am Anfang liegt.

e Nous connaissons la monotonie des fonctions trigonométriques par leurs significations géométriques.
(P.ex si dans un triangle rectangulaire l’angle ¢ un coté fize augmente, le coté a l'opposition augmente
aussi et donc le sinus augmente aussi.) Dans les intervalles de monotonie connus on peut donc définir
les foncitons inverses. De coutume on choisit comme domaine de définition standard [’intervalle dans
lequel est située l’origine ou bien lintervalle dans lequel l’origine se trouve a gauche.

Definition: e Définition: Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen heis-
sen Arcusfunktionen. e Les fonctions inverses des fonctions
trigonométriques s’appellent fonctions circulaires réciproques.
~» arcsin(t), arccos(t), arctan(t), arccot(t)
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Der Name ,arc* kommt von ,, Arcus* (lat. Bogen). e Le nom “arc” wvient de "arcus”.

Die Ableitungen der Umkehrfuntionen errechnet man mit der Regel fiir die Umkehrfunktion:
e On clacule les dérivés des fonctions inverses a l'aide de la regle pour les fonctions inverses:

1 " 1
———, arccos = ——,
1—1t2 V1—t2

1 1

1442

Regeln: e Reégles:  arcsin’(t) =

arctan’(t) arccot’ (t) =

“Tre

Hyperbolische Funktionen, Area—Funktionen — Fonctions hyperboliques, aréa—fonction

Von 2.2.4 auf Seite 28 wissen wir: e Nous savons de 2.2.4 a la page 28:

. e’ —e " et te” __ sinh(x) o 1
sinh(z) := —5 cosh(z) := —5 tanh(z) := cosh(2) coth(z) := tanh(z)
Substituiere: e Substituer: vi

/ — _ = / — - 1 y'

Aus der Skizze erkennt man, dass die (z’,y’) y'v_f
die Koordinaten von P(z,y) in einem um y
—7 gedrehten Koordinatensystem sind. e On y
voit dans Uesquisse que (x',y') sont les coor- X »
données de P(x,y) dans un systéeme de coor- ' y-i
données tourné de —7 degrés. x- Lz (7
12
X'
t —t t_ ot
Sei e Soit cosh(t) = % =z, sinh(t) = % =y = % —1y? = cosh?(t) — sinh?(¢)
et +2etet e 2t 2t —2elet 472t 2ete 4 2efet 242 )
4 4 B 4 4T

Andererseits findet man mit e D’autre part on trouve avec x* =: \/530’, Y= \/iy’:

1 1 et+et e —et elt+et el —et 1 ,2¢ 2¢t 1

!/ _ — . — — — . — = —(—) . — —

al -y %(ery)(xly) st ) (5 5 ) =5(5) () =3
= ¢y == —, y* = — ~ Normalhyperbel im gedrehten Koordinatensystem

e ... Hyperbole dans le systeme de coordonnées tourné.

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

x = cosh(t), y=sinh(t), z*=x+vy, y*=z—y

Beh.: e The.:

> 22 — y? = cosh?(t) —sinh?(t) = 1

. 1

Fiir die Ableitungen errechnet man: e Pour les dérivées on calcule:
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Regeln: e Regles: sinh’(t) = cosh(t), cosh’(t) = sinh(t),

1
tanh'(t) = m, COthl(l‘,) = —

1
sinh?(t)

Durch Zuriickfithren auf die e—Funktion gelingt es, die Monotonie der hyperbolischen Funktionen zu
kldren. e En s’appuyant sur la fonction exponentielle, on arrive a clarifier la monotonie des fonctions
hyperboliques.

Man findet e On trouve:

Satz: e Théoréme: sinh(¢) ist in R streng monoton wachsend e sinh(t) croit strictement
monotonement dans R.
cosh(t) ist in Ra' streng monoton wachsend. Der Graph ist symmetrisch zur
y—Achse. e cosh(t) croit strictement monotonement dans Ry . Le graphe
est symétrique a l’aze y.

Somit existieren in den Monotoniebereichen die Umkehrfunktionen. e Donc les inverses existent dans
les intervalles ou les fonctions sont monotones.

Definition: e Définition: Die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen heissen
Areafunktionen e Les fonctions inverses des fonctions hyper-
boliques s’appellent aréa—fonctions (fonctions hyperboliques in-
verses)
~» arsinh(t), arcosh(t)...

Der Name kommt von einer Beziehung im Zusammenhang mit einer durch die Hyperbel definierte
Flache. e Le nom vient d’un rapport dans le cadre d’une surface définie par I’hyperbole.

Die Ableitungen der Umkehrfuntionen errechnet man auch hier mit der Regel fiir die Umkehrfunktion
(vgl Lit.).
e On clacule les dérivées des fonctions inverses & U'aide de la régle pour les fonctions inverses (voir litt. ).

3.2.5 Tangenten und Normalen an Graphen — Tangentes et normales aux
graphes

Geg.: e Donné:

Graph von e Graphe de f(x). ya Z—tx)=ax+b

a+Z
Ges.: e Trouver: f(x.) ;2 o,
Tangente, Normale e Tangente, normalet(x), 0
n(x), t(x) =ax+0b -
tan(ag) = /(o) = a = ~_% RIS x
_ tx) —t(zo) _ t(z) — flzo) n(x)
- r — X B Tr — X
= t(z) = f'(z0) - (z — z0) + f(0)
Ty _ _ 1 1 n@)—n@) _n@)— flxo)
tan(o +3) =~ cotleo) = Ctan(ag)  f'(zo) w—z0 @ —o
= (@) =~ (o= 20) + @) ((z) £0)

f'(xo
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: feDWgy

Beh.: e The.:

Tangente in e Tangente ¢ xo: t(z) = f'(x0) (x — 20) + f(x0)
L a) + )
[ (o)

Normale in e Normale ¢ xo: n(z) = —

3.2.6 Der Mittlewertsatz — Le théoréeme des accroissements finis

3 + 2 +
Sei o Soit f(x) = { iQ iiﬁo_ stet’cont(R) = f'(x) = { ;ﬁ iiﬁo_ stet’cont(R)
+
= f(z) { gx i 2 EO_ ~ unstetig in 0 e non continue d 0. (111%101 =0#2= 111?01)

Dabher ist die folgende Abkiirzung sinnvoll: e C’est pourquoi l’abréviation suivante a un sens:

Definition: e Définition: f(z) n mal stetig differenzierbar in xq resp. I:
e f(x) dérivable n fois continiment a xo resp. dans I:

=
f('n)(x) existiert dort und f(")(x) ist stetig
o f(")(x) y existe et f)(x) est continue.

Schreibweise: e Facon d’ écrire:
fec™(xg), feC™(I) (analog zu diff’bar: e analogue & dérivable: f € D™ (xq), D™ (I))

Stetig diff’bar im Intervall I bedeutet, dass
die Tangente nicht schlagartig die Richtung
dndert. Der Satz von Rolle sagt aus, dass eine f(a)|= f(b)

in einem Intervall stetig diff’bare Funktion \LJ
dort mindestens in einem Punkt eine horizon- X
tale Tangente besitzt, wenn an den Interval- E x b
lenden die Funktionswerte auf gleicher Hohe

liegen.

vh

o Continument dérivable dans un intervalle signifie que la tangente n’y change pas la direction de fagon
abrupte. Le théoreme de Rolle dit qu’une telle fonction y possede au moins une tangente horizontale, si
les valeurs de la fonction sont les mémes aux points terminus de l’intervalle.

Satz: e Théoréme: Satz von Rolle e Théoréme de Rolle
Vor.: e Hyp.:

I'=(a,0), fecW(I), feCI), fa)=f(b)

Beh.: e The.: Froer s (o) =0
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Im Falle f(x) = const. (d.h.f'(z) = 0) gibt es nichts zu beweisen. Im andern Fall (f'(z) £ 0, f(z) #
const.) fiihrt man den Beweis indirekt. Sei z.B. f/(x) > 0 in einem Punkt rechts von a. Da f'(z) = 0
ausgeschlossen ist und f’(x) stetig ist, muss auf ganz I gelten: f’(x) > 0 (Zwischenwerteigenschaft
stetiger Funktionen, 2.4.5 Seite 62). Dann aber miisste f(x) in I streng monoton wachsen, f(b) miisste
grosser sein als f(a): Widerspruch.

e Dans le cas f(x) = const. (¢oud. f'(x) = 0) il n’y a rien a prouwver. Dans lautre cas
(f'(x) # 0, f(z) # const.) on fait la prewve de fagon indirecte. Soit p.ex. ¢ un point a droite de
a: f'(x) > 0. Comme f'(x) = 0 est exclu et f'(x) est continue, il vaut sur I: f'(x) > 0 (théoréme
de la valeur intermédiaire (condition de Darbouz) pour des fonctions continues, 2.4.5 page 62). Par
conséquent f(x) devrait étre croissante de fagon monotone et stricte dans tout I, f(b) ne pourrait pas
étre plus grande que f(a): Contradiction.

Der Mittelwertsatz der Differential-

rechnung ist eine Verallgemeinerung dieses f(Z)A

Sachverhaltes. L

e Le théoréme des accroissements finis a ’
du calcul différentiel est une généralisation de f@)

ce fait. a x, b X
Satz: e Théoréme: Mittelwertsatz e Le théoréme des accroissements finis

Vor.: e Hyp.:

I= (@), feCW(1) A feCO(D), ag=arctan{ O

Beh.: e The.: Juoer = [/ (z0) = tan(ap)

Er sagt aus, dass im Graphen einer stetig diff’baren Funktion irgendwo im Intervall I ein Punkt xg
existiert, in dem die Tangentensteigung gleich der Steigung der Sehne zwischen den Endpunkten des
Graphen ist.

e [l dit que dans le graphe d’une fonction continiment dérivable il existe un certain point xo dans
Uintervalle I ot la pente de la tangente est égale a la pente de la bisécante (corde) entre les points finaux
du graphe.

Die Sehne ist durch die folgende Funktion gegeben: e La bisécante est donnée par la fonction suivante:

s(x):w.x+(f(a)_w.a)

~» f(z) und s(x) haben in ¢ und b gleiche Funktionswerte. e f(z) et s(z) ont les mémes valeurs de
fonction a a et a b.
~> Die Differenzfunktion f(z) — s(x) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle:
e La fonction de différence f(x) — s(x) satisfait les hypothéses du théoréme de Rolle:
b) —
Fpoer s f(®o) — 8'(x0) =0. ~ In xg gilt: @ A xg il vaut: f'(x9) = s (x0) = w
-a

3.3 Extremalprobleme — Problemes d’extréma

3.3.1 Extrema — Extréma

Begriffe: e Notions: In 2.4.7 auf Seite 64 haben wir die Begriffe lokales und globales Minumum
und Maximum sowie Randminimum und Randmaximum besprochen. Man spricht auch von lokalen
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beziehnungsweise globalen Extrema u.s.w. ~ Extr’loc , Extr’glob .

e Dans 2.4.7 a la page 64 nous avons discuté les notions minimum et maximum local et global et
ausst maximum resp. minimum au bord. On dit aussi extrémum local et global etc.. ~ Extr’loc ,
Extr’glob .

Sei o Soit f € CV(I).

Man sieht sofort, dass in einer lokalen oder Ay=fx)

globalen Extremwertstelle ¢ € (a,b) = I

. . . Tangente
die Tangente an den Graphen horizontal sein f
muss: f'(zg) = 0. e On wvoit tout de suite ] .
qu’a une place d’extrémum local ou global xo € 4 X

(a,b) = I la tangente au graphe doit étre hor-
izontale: f'(xo) = 0.

Da globale immer auch lokale Extremwertstellen sind, kénnen wir formulieren: e Comme les extréma
globauzx sont toujours aussi des extrémum locauz, nous pouvons dire:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

fecW(I), Extrloc(zy), xo €1

Beh.: e The.: f(xo) =0

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht immer.
o A [linverse, le théoréeme n’est pas toujours y
valable.

y=1(x)
Tangente

Bsp.: e Exemple: f(z) =23, f'(0)=0
Tangente horizontal, kein Extremum (Ter-
rassenpunkt). e Tangente horizontale, pas

d’extremum (‘point de terrasse’, point
d’inflexion)

Sei o Soit: feCAI), f(xo)=0, x¢€l

f'(zg) <0 =

f(x) tallt in e décroissant dans Us(xzg) =
f'(x) > 0 links von e & gauche de xo,

f'(x) < 0 rechts von e a droite de zg =
f(z) steigt links von, fiillt rechts von zg

o f(x) croissant a gauche de, décroissant a
droite de x

~> lokales Maximum e mazimum local.

f'(xg) >0 =

f(x) wéchst in e croissant dans Us(zg) =
f'(x) < 0 links von e & gauche de xo,

f'(x) > 0 rechts von e 4 droite de zg =
f(z) fallt links von, wichst rechts von xg

o f(x) décroissant & gauche de,croissant a
droite de x

~> lokales Minimum e minimum local

AT'(x) AT(x) Af(x)
Tangente
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f"(x0) =0, f"(x) wichst (fillt) in

e croissant (décroissant) dans Us(xg) =
f/(x) hat Minimum (Maximum) in

e a minimum (mazimum) d xo

= f hat in x¢ horizontale Tangente

e [ a axg une tangente horizontale:

f hat in zy einen Terrassenpunkt e f a a xg
un ‘point de terrasse’ (d’inflexion)

f(x)

Analog findet man: e On trouve analogue-
ment:

f"(o) =0, f"(z) = ()0 (Us(xo))

= f(z) hat Minimum (Maximum) in

e a minimum (mazimum) d xg +

'(x)

Regel: o Reégle: Vor.: e Hyp.: fec®), fl(zg)=0, zoel

Beh.: o The.:

> f’(z9) <0~ lokales Maximum e mazimum local

> f"(x9) >0~ lokales Minimum e minimum local

> f’(z9) = 0 ~ Weitere Untersuchung notwendig: Terrassenpunkt,
lokales Minimum oder Maximum e Il faut examiner encore: ‘Point de
terrasse’, minimum local ou mazimum local

Bemerkung: e Remarque:

Extremwerte haben grosse praktische Bedeutung. Man trifft die Problematik iiberall.: Maximale Kosten,
Energieverbrauch, Gewicht, Belastung u.s.w.. e Les valeurs extrémes sont trés importantes en pratique:
Frais mazimaux, consommation d’énergie, poids, pression etc..

3.3.2 Wendepunkte — Points d’inflexion

Terrassenpunkte sind sogenannte Wendepunkte mit horizontaler Wendetangente. Dort wendet die
Steigungstendenz, d.h. die Ableitung f’ wechselt das Steigungsverhalten. e Les points de terrasse
sont des points d’inflexion, ¢.v.d. des points qui posseédent une tangente d’inflexion horizontale. La la
tendance de pente change, ¢.v.d. la dérivée ' change le comportement de croissance.

Definition: e Définition: f hat einen Wendepunkt ( WP’PdI) in z
o f a un point d’inflexion ( WP’PdI) a zo
: < f’ hat ein Extremum in z¢y e f' a un extrémum d xg

(Spezialfall:  WP’PdImit f/(z) = 0: Terrassenpunkt.
e Cas spécial: WP’Pdlavec f'(x¢) = 0: Point de terrasse.)

Aus unseren bisherigen Kenntnissen ergibt sich sofort die notwendige Bedingung fiir einen WP’PdIL
e De nos connaissances accumulées jusqu’a présent nous pouvons déduire la condition mécessaire pour
un WP’PdI:
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: f hat WP’Pdl in 9 e a WP’PdI a z¢
Beh.: e The.: ' (xg) =0

Wir orientieren uns jetzt fiir die nachstehenden Definitionen an den folgenden Graphiken:
e Nous nous orientons maintenant auzx graphiques suivants pour les définitions qui suivent:

f(x) vexé F(x) A

t | -
= X, ) X
’ o -/XO
\

Der Graph C' der Funktion f heisst streng konkav oder streng
konkav von oben (resp. streng konvex oder streng konvex von
unten) genau dann wenn der Steigungswinkel a(z) mit = wéchst

e Le graphe C de la fonction f s’appelle concave ou concave par
en dessus (resp. convexe ou conveze par en dessous) de fagon
stricte exactement quand l’angle de la pente o(z) croit avec x

f(x) A F(x)
cave
X
0 X >
Definition: e Définition:
(resp. fallt).
(resp. décroit).
Bemerkung: e Remarque:

Es gilt z.B.: o Il vaut p.ex.:
[C streng konkav in e C' strictement concave 4 xo] < [a(x) wichst in e croit a z¢] <

Es gibt Autoren, die die Begriffe , konkav“ und , konvex* in ver-
tauschter Form verwenden. In diesem System ist f konvex resp.
konvex von oben fiir f”(z) > 0 und konkav resp. konkav von
unten fiir f”(x) < 0. Wenn man aber die Begriffe konsequent im-
mer gleich verwendet, kann nichts passieren.

o [l y a des auteurs qui utilisent les motions "concave” et ”con-
vere” de maniere intervertie. Dans ce systeme, f est convere ou
convexe par en dessus pour f”(z) > 0 et concave ou concave par
en dessous pour f'(x) < 0. Si on applique ces notions de fagon
logique, conséquent et ferme, rien ne peut se passer.

< [tan(a(z)) wichst in e croit a xo] < f”(xo) > 0.

Ebenso fiir konvex. o De méme pour convexe.

Konsequenz: e Conséquence: Bei einem WP geht im Graph ein streng konvexes Verhalten in ein
streng konkaves iiber (oder ein streng konkaves in ein streng konvexes). o A un point d’inflexion un
comportement strictement convezre passe en un comportement strictement concave (ou bien strictement

concave en strictement convexe).

Aus den nachfolgenden Graphiken ist der Zusammenhang zwischen dem Verhalten von f, f’ und f”
ersichtlich: e Du graphe suivant on voit bien le rapport entre f, [’ et f":
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A.
a(x) fallt: C konvex 1/ (x) falls f(x) <0
e a(x) décroissant: C' convexe, e f'(x) décroissant
lokales Max. e maz. local f(x0) =0
~ f
"ﬂa(xo
Yd(xz)

‘ X, X, X, "
B.
a(z) wichst: C konkav f/(z) wichst () >0
e a(x) croissant: C' concave, o /(x) croissant
lokales Min. e min. local f(xo) =0

~s f
Aot
Z (x,)

X, X, X, 57

C.
C konvex ~konkav f(x) >0, f'(xg)=0 () <0~ f"(x9) =0
e C' convexe ~»concave, ~ f"(x) >0
Terrassenpunkt
e point de terrasse
-~ f4 f"

/ T

7 X, 1
D.
C konkav ~»konvex f(x) <0, fl(xg)=0 () >0~ f"(xg) =0
e concave ~convere, ~ f"(x) <0
Terrassenpunkt

e point de terrasse

~ f | . o
x()

-
’ X, X
T |
I x, \ X

=¥
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E.
C' konvex ~konkav f(x) >0 () <0~ f"(x9) =0
e C' convexe ~ concave, ~ f"(x) >0
WP’PdI
~ f e
f /
-
X X
7 | X > , X > ‘ / 0
F.
C' konkav ~konvex f(x) <0 f'(x) >0~ f'(x9) =0
e C concave ~ conveze, ~ f"(z) <0
WP’PdI
~r f f'T
XU -
X
X, N %

3.3.3 Kurvendiskussion — Discussion de graphes

Mit den nun zur Verfiigung stehenden Hilfsmitteln gelingt es, zu einem relativ guten Uberblick iiber
die wichtigsten charakteristischen Eigenschaften eines Graphen zu kommen. Folgende Besonderheiten
verdienen dabei spezielle Erwéhnung:

e Par les moyens a disposition nous réussissons 4 avoir une assez bonne vue d’ensemble sur toutes les
principales qualités d’un graphe. Mais les particularités suivantes doivent étre mentionnées spécialement:

Nullstellen e Zéros

y—Achs’schnittp. e Inters. av. aze y
Extremw’stellen e Places d’extr.
Extremwerte e Extréma
Terrassenpunkte e Points de terrasse
Wendepunkte e Points d’inflexion
Polstellen e Places de péle
Beschrénktheit e Borne
Asymptoten e Asymptotes

|z| gross, y? e |x| grand, y?

Def’bereich e Domaine de définition
Wertesbereich e Domaine de valeurs
Stetigkeit e Continuité

Periodizitit e Périodicité
Symmetrien e Symétries

Monotonie e Monotonie
Differenzierbarkeit e Dérivabilité
Spriinge e Sauts

Isolierte Punkte e Points isolés
Knicks e Coudes

VVvVVvVVvVVvVVVVVYV
VVvVVvVVvVVvVVVVVYV

Auf ein besonderes Beispiel, das alle genannten Eigenschaften zeigt, sei an dieser Stelle verzichtet, da
die meisten der genannten Besonderheiten schon frither an speziellen Beispielen erldutert worden sind
oder sonst noch werden. e Nous renoncons ici a donner un exemple spécial qui montre toutes les
qualitées mentionnées, parce que presque toutes les spécialités mentionnées ont déja €té discutées a l’aide
d’exemples spéciauz, quelques—unes seront expliquées plus tard.

Bemerkung: e Remarque:
1. xo Polstelle von e place de pdle de f ~ 1iTm |f(z)| =00 V 1ilm |f(z)| =
X |To xrlTo

2. h(z) Asymptote von e asymptote de f~ lim |f(z) —h(z)]=0

r—+o0
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1. Beispiel: e Exemple 1:

flx) =23 —222 + 2 — 1,

NS’Z: xo ~ 1.75488

fl(x) =322 -42+1=0,2, = %, To =1
f(z) =6z —4=0,23=2~  WPPdI
f(z1) <0~ Max’loc,

f(z2) >0~ Min’loc .

1 2
2. Beispiel: o Exemple 2: f(z)=(2z-3)+ - - —
r x
. . 1 2
~ xgrilm|f(x)—(2x—3)|—xgrfoo|5—ﬁ|—0—0—0«» g(z) = 2z — 3 Asympt

3.4 Die Regel von Bernoulli — La regle de Bernoulli

3.4.1 Herleitung der Regel — Déduction de la regle

Bemerkung: e Remarque: Frither hiess die Regel, um die es hier geht, auch Regel von de
P’Hospital. Kiirzlich hat man jedoch endgiiltig herausgefunden, dass die Regel von Bernoulli stammt,
der sie an de 'Hospital verkauft hat. Dieser hat sie dann unter seinem Namen publiziert. Man staune,
fiir was Menschen schon Geld ausgegeben haben!

o A l’époque on appelait la régle qu’on va traiter la régle de de I’Hospital. Récemment on a trouvé
finalement que par contre la régle a €té trouvée par Bernoulli qui I’a vendue a de I’Hospital. Celui—ci l'a
publiée sous son propre nom.

3(e*—1
Bsp.: e Exemple: lim M =7

=0 sin(z)

Hier hat man es mit folgendem allgemeinerem Problemtyp zu tun: e Ici on a a faire a un type de
probleme plus général:

Geg.: e Donné: f(x),g(x): lim f(z) =0, lim g(z)=0

T—XT0o T—T0

Problem: e Probléme: lim M =7
a—ao g(z)
Idee: o Idée: Seien e Soient f,g € CM(Ud(w)), f(wo) = g(zo) =0
Beniitze das Restfunktionslemma aus 3.2.3 auf Seite 89: e Utiliser le lemme de la fonction du reste de

3.2.83 a la page 89:

f(z) = f(zo) + (& — z0) Ry (2), lim Rp(z) = f'(z0), f(z0) =0 = f(z) = (z —z0)Rs(2)

9(w) = glwo) + (@ — z0) Ry(x),  lim Ry(z) = ¢'(z0), g(wo) =0 = g(w) = (z — o) Ry(w)
L f@) _ (@ wo)By(w) _ Ry(x)

g(@) (@ —z0)Ry(w) "*" Ry(x)
= lim @ = lim By (@) = lim (@)

wno g(z)  wm Ry(w) | awo g'(2)

Es kann sein, dass wieder gilt: e Il peut arriver qu’il vaut de nouveau: f'(xo) #0 A ¢'(z0) # 0.
/ 1
Scien o Soient f,g € CD(U(z)) ~ lim Lx; — i L8 gy @)

u.s.w e etc.
T—XT0 g(x T—XT0 g/(x) xT—xT0 g”(x)
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Regel: o Regle: Regel v. Bernoulli e Régle de Bernoulli
Vor.: e Hyp.:

frg9 € C(Uc(0)),
f(zo) = f'(o) = ... = f""D(mg) =0,
9(x0) = g'(w0) = ... =g D(z0) =0

Beh.: e The.:

lim @ = lim /(@)

Bsp.: e Exemple: lim 25— — lim (3e ) € e ]

20 sin(z)  2—0 (sin(z))’ 250 cos(xz)  cos(0)

3.4.2 Ausdehnung der Regel — Extension de la regle

Oben haben wir folgenden Problemtyp studiert: e Nous venons d’étudier le genre de probléme suivant:

OII
im % =" 0 = ? Manchmal treten an Stelle dieses Problems verwandte Probleme auf:
z—zo g(x
e Des fois, au lieu d’avoir ce probleme, on rencontre des problemes semblables:
1"
fla) =279 lim f(z)g(z)="00-0"=7 ...
z—zo g(x) 00 z—z0

1
Bsp.: e Exemple: lim n(z) =7
z]0 cot(x)

Hier hat man es mit folgendem allgemeinerem Problemtyp zu tun: e ici on a a faire a un type de
probleme plus général:

Geg.: e Donné: f(x),g(x): lim f(z) =+oco, lim g(z)= +co

r—x0 r—x0o
Nachfolgend begniigen wir uns mit einer formalen Herleitung. Es sei immer vorausgesetzt, dass die
vorkommenden Limites existieren. e Dans ce qui suit nous nous contentons d’une déduction formelle.
Supposons que les limites utilisées existent.

Seien e Soient %, % € CY(Ue(x0)), 7 L ;= 1 __9

~» lim =~ ist mit obiger Regel behandelbar e peut étre traité avec la regle en haut.
T—xT(
f(z)
1 (=L _9(2) / 1
o i 2Oy HE g EIC g S~ (20 (2
wmmg(z) e g e () e — g emn @)
/ _1
_ g'(x) (o] 2
a—wo f! TT0 e
0 (@) ° T@

1
) = lim _g(x) = lim Fo) _ lim g(z)

1
g@) .. g
- ( lim

T—xTo f’(x) T—xT0 ﬁ
f@) o )

5 gl@) oo g(@)
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Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

€ C(")(Us(xo)), f(xzo) = £o0, g(xg) = +o0

?

| =
Q| =

Beh.: e The.: lim M — lim f'(@)
z—zo g(x)  w—mo ¢'(x)

1 In(x))’ 1 in’
Bsp.: e Exemple: lim n(z) = imm =lim —%— = 1im—M
zl0 cot(xz)  zlo (cot(z))  zlo (—m) z]0 x
2 / .2 ’ .
9.
— lim (sin”(z)) — lim (sin”(x)) — lim (sin(x)) cos(x) _o
z]0 (.17)/ z]0 (.17)/ z]0 1

3.4.3 Wichtige Beispiele — Exemples importants

Im Falle ¢ lim ’ resp. ¢ lim ’ koénnen wir die Regel mit Hilfe einer Substitution auf den Fall ‘lim’

T—00 T——00 x—0

zuriickfithren: e Dans le cas ‘lim ’resp. © lim ’ nous pouvons ramener la régle au cas ‘lim ’:

T—00 T——00 x—0

1
1. Beispiel: e Exemple 1: lim n(z) =7

r—00 T

1
Beniitze die Substitution: e Employer la substitution: x = e t>0

1 1ys
1 In(L In(1)y (%) 1
o lim 2@, ) ﬂt,” —lim T — = lim T = lim¢ =0
T—00 x€X t—0 7 t—0 (?) t—0 (?) t—0 7 t—0
Dieses Beispiel lasst sich leicht ausdehnen: e Nous pouvons facilement extendre cet exemple:
1
Sei o Soitk>1, lim n(z) =7
1 1 1
k=147, r>0 = lim n(f) — i 20y 2@ L g2
r—00 I rx—oo - " r—oo I x—o0 "
1
Sei o Soit1> k>0, r-k=1, lim 2 _o
T—00 I
1 In(u* 1.1 11 1
u:=2zF = lim n(z) = lim n(ur) = lim kin(u) = lim — - n(u) =—-0=0
r—00 xk U—00 u U—00 u u—oo k u k
1 1 1
Andere Methode: e Autre méthode: lim n(z) = lim £ = lim — =0
r—oo I r—00 I r—00 I
o
2. Beispiel: e Exemple 2: Sei o Soitk >0, lim——=7
z]0 11](.17)
Dieser Fall ist trivial: e Ce cas est trés simple:
T 1 1
li = lim|z*| - lim | ——|=0- ———=0-0=0
'1‘?01|1n(x) | 210 2] 210 | In(x) | 11?01 | In(z)]

3. Beispiel: e Exemple 3: Sei e Soit k > 0, 11?0130’c “In(x) =7

1 In(x))’ ! 1
limz* - In(x) = lim n(z) = lim (In(z)) = lim——— =limz~ ! 2P — =
z]0 z]0 x—k z]0 (x_k)’ z]0 (—k’) g—k-1 z]0 (— )

1
= lima* =0
z]0 (—k’)
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4. Beispiel: e Exemple 4: Sei e Soit z :=In(¢

k In(t))* In(t))* In(t
P RN C11(0) o PR 1) W N L. O) A
z—00 €% t—oo  eln(t) t—o0 t t—oo %
Folgerung: e Conclusion: Vor.: e Hyp.: k>0
Beh.: e The.:
1 k k
lim n(f) —lim—— =0, lim — =0
T—00 I z]0 In(x) z—00 ¥

Konsequenz: e Conséquence: Die e-Funktion wéchst stéirker als jede Potenz von x. Jede Potenz

¥,k > 0 wichst stirker als die Logarithmusfunktion. e La Fonction exponentielle croit plus vite que

chaque puissance de x. Chaque puissance x*, k > 0 croit plus vite que le logarithme.

6. Beispiel: e Exemple 6: 11?01301‘ =7
€T

limIn(x)-x
lim2® = lim(e™(®))? = limem @)@ = e(*w e _ e =1

z]0 z]0 z]0

Bemerkung: e Remarque:
Sei o Soitk >0 = limk® =k"=1, lim0® =1im0=0
z]0 z]0 z]0

Damit haben wir jetzt ein altes Problem gelst: o On a donc résolu un vieuzr probleme:

Folgerung: e Conclusion: 1 =1limz® = lim2® # lim0* = 0
z]0 z]0 z]0

Wegen 11?0130“‘ = 1 definiert man: e A cause de 11?01 x® =1 on définit:
xT xT

Definition: e Définition: 00:=1
~+ f(x) = 0®l hat einen isolierten Punkt (Sprung) bei x = 0.
f(z) = 0"l a un point isolé (saut) & = = 0.

Problem: e Probléeme:

f(z) = ol ? ~

v
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3.5 Anwendungen — Applications

3.5.1 Kurvenform bei der Eisenbahn — Forme du virage du chemin de fer

Bis zu einem Punkt Fy sei die Kurve kre-
isformig. Durch welche moglichen Funktionen, A
ist der Schienenweg bei Py fortsetzbar? e Un ?
virage possede la forme d’un cercle jusqu’a un

point Py. Probleme: Par quelles fonctions pos-

sibles peut—on continuer le chemin de fer a \
partir de Py?

)

Problem: e Probleme: Sei o Soitd=35= Ej die Beschleunigung e [’accélération.

~» Bei Py darf @ nicht plotzlich dndern, sonst tritt schlagartig eine Kraft F=m-@auf, d. h. ein Schlag
tritt auf! e A Py @ ne doit pas changer d’un moment a l’autre, si non on a une force F = m - a qui se
manifeste tout d’un coup, cela donne un coup au train!

-, . d?s d? (—r cos(t r cos(t r-0
F=m-alt=%=m'w't=%:m'@< ()>'f=%:m'< ”))'t:%:m'( >

7 sin(¢) —r sin(¢ —r-1

L

=Y

t d* (z(t 0
Gesucht ist demnach eine Fortsetzungskurve (x( )> mit @ = pTEl (x( )> = ( > Da bei einer Geraden

y(t) y(t) -
die zweiten Ableitungen von x(¢) und y(t) gleich sein miissen, sieht man sofort, dass da eine Gerade
2t
unmoglich ist! Hingegen wiirde z.B. eine Parabel ¥(t) = g . 24 2> gehen.

t d? (x(t 0

e On cherche donc une courbe pour continuer avec z(t) , 4= —= z(t) = . Comme pour la
y(t) dt* \y(t) -

droite les deuxiémes dérivées de x(t) et y(t) doivent étre les mémes, on voit tout de suite qu’une droite

2t
est impossible! Par contre une parabole U(t) = g . <t2 N 2> devrait aller.

Vergleich: Im betrachteten Punkt hat man auch eine schlagartige Veréinderung der Zentrifugalkraft. ..
e Paralléle: Au point considéré on a un changement immédiat de la force centrifuge. ..

3.5.2 Weitere Beispiele — D’autres exemples

Siehe Vordiplom— und Modulpriifungsserien. e Voir séries de diplomes préalables et examens de module.



Kapitel e Chapitre 4

Integralrechnung — Calcul intégral

4.1 Inhalte krummlinig begrenzter Flichen — Aires de surfaces
au bord courbe

4.1.1 Die Idee der Approximation — L’idée de "approximation
Ober— und Untersummen — Aire des polygdnes rectangulaires circonscrits et inscrits

Geg.: e Donné:

f stet’cont, beschr’borné

frx— f(x),z€l=]la,b

~» Fldche: e Surface: G,
G=Alzy) [zel nyel f(z)}

=¥

[ a b c

Problem: e Probléeme: Inhalt (Mass) e Aire (contenu, mesure) A =m(G) ="

~» Ausser bei gewissen Figuren, die mit dem Kreis zusammenhéingen, ist der Inhalt krummlinig
begrenzter Flachen elementargeometrisch nicht definiert. Von der Physik her ist es aber offensichtlich,
dass ein Inhalt eindeutig definierbar sein muss. Man denke nur an Figuren aus Blech. Der Begriff , Inhalt®
existiert daher bereits in seiner physikalischen Erscheinung in unserer Vorstellung. ~ Appys.

e L’aire de figures dont le bord n’est pas donné par des lignes droites (mais par des courbes) n’est pas
définie par la géomélrie élémentaire, excepté pour certaines figures qui sont en rapport avec le cercle.
Par contre la physique nous montre clairement qu’un contenu (aire) doit étre univoquement définissable.
Pensons a des figures en téle. La notion “d’aire” existe donc déja dans notre imagination dans son
aspect physique. ~  Appys.

Bsp.: e Exemple:

f($):$2+1, xEI:[O’ 1] e ZZ IAyk
Idee: e Idée: Approximation, grenze den

Inhalt Appys €in durch Summen von Rechteck- o
inhalten. e Approzimation, enboiter [’aire [Im AX, x
Aphys par des sommes d’aires de rectangles

~ (Axi-y;)

11

Wir verwenden hier die folgenden Schreibweisen'': e Ici nous utilisons les symboles suivants:'1:

HIn der einsprachigen deutschen oder franzésischen Literatur werden meistens andere, sprachgebundene Symbole ver-

111



112 KAPITEL ¢ CHAPITRE 4. INTEGRALRECHNUNG — CALCUL INTEGRAL

Schreibweise: e Facon d’ écrire:

R$™ := Inhalt des grosseren, umschriebenen Rechtecks mit der Nummer 7.
e Aire du @tangle plus grand, circonscrit avec le numéro i.

Rﬁj:” := Inhalt des innern, kleineren, eingeschriebenen Rechtecks mit der Nummer 1.
e Aire du rectangle inscrit avec le numéro i.

13
SET = ST RET := n-te Obersumme e n-éme somme d’aires des rectangles circonscrits (aire du
i=1

polygéne rectangulaire circonscrit ).

13
S = 3" R := n—te Untersumme e n—¢me somme d’aires des rectangles inscrits (aire du polygéne
i=1
rectangulaire inscrit).

Intervallteilungen — Partitions d’intervalles

Um S$™ und S zu bilden, verwenden wir Intervallteilungen T),. Eine Intervallteilung entsteht durch

Teilung von I = [a,b] in n Teilintervalle. o Pour former SS7 et S nous utilisons des partitions
d’intervalles T,,. Nous obtenons une partition d’intervalle en tranchant I = [a,b] en n intervalles
partiels.

Das nebenstehende Bild zeigt, dass eine
grossere Intervallzahl nicht immer zu einer
besseren Approxiamtion des Fliacheninhalts
/ fithrt. Wenn ein Intervall in neue Intervalle
unterteilt wird, kann aber die Approxima-
% % tion nicht schlechter werden. Zudem sind ver-
. schieden lange Teilintervalle nicht konfortabel
X x. 7 x x: beim Arbeiten.

' e L’image a gauche montre qu’un mombre
d’intervalles plus grand ne méne pas tou-
jours a une meilleure approzimation de la sur-
face. Si un intervalle est subdivisé en mou-
veaux intervalles, I’approximation ne peut pas
se détériorer. En outre il n’est pas confortable
de travailler avec des intervalles partiels de

longueurs différentes.

Eine Intervallteilung heisst regelméssig,
wenn alle Teilintervalle gleich lang sind: X0 X X T

o Une partition d’intervalle  s’appelle ; ‘ ‘ = b >

réguliére, si tous les intervalles partiels

ont la méme longueur: X xm xm T,
; Tn—2To b—a 4+ttt

~ A$S)=$i—$i—1=7n = a b

n n

T, heisst Verfeinerung von T,,, wenn T,,, aus T}, durch Einfiigen neuer Teilpunkte entsteht.
o T, s’appelle raffinement de T,,, si on obtient T, de T, en introduisant de nouveaux points de division.

wendet. e Dans la littérature uniquement francgaise ou uniquement allemande on utilise des symboles différents qui sont
souvent liés a la langue.
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Bsp.: e Exemple: T, ist eine Verfeinerung von 7T, T}, +1 hingegen ist keine solche.
o T, est un raffinement de T,,, T,,+1 par contre non.

Das folgende Lemma ist unmittelbar einsichtig: e On voit de facon immédiate que le lemme qui suit est
vrai:

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

T,, Verfeinerung von T,, e T,, raffinement de T,
zxel = f(x)>0

Beh.: e The.:

SGr — Gin < §Gr — §in oder o ou
G G
Sin < Sin < §G7 < 59T

~> DBei einer Verfeinerung der Intervallteilung wird eine Approximation von App,s durch Ober— und
Untersummen hochstens genauer. e Si on raffine la partition de ’intervalle approzimation de Appys par
des aires de polygones rectangulaires circonscrits ou inscrits devient plus exacte ou bien reste.

Genauigkeit der Approximation — Exactitude de approximation
Sei I ein gegebenes Intervall. e Soit I un intervalle donné.

~  I=]la,b], (a,b], [a,b), (a,b), a,beR

Sei T, regelmiissige Intervallteilung e Soit T, une partition réguliére de l’intervalle,
I=U", L, I, =[zi—1,2), I(I;) = Az,, (Ldnge e Longueur)

Absicht: T, so verfeinern, dass Az, — 0 erreicht wird fiir n — oo.
e Intention: Subdiviser T,, der facon qu’on atteint Axy , — 0 pour n — oco.

Sei f eine auf I beschrinkte Funktion (~ f hat auf jedem I; ein Infimum und ein Supremum.)
e Soit f une fonction bornée sur I (~ [ a sur chaque I; un infimum et un suprémum.)

Sei o Soit it
fLGT = chrr = Supa,‘e]q,f(x)a flir
it = fin = Infoer, f(x) = Vaer, : I

fir - Axn < f(2)ser, - Azy < 7 Ay,

Damit kénnen wir exakter definieren: e Maintenant nous pouvons définir plus exactement:

Definition: e Définition:
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n
SCr =S f¢ . Az, Zu T, gehorige Ober-
i=1
summe e Aire de polygone rectangulaire
circonscrit appartenant a T,

. n .
Sin =3 fin. Ax,: Zu T, gehorige Unter-
i=1

summe e Aire de polygone rectangulaire
inscrit appartenant a T,

~ SGr  Sin sind Flicheninhalte e sont des aires.
Fiir diese gilt nach Konstruktion: e D’apreés la construction il vaut: S} < Apnys < Sér.

Wiinschenswert wére nun, dass gelten wiirde: e Nous désiderons maintenant qu’il vaille:

lim Sin — lim SGr(:= S)

n—oo (Az,—0) " n—oo (Az,—0)

Dann konnten wir Aypys wie folgt exakt definieren: A := S o Alors on pourrait définir Appys de fagon
exacte comme il suit: A := S

Falls A so definierbar ist, gilt trivialerweise das folgende Lemma: e Si A peut étre défini de cette
maniére, on obtient directement le lemme suivant:

Lemma: e Lemme: f(x)>0in e dansI = A>0

Seien e Soient S,?’“, Sim die Summen bei einer beliebigen neuen Intervallteilung e les sommes qui
appartiennent a une partition d’intervalle quelconque et nouvelle.

Sei o Soit lim Sin = lim Sér =9
n—oo (Ax,—0) n—oo (Ax,—0)
= lim Sin = § <S¢, lim Sr =8> 8in = Sin<§<SEr
n—oo (Az,—0) n—oo (Ax,—0)

Diese Beziechung wird auch nicht gestort, wenn man mit unregelméssigen Intervallteilungen arbeitet,
fir die gilt: e Cette relation n’est pas non plus dérangée si on opére avec des partitions d’intervalle
irrégulieres, pour lesquelles il vaut:

Az, := Max; (Ax,,;) = Max; (€5, — Ti—1,n) — 0

Konsequenz: e Conséquence: Eine beliebige andere Intervallteilung kann nicht zu einem von S
verschiedenen anderen Flécheninhalt fithren. Es ist somit egal, mit welcher Intervallteilung man arbeitet!
e Une autre partition d’intervalle quelconque ne peut pas mener a une autre aire différente de S. Il est
donc égal quelle partition d’intervalle on va prendre.

Beispiele — Exemples

Im Folgenden schrinken wir uns ein auf
stiickweise stetige Funktionen iiber einem
endlichen Intervall I. e A partir de main-
tenant nous voulons restreindre l’ensemble des
fonctions concernées a des fonctions contin-
ues par morceaux sur un intervalle fini I.

5

1. Beispiel: e Exemple 1:

Das Beispiel eines ,,unendlich dichten Kammes iiber [0, 1] zeigt, dass diese Einschrinkung sinnvoll ist:
o L’exzemple du peigne infiniment dense sur [0, 1] nous montre que cette restriction a un sens:
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> ~ S =0-1=0< 85" =1-1=1
B 1 z€Q
M@ = 10 c¢QEer\Q)

2. Beispiel: e Exemple 2

Rechteck e Rectangle 0 <a <b, y>0 y
Sér=gin=S=A=(b—-a)-y=Ax-y

Problem: e Probleme: S<0: f*(z):=—f(z)>0 = §*, S=-5*
3. Beispiel: e Exemple 3:

Rechteck e Rectanglea <0 <b, y <0

~ b—a=b—(—la])=b+]a|=|b|+]a| >0
A=(b—a)-y=(b] +]a]) -y <0

y kann negativ sein! ~ Negative
Flacheninhalte treten auf!

e y peut étre négatif! ~  Des aires négatives
apparaissent!

4. Beispiel: e Exemple 4:

f(z) = cos(z), I =][0,n7]

Symmetriezentrum e centre de symétrie
(5,0) ~ .

Falls gilt: o S’ vaut: S" = Si" = S = A so
muss sein e on doit avoir: A =0

5. Beispiel: e Exemple 5

Lineare Funktion e Fonction linéaire f(x) = f(x)=05x+2
05242, I=[0,2] ,

Sei o Soit Ax, = %, =k- % .

Bekannt: e On sait: A=2-25=5

©|
N
M

Berechnung mit Ober- und Untersummen: e Calcul ¢ l'aide d’aires de polygones rectangulaires circon-
scrits et inscrits:

Sin =3 (05 -1 +2)- __Zk 05 (k—=1)-2+42).2=2.5" (05 (k—1)-2+2)
1 (n— _
= 2.5 05 k-2 42) =250k poy =2 (Lol gy 0y = 2 (nol L )
2. 2-1 2:2n __ 1 _
Zn—g—m+7"—1—ﬁ+4—5—z—>5

SEr =Yk (05 e +2) - 2 =300 (0.5 k- 242)- 2 =230 (05 k-3 +2) =230 (3
=%-(%-"";+”+ 2)=2. (2 yp.2) =204 21 220 g4 151 s
~ SO Gin — % — 0, lim Sin = lim Ser =5:=A



116 KAPITEL ¢ CHAPITRE 4. INTEGRALRECHNUNG — CALCUL INTEGRAL

4.1.2 Das Riemannsche Integral — L’intégrale de Riemann
Positive Funktionen — Fonctions positives

Sei o Soit Voer—(ap) f(x) >0, f beschr’borné(I)

Weiter sei eine Intervallteilung gegeben mit: e Soit donné en outre une partition d’intervalle avec:
Az, := Max(Ax,, ;) = Max(z; n — Ti—1,n) — 0

Sei o Soit lim Sin = lim Sér=8:=A

n—oo (Ax,—0) " n—oo (Ax,—0)

) n ) n
Sin = N~ fin. Az, S¢T =3 f67. Az, sind Summen von Produkten, deren Faktoren positiv sind
i=1 i=1
e sont des sommes de produits dont les facteurs sont positifs.
Man hat hier also die altbekannte Situation der elementargeometrisch definierbaren Rechtecks-
flicheninhalten. e Ici on trouve donc la situation connue d’aires de rectangles qu’on peut définir a l’aide

de la géométrie élémentaire.

Definition: e Définition: Falls A existiert, so heisst f integrierbar. [ heisst dann Inte-
grand. e Si A existe, [ s’appelle intégrable et f s’appelle fonc-
tion & intégrer (fonction intégrée, quantité d intégrer).

A heisst Riemannsches Integral oder auch bestimmtes Inte-
gral von f iiber I.

e A s’appelle intégrale de Riemann ou bien aussi intégrale
définie de f surI.

(Spéter werden wir auch das ,unbestimmte Integral“ definieren. e Plus tard nous allons aussi définir
"Iintégrale indéfinie”.)

Symbol: e Symbole: A= [ f(z)dx = fbf(x) dz
I a

Schreibweise: e Facon d’ écrire:
Falls f iiber I integrierbar ist, schreiben wir kurz: f € ZN7(I). e Quand f est intégrable sur I, nous
écrivons bricvement: f € INT(I).

| steht fiir Summe e signifie somme,
a,b~» Grenzen e limites (bornes),

dx entstand aus Az, e dx est né de Ax,
~» (,infinitesimales Element*

e 7élément infinitésimal”).

Bemerkung: e Remarque:
Da wir nachfolgend héufig den Begriff , existiert* verwenden miissen, werden wir diesen kiirzer als ex.

schreiben. e Comme, dans ce qui suit, nous utilisons trés souvent le mot "existe”, nous allons écrire de
facon abrévié: ex.

~> Symbol: e Symbole: ex. ~» existiert e eziste



4.1. INHALTE KRUMML. BEGR. FLACHEN — AIRES DE SURF. AU BORD COURBE 117

Folgerung: e Conclusion: Vor.: e Hyp.: [ f(z)dz ex.
I

Beh.: e The.:

Fiir jede Intervallteilung gilt: e Pour chaque partition d’intervalle
il vaut: SI < [ f(x)dr < SGT
1

b
Da in den Summen S, SS" keine negativen Terme vorkommen, kann auch der Limes [ f(z)da nicht

a
negativ werden. e Comme dans les sommes Si, SST aucun des termes n'est négatif, de méme la limite

b
J f(x)dz ne peut pas étre négative.
a

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: FEINT(L), f(x)>0

Beh.: e The.: [ fx)dx >0
T

Negative Funktionen — Fonctions négatives

Sei o Soit Vacr=(ap) f(x) <0, f beschr’borné(I)

Sei o Soit (@)= —f(x) =|f(x)] = Vaer f(x)=|f(x)[ 20

Sei fiir f~ e Soit pour f: lim Sin = lim SEr =8:=A

n—oo (Az,—0) " n—oo (Az,—0)
~ [ f~(z)dx ist ein definierter positiver Flicheninhalt e est une aire définie et positive.
1

Definition: e Définition: [ f@)de =~ [f(x)de=— [|f(z)|dx
T T T

Konsequenz: e Conséquence: Diese Definition hat zur Folge, dass bei negativen Funktionen die
Flache zwischen der xz—Achse und dem Graphen einen negativen Inhalt bekommt. e Cette définition a
comme conséquence que la surface entre l'aze x et le graphe de fonctions négatives possede une mesure
négative.

Funktionen mit wechselndem Vorzeichen — Fonctions au signe alternant

Sei e Soit fbeschr’borné(I), I =J!_,I;, V; sgn(f(z)) = const. in e dans I,
Sei o SoitV;: feINT(L)~ [ f(z)drex. .
I

Nun kénnen wir [ f(z)dxz einfach definieren: e Maintenant nous powvons définir [ f(x)dz de fagon
1 1
stmple:
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M=

Definition: e Définition: [ f@)de =Y ([ f(z)dz)
1 =1,

Diese Definition lésst sich leicht ausdehnen fiir die Félle, wo f das Vorzeichen in I abzédhlbar unendlich
oft wechselt: e Nous pouvons facilement extendre cette définition pour les cas ou f change le signe dans
I infiniment de fois, mais de fagcon dénombrable: ~ I =J2, I;

i=1
[ee]
Definition: e Définition: [ f@)de =Y ([ f(z)dz)
1 i=1 1
Bemerkung: e Remarque: Wir sind von stiickweise stetigen und beschrinkten Funktionen

ausgegangen. Solche Funktionen, bei denen das Vorzeichen in [
hochstens abzéhlbar unendlich oft wechselt, wollen wir kurz als
verniinftige Funktionen bezeichnen. e Nous sommes partis de
fonctions continues par morceauzr et bornées. Nous allons appeler
ces fonctions des fonctions raisonnables si le nombre de change-
ments de signe I est dénombrable

Damit haben wir in vielen Féllen eine brauchbare Definition fiir den Fladcheninhalt unter der Funktions-
kurve. Ein grosses Problem ist aber noch geblieben. Fiir welche Klasse von Funktionen ist denn dieser
Flécheninhalt resp. dieses Integral denn definiert? — Wir haben ja eingangs gesehen, dass z.b. schon fiir
einen unendlich dichten Kamm dieser Inhalt nach Riemann nicht definierbar ist! Wir miissen somit zuerst
Integrationskriterien suchen. e Ainsi nous avons une définition convenable pour l’aire de surface sous la
courbe d’une fonction pour un grand nombre de cas. Mais il reste un probleme. Pour quelles classes de
fonctions cette aire resp. cette intégrale est— elle définie? — Au début nous avons vu que déja pour un
peigne infiniment dense cette aire n’existe pas d’aprés Riemann. Il faut donc d’abord chercher des critéres
pour lintégrabilité.

4.2 Kriterien und Eigenschaften — Criteres et Qualités

Bevor wir Beispiele 16sen kénnen, miissen wir erst den Integralbegriff besser kennenlernen.
e Avant de pouvoir résoudre des problémes nous devons mieux connailre la notion de l’intégrale.

4.2.1 Integrationskriterien — Criteres pour ’intégrabilité

Sei e Soit f € beschr’borné(I), f monoton wachsend in I = [a,b,] und verniinftig e f croissant
monotonement dans I et raisonnable.

Nach dem vorhergehenden Abschnitt geniigt es, positive Funktionen zu betrachten. e Selon le dernier
chapitre il suffit de traiter des fonctions positives.

Die nebenstehende Skizze zeigt, dass gilt:
e [’esquisse a coté mous montre qu’il vaut:
0 <SG — i < (f(b) — f(a)) - Aa,

= 0< lim S — Sin = lim AS,

xn—0 Az, —

< lim (J(b) - f(@) - A, =0
~ feINT(I)
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Entsprechendes konnen wir fiir negative Funktionen folgern. Zerfillt demnach I in endlich viele
Teilintervalle, auf denen f monoton ist, so ist f iiber I integrierbar. e Nous pouvons déduire la méme
chose pour des fonctions négatives. Si I peut étre décomposé dans un mombre fini d’intervalles partiels
ou [ est monotone, nous constantons donc que f est intégrable.

Bemerkung: e Remarque: Solche Funktionen wollen wir endlich oszillierend nennen. Es ist
unmittelbar klar, dass diese Funktionen verniinftig sind.
e Nous appelons ces fonctions oscillantes de fagon finie. Il est
bien clair que ces fonctions sont raisonnables. ~»

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f € beschr’borné(I), [ € stet’cont
f endlich oszillierend e oscillantes de facon finie

Beh.: e The.: fEINT(I)

Problem: e Probléeme:

Ist die Integrierbarkeit nun auch wirklich unabhéngig von der Regelméssigkeit der Intervallteilung?
e Fst-ce que la possibilité qu’une fonction soit intégrable est vraiment indépendant de la régularité de la
partition d’intervalle?

Sei e Soit f monoton, stetig, beschrankt auf

I= (CL, b) Af

e [ monotone, continue, bornée sur I = (a,b)

Pl \\
= SrCL:, - S:Ln = AA'rrww; 'y
S |(Axk',n)'maa:| : |f(xO,TL - f(xn,n)l
= |(Axk',n)maw| : |Af| —0
fiir o pour n — 0o, [(AZk.n)maz| — 0
~ fEINT(), I=(a,b) . . -
Axmax Axmax
Ausdehnung: e Extension:
Der Definitionsbereich I = (a,b) einer auf endlich vielen Teilintervallen monotonen (endlich oszil-

lierenden) und stiickweise stetigen beschrinkten Funktion kann man aus endlich vielen Teilintervallen
Iy, = (ag, bg) zusammensetzen mit f € ZN'T(I) = fe€INT(I).

e Maintenant on peut composer le domaine de définition I = (a,b) d’une fonction monotone par
morceaux (oscillante de fagon finie), continue par morceaux et bornée d’un nombre d’intervalles partielles
Iy, = (ag, bg) avec la qualité f € ZNT (I}), donc on peut conclure = f € INT(I).

Sei nun f stetig in I = [a, b, ].
o Soit maintenant f continue dans I = [a,b,]. (= f € beschr’borné(I).)
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Wir betrachten Verfeinerungen einer regelméssigen Intervallteilung. e Nous considérons des raffinements
d’une partition d’intervalle requliére.

o Tim AS, = Tim 3S(fST — ). Az = Tim 3 (Afin) - (=) = nm(b_“).i(Af- )
Ax,—0 " n—00 ;] L, nn " n—oo /| nLn n n—oo n nn

i=1

Da f auf dem beschréinkten, abgeschlossenen Intervall I = [a, b, ] stetig ist, folgt dass f auf I gleichméssig
stetig sein muss. e Comme [ est continue sur lintervalle fermé et borné I = [a,b,], il suit que f doit
étre uniformément continue sur I.

~ S Vaeer Ves0 J6(e)>0 1 VaeUs (o) f(x) € U(f(xg)) (Definition! e Définition!)

Sei £ gegeben. Dazu existiert dann ein 6(g) > 0. e Soit donné . Il en existe alors un () > 0.

2(b—
Wihle n jetzt so gross, dass gilt: e Choisir n assez grand qu’il vaut: 2Ax, = % < 4(e).
Dann folgt: e Alors il suit: |(for — fin)| <|Afin| <e
. o b—a, O
~ = V;Veso Fn nN e |Afz,n| <eg = A}JWHLOASn = nh—>nolo( n );(Afz,n)
b—a, — b—a N
<nlin(>10( - )-les:nlgr;o(T)-n-Eznlin;O(b—a)-Ezo
1=
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: I =1la,b], f € stet’cont([)
Beh.: e The.: FEINT(I) ~ [ f(z)dw exist.
T
4.2.2 Eigenschaften bestimmter Integrale — Qualités d’intégrales définies

Zur Limesbildung — Quant a la valeur limite

Wir setzen voraus, dass das Integral [ f(x)dz existiere. o Nous supposons qu’il existe l'intégrale
1

| f(z)dz.
I

Sei o Soit f(x)>0in e dans I. ~» Dann gilt: e Alors il vaut:

Sit = 2 R = X fin - Ave = 3 Infoer, f() - Avn < 30 f(@)ey, - ATn
i= i= i= i=
n n n )
=80 < Y Supyer f(@) - Az = 30 f07 - Awn = 3 REL = ST~ St < S < ST
i=1 i=1 i=1

In SY¥ ist jeweils x € I; beliebig gew#hlt. o Dans S* on a choisi x € I; librement.

Nun gilt: e Maintenant il vaut:
[ f(z)dz = lim Sin = lim Ser = [ f(z)dx = lim SE
1 1

n—oo (Ax,—0) " n—oo (Ax,—0) n—oo (Az,—0)
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Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

[ f(x)dz ex.
T

n
= f(),c; - Azp, x € I; beliebig e quelconque
i=1 ‘

Beh.: e The.:
de = li ST
{f(x) T e (Bra—0) "
Bemerkung: e Remarque: Summen S* nennen wir auch Riemannsche Summen. (Solche

Summen von Produkten kann man immer auch als Skalarprodukte
verstehen. )

e Les sommes S s’appellent aussi sommes de Riemann. (On peut comprendre des tels sommes de
produits aussi comme des produits scalaires.)

Linearitit — Linéarité

Wie wir schon beim Differentialoperator gesehen haben, finden wir auch hier, dass es sich beim Integral
ebenfalls um einen linearen Operator handelt. e C’est une situation analogue a celle de 'opérateur
différentiel. L’intégral est un opérateur linéaire.

Sei Soit dx = li S f = li <A
oe po ‘Iff(x) * n—o0 (lglxn—@) " n—o0 (lgiw —0) zz f( o
dx = li ST9 = li -A . R
Ifg(x) = (1211@”’_}0) i o (1&”—»0) zz g(z) Az, ex. ,a,B€
n
= oz-ff(x)dx—l—ﬁ-fg(x)dx:a- lim Zf( Az, + 3 lim S g(x) - Az,
it n—oo (Az,—0) ;=1 n—oo (Azn—0) =1

n
= li <A li . -A
n—o00 (lglasn—@)a zZ:I f( ot n—00 (lgjﬁllw—’o)ﬁ z; g(x) o
n
= lim S(a- f(z) - Axy) +Z( g(x) - Axy,)
n—oo (Ax,—0),;=1
n
= lim (a-f(z) Dxy+B-g(x) Azy) = [(a- f(z)+ (- g(2))dx
n—oo (Ax,—0),;=1 T
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

[ f(x)dz, [g(x)dzex. , a,BER
7 7

Beh.: e The.:

{(a'f@)-l-ﬁ-g(x))dxex. A
J(a-J(@)+B-g@)dv=o- [ [(@)dz+ 5 [ g(x)dz
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Ausblick: Das Prinzip von Cavalieri — Application: Le principe de Cavalieri

Es gilt: o Il vaut: fl@) =g(x) — h(z) = Iff(x) dx = Ifg(x) dx — Ifh(x) dx

Einmal berechnen wir hier die den Inhalt der Fliche zwischen der z—Achse und der Kurve y; = f(x).
Dieser Inhalt ist gleich dem Inhalt der Fliche zwischen den Kurven yo = h(z) und y3 = g(x). Es spielt
daher fiir den Inhalt keine Rolle, ob wir die ,infinitesimal diinnen Balken mit dem Inhalt f(z)dz*
beliebig in y—Richtung verschieben. Dieses Prinzip ist bekannt als das Prinzip von Cavalieri.

e D’une part nous calculons ici le contenu de la surface entre l'axe x et la courbe y1 = f(x). D’autre
part, ce contenu est égal au contenu de la surface entre la courbe yo = h(x) et la courbe y3 = g(x). Pour
le contenu, il ne joue donc pas de réle si nous déplacons “les baton minces de facon infinitesimale dont
le contenu est f(x)dx” librement en direction de laze y. Ce principe est connu comme le principe de
Cavalieri.

Links: Kugel.
Rechts:  Zylinder,
darin Kegel.

e A gauche: Spheére.
A droite: cylindre,
dedans un cone.

Kugel (K): o Sphére (K):  ~ 2% +y? =r? ~+ Querschnitt: e Section droite: Ay =2 -
Zylinder(Z) mit Kegel(C): Kreisring(R) o Cylindre(Z) avec dedans un céne(C): couronne circulaire(R)
~ Ap=1?1—9y> 1=(0?—-9?) mr=2% 71 = Ax = Agr

1
Cavalieri: Agde = Arde ~ V, = 3 Vi

1 2 4
'\»VK=2Va=2(VZ—VC)=2(7°27r-7°—7°27r-7°-§)=27°3ﬂ-—=g-r?’ﬂ'\» Ve ==--1"m

3

Lo~
w

Intervalle und Vereinigungen — Intervalles et réunions

Seien e Soient I4 = (a,b), Ip =][a,b), Ic = (a,b], Ip = [a,b]

Sei o Soit [ f(z)dx ex.
Ia
Es gilt: e Il vaut:
If flx)dr = lim Sﬁ’lef f(x)dz, = [ f(z)dz, :If f(x)dz, = [ f(z)dz ~

n—oo (Az,—0) Is

Lemma: e Lemme: [ f@)de= [ f(z)de = [ f(z)dz = [ f(z)dx
Ia Ip Ic Ip

Seien e Soient
I, = (a,b], I, = (b,c), I=(a,c) &t

b
Sei o Soit [ f(z)dz ex. .

a
Wir dehnen nun f aus auf ganz I wie folgt:
e Nous extendons maintenant f sur tout I
comme 1l suit:

\ B
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_ flx) zel, =(a,b]
fulx) = {0 xel,=(bc)

Dann gilt: e Alors il vaut: [ fr(z)dz = [ fn(z)dx = lim Sfn@) (@i — xic1m)
I a

n—oo (Ax,—0),;=1
Nach Definition von fj, ist fn(z) von einem gewissen Index ¢ = k(n) an 0, liefert also keinen Beitrag
mehr zur Summe. e D’apreés la définition de fr, fn(x) est égal & 0 & partir d’un certain index i = k(n)
@ 0. frn(z) ne contribue donc plus a la somme. ~»

Waihle nun die Intervallteilung so, dass gilt: e Choisis maintenant une partition d’intervalle pour laquelle
1l vaut: Ti=k(n),n =0
c k(n)
[ fn(z)de = [ fu(z)de = lim > Iu(@) (Tin — Tic1,n)
T a n—oo (Az,—0) ;=1
Wegen Az, := MaxAx, ; = Max(x; , — xi—1,,) — 0 geht mit n auch k(n) gegen oco.
e Sin va vers 0o, k(n) va aussi vers 0o, a cause de Ax,, := MaxAx, ; = Max(x;, — Ti—1,n) — 0 . ~

c k(n)
dx = dx = li \Win — Li—1n) =
[fa)de =] h@dr = Jim S @) (= wer)

k(n) b
K(n)—oc (Awn—0) 1; f(@) - Atin {f(x) *
Nach dem gleichen Muster kann man diese Aussage auf den Fall (a,b) C (¢, d) verallgemeinern.
e D’apres la méme méthode on peut généraliser ce fait pour le cas (a,b) C (¢,d). ~

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

b
[ f(z)dz ex. .

;h(x) = f(x) fir o pourx € (a,b), fr(zx)=0 fir o pourz & (a,d)
(a,b) C [a,c]

Seien e Soient
I, = (a,b], Iy =(b,c), I=(a,c) LR

Sei o Soit [ f(x)dz ex. .

a
Wir zerlegen nun f auf I wie folgt: e Nous
décomposons maintenant f sur I comme il
suit:




124 KAPITEL ¢ CHAPITRE 4. INTEGRALRECHNUNG — CALCUL INTEGRAL

Wegen der Linearitdt des Integraloperators und des Lemmas gilt nun: e A cause de la linéarité de
lopérateur intégrale et du lemme il vaut:

C

f@)de = [(fi(2) + fol)) de = [ fi(x) de+ [ fole) de

a

8 —non

b

c b c
ffl(x)dx—i-{fg(x)dx:ff(x)dx—i—bff(x)dx

a

c

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: [ f(x)dz ex.
Beh.: o The.:
c b c
J f@)do = [ () dz + ] f(z)do
a a b

Ein Integral ldsst sich somit beliebig in Teilintegrale aufteilen. Diesen Sachverhalt hitte man anders auch
nicht erwartet. e Une intégrale se laisse partager en intégrales partielles de facon quelconque. C’est un
fait auquel on s’attendait.

Intervallumkehrung — Intérvalle a ’inverse

n n

Sei o Soit [ f(x)dx = lim S f(z) - Az, ex. .~ lim S flx) - Az,
T n—oo (Ax,—0),;=1 n—oo (Ax,—0),;=1
n 1
= li \Lin — Li—1,n) = li T Wi=1n T L
o 6&Ho>,§1f(x) (@in = Tio1m) = gglwn_io)iglf(x) (=(@im1,n — Tin))
1 a

= lim -3 flz) - (Azy,) := —_fI fla)dx = —{f(x) dx

n—oo (Ax,—0) =,

Satz: e Théoréme:

f
b
Vor.: e Hyp.: [ f(z)dz ex.
Beh.: e The.: a<_ :Ax _»b >
a b
~ [ f(z)de=— [ f(z)dx
b a

Nach dem Satz im letzten Abschnitt gilt nun: e Nous pouvons maintenant déduire du théoréme dans la
section précédente:

8 —

fz)dx = ]lf(x) dx—l—fbf(x) dx

a
b b b

f@)de = [ f(z)de — [ f(x)de(= [ f(z)dx + (-

a a

f(z)dz))

)
8 —»

S —0

Korollar: e Corollaire: J f@)dz =0

a
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Ungleichungen — Inégalités

Im folgenden setzen wir voraus, dass die verwendeten Funktionen integrierbar sind. e Dans ce qui suit
nous partons de ’hypothése que les fonctions utilisées sont intégrables.

Wir wissen schon: e Nous savons déja: f(x) >0 = [ f(z)dz >0
I

Sei o Soitf( >g(z) in e dansI ~ f(z)—g(x) >0

:f )d = [flx)dz — [g(z)dx >0 = [ f(z)dz> [g(z)dz
1 1 1 1

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(x) > g(x) in e dans I, (f,ge INT(I))

Beh e The
{f(x) dx > {g(x) dzx

Wegen o A cause de |f(x)| > +f(x) gilt speziell: e il vaut spécialement:

Korollar: e Corollaire: Jf(@)|dz > | [ f(z)dz| >+ [ f(z)dx
T T T

Weiter gilt die Ungleichung von Schwarz: e En outre il y a I’'inégalité de Schwarz:

Satz: e Théoréme: (If f(z) - g(z)dr)? < {(f(ac))2 dx - If(g(x))Q dx

Zur Herleitung: e Quant a la déduction:

~ fiir o pour f(x) =0 V g(x) =0 ist nichts zu beweisen e il ne faut rien prouver.

Sei also: e Soit donc: f(x) 20 A g(z) Z0.

Seien e Soient a = (f(f( ))2dw)"2, 8= (f( ())? dw) =2

Setzen wir o und [ in den folgenden Ausdruck ein und formen wir um, so erhalten wir die Schwarzsche Un-

gleichung: e Si nous placons « et B dans [’expression suivante et si nous transformons alors l’expression
a laide de régles algebm'ques nous arrivons a l’inégalité de Schwarz:

—a2f ) x—zaﬁff )dx+52f(())2=
= J(@*f(@)* —206 f()- oo )+52( (2))* >dx—{( af(w) = Og(@))* dv 2 0
da e parce que (af(x) — Bg(x))?

LT [7g
M ff2‘2ff2'fg /fg;”‘ff? I

Mittelwertsatz der Integralrechnung — Théoréme de la moyenne du calcul intégral

Sei e Soit fstet’cont(I), I = [a,b]

Jede auf einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion nimmt dort mindestens ein absolutes Maximum
M oder Minimum m an e Chaque fonction qui est continue sur un intervalle fermé y a au moins un
mazimum M ou minimum absolu m = I, pmer Veer : x < f(x) <M
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f(z) durchlduft demnach das Intervall [m, M] e f(x) prend donc toutes les valeurs de lintervalle [m, M]
b b b
~ (b—a)-m=[mde < [ f(x)de < [Mdx=0b-a)-M

Da f(x) alle Werte aus [m, M] annimmt, gilt

somit: e Comme f(x) prend donc toutes les M”
valeurs de intervalle [m, M|, il suit donc: fx)
Fpoer : f(xo) € m, M) A (b—a) - f(xg) = °
b m
— [ fw)dz 2 2
a a a b b

b
D.h. das Integral [ f(z)duz ist gleich dem Inhalt eines Rechtecks, das zwischen den Rechtecken mit den
a

b
Inhalten (b —a) - m und (b — a) - M liegt. o C.v.d. Uintégrale [ f(z)dx est égale a l’aire d’un rectangle

a
qui est posé entre les rectangles avec les aires (b—a)-m et (b—a)- M.

Satz: e Théoréme: Mittelwertsatz der Integralrechnung e Théoréme de la moyenne
du calcul intégral

Vor.: e Hyp.:

fstet’cont(I), I = [a,b]

Beh.: e The.:

b

Jager = (b—a)- f(xo) = [ f(x)dx

a

Wie weiter? — Comment continuer?

Bis jetzt haben wir eine Menge von Sétzen hergeleitet, damit aber noch iiberhaupt kein einziges iner-
essantes Beispiel rechnen konnen. Wozu denn all diese Arbeit eigentlich? — Das wird sich noch zeigen.
Der ganze Trick der Integralrechnung beruht auf dem sogenannten Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung (Infinitesimalrechnung, von Leibniz und Newton), der einen Zusammenhang zwischen
dem Differenzieren und dem Integrieren klarlegt. Und dieser Zusammenhang erlaubt es, einen Kalkiil
aufzubauen. Wir werden damit schlagartig mit den Kenntnissen der Differentialrechnungen bequem In-
tegrale berechnen kénnen.

o Jusqu’a maintenant nous avons déduit un nombre de théorémes sans pouvoir calculer aucune intégrale
intéressante a l’aide de ce théoréme. Pourquoi donc de travail? — On verra plus tard. Tout le truc du cal-
cul intégral repose sur le dit théoréme principal du calcul différentiel et intégral (infinitésimal, de Leibniz
et Newton), qui crée un rapport entre différencier et intégrer. Et ce rapport nous permet de construire un
calcul. D’un coup, nous allons pouvoir calculer confortablement des intégrales a l’aide des connaissances
du calcul différenciel.

4.3 Der Kalkiil — Le calcul

4.3.1 Stammfunktionen — Fonctions antidérivées

Um beim Integrieren weiterzukommen ist es notwendig, uns erst wieder ein wenig mit der Differen-
tialrechnung zu beschiftigen. e A [’intention d’anvancer dans le calcul intégral il est donc nécessaire
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d’étudier de nouveau un peu le calcul différentiel.
Sei e Soit f definiert itber e défini sur I.

Definition: e Définition: F : 2+ F(z) heisst Stammfunktion von f iiber I
e s’appelle antidérivée ou fonction primitive de f sur I

@Ccll—FzF'(x):f(x) in e dans I
T

1. Beispiel: e Exemple 1:
f(x) =e* = F.(c) =e€" + cist Stammfunktion zu f(x) e est antidérivée de f(x).

2. Beispiel: e Exemple 2:
fx) =k = F.(c) =k x+ cist Stammfunktion zu f(z) e est antidérivée de f(x).

3. Beispiel: e Exemple 3:
f(z) =iz = F.(c) =2%+ cist Stammfunktion zu f(z) e est antidérivée de f(z).

4. Beispiel: e Exemple 4:
f(x) = $2% = F(c) = 2% + ¢ ist Stammfunktion zu f(x) e est antidérivée de f(x).

Die Beispiele zeigen: e Les exemples montrent: [F(z)+ ) = [F(z)] = mit F(x) ist auch F(x) + ¢
Stammfunktion e si F(x) est antidérivée, F(x)+ c est aussi antidérivée

~» Problem: e Probleme: Sei o Soit F = {F(x)+c} — Ist F die Menge aller Stammfunktionen
zu f(x), oder gibt es noch weitere? Wir wollen uns das iiberlegen: e FEst-ce que F est ’ensemble de
toutes les antidérivées pour f(x), ou y en a—t—il encore d’autres? Nous voulons y réfléchir:

Seien e Soient

Fi(z), Fa(x) zwei Stammfunktionen zu e deux antidérivés pour f(x) iiber e sur I.

Sei o Soit Fy(x) — Fa(x) = ®(x) # const. = ®'(z) £ 0 (keine nur horizontale Tangente e pas de
tangente seulement horizontale) = [Fi(z)— Fa(x)] = F{(z) — Fj(z) = f(x) — f(z) =0

= ®'(x) = const. ~ Widerspruch! e Contradiction! ~

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
Fi(z), Fo(x) ~ Stammfunktionen zu f(z) iiber I e antidérivées pour
flx) surI
Beh.: o The.:

Fi(z) — Fx(x) = const.
{Fi(z) 4+ ¢ | ¢ € R} = Menge aller Stammf’kt. zu f(x) iiber T
e ensemble de toutes les antidérivées pour f(x) sur I.

Konsequenz: e Conséquence: Kennt man eine Stammfunktion, so kennt man demnach alle.
e Si l’on connait une antidérivée, on connait donc toutes.
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4.3.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung — Théoreme princi-
pal du calcul différentiel et intégral

Herleitung — Déduction

Zur Herleitung des Hauptsatzes konnen wir die aufgestellte Theorie der bestimmten Integrale fruchtbar

anwenden. e Pour la déduction du théoréme principal nous pouvons appliquer la théorie des inégrales
définies.

Sei o Soit p(t) = ftf(x) dz ex.

a
(a € I, t €I variabel e variable)
~» (t) ist ein bestimmtes Integral als Funk-
tion der oberen Grengze.
e ©(t) est une intégrale définie comme fonc-
tion de la limite supérieure.
~ Pl(t) =7

Sei o Soit t+Atel

t+At t
x)dx — x)dz
Sy = LW oy, EEAD o) J fe)de— [ 1) _
dt At—0 At At—0 At
t+At
[ f(z)dz
— ] t —
o Alir_r}o At ~IMittelwertsatz o théoréme de la valeur moyenne
f(tm) - At _
im ——— =
At=0 At Tt +an ceat
. f(t +AAL) f
= lim f{t+X-At) = f(t), Ae[0,1] i(t) ,/_tf(t) dt
~ t], Jteat  t
t+AAt
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

t
[ f(@)dx ex. fir o pourtel, acl

a

t
d
Beh.: e The.: E/f(x) dx = f(t)

t
Konsequenz: e Conséquence: [ f(z)dz ist Stammfunktion von e est antidérivée de f(z).

a
Anders formuliert: Die Ableitung des Integrals als Funktion der oberen Grenze ergibt den Integranden.
e Da dérivée de l'intégrale comme fonction de la limite supérieure donne la fonction a intégrer.
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Stammfunktionen sind nur bis auf eine addi-
tive Konstante bestimmt. e Les antidérivées fH)

sont fizes excepté une constante additive. A =const.
Wihlt man a anders, so erhédlt man eine an-

dere Stammfunktion (vgl. Skizze).

e Si l'on choisit a différemment, on obtient I
une autre antidérivée (voir esquisse).

Fy(t) = [ f(z)dz, Fa(t) = bff(x) dx

| Ay

== Fl(t) =

b
J f(z)dx = Fi(t) — Fa(t) = const.

a

S o

b t
f(x)dx:ff(x)dx—i—{f(x)dx:ff(x)dx—i—Fg(t),

Bemerkung: e Remarque:

t a
[ f(z)dz = F(t) ist Stammfunktion e est antidérivée ~ [ f(z)dx =0 = F(a)

a a

Fiir die anschliessende Uberlegung ist es zweckmaéssig, die Grenzen anders zu benennen:
e Pour les réflerions suivantes il est utile de changer les noms des limites:

t
Sei o Soit F(t) = [ f(z)dx eine Stammfunktion zu f(z) e une antidérivée pour f(x).

P

¢

~ Ft)= [ f(z)dz =
P

ff(x)dx—i—ftf(x)dx=F(a)+ftf(x)dx t

o a a F(t) - F(a) = f f(t) dt

= F(t)= [ f(z)dz + F(a) _ o
a F(t)

Wiéhle nun e Choisis maintenant t =b = F(b) = fbf(x) dx + F(a) = fbf(x) dx = F(b) — F(a)

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Sei F'(x) beliebige Stammfunktion von f(x) iiber I = [a, 1]
e Soit F(x) antidérivée quelconque de f(x) sur I = [a,b)

Beh.: e The.: [ f(z)dx = F(b) — F(a)

Konsequenz: e Conséquence: Die Berechnung bestimmter Integrale ist somit reduziert auf die
Berechnung von Stammfunktionen. e Le probléeme de calculer des intégrales définies est donc réduit au
probléme de calculer des antidérivées.

Dabei ist die folgende Bezeichnung iiblich: e La notation suivante est de coutume:
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Definition: e Définition: Eine Stammfunktion heisst unbestimmtes Integral
e Une antidérivée s’appelle intégrale indéfinie.

Man schreibt: e On écrit: [ f(x)dx := F(z)+ C

C heisst Integrationskonstante
e C s’appelle constante d’intégration.

Bemerkung: e Remarque: Eine andere Auffassung geht vom Mengenbegriff aus:
e Une autre fagon de voir les choses utilis la notion de l’ensemble:

[ f@)dx :={F(x)+C | C e R}

Beispiele: e Exemples:
L. [ldz=2+C
2. f[ade=132>+C
3. [cos(z)dx = sin(z) + C

4. f3 Lz = (in(3) + €)= (In(1) + C) = In(3) — In(1)

1
22 2 t=1
5. [z-ev de=2e | =el—e=e—1

t=0
0
Man schreibt oft einfach: e Souvent on écrit simplement: %el‘Q |:; =...=e—1
S 1 r=s
6. % dy = xa—f—l — Sa—f—l _ Toz—f—l @ -1
/ —e (a#-1)

Achtung: e Attention: Viele elementare Funktionen besitzen keine elementare Stammfunktionen!
e Beaucoup de fonctions élémentaires ne possédent pas d’antidérivée élémentaire!

7.B. e P.ex. f(ac):el‘2 oder e ou f(x)zsin(x)

In einigen Féllen hilft man sich dann damit, dass man den unbekannten Stammfunktionen einen Namen
gibt und sie tabelliert. Z.B.: e Dans certains cas on se débrouille en donnant un nom auz antidérivées
inconnues. On construit aussi des tables de valeurs. P.ex.:

t
Definition: e Définition: /e_a”2 dx := Erf(t) ~ Error function

0
7 x?
2

=L

cos )dx := ~ Fresnelintegral e Intégrale de Fresnel

o &

Elementare Beispiele — Exemples élémentaires

1. Beispiel: e Exemple 1:

¢ _
{xde:%x?ﬂ:;:%(t?’—O):%t‘?’

Bemerkung: e Remarque:
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Das durch den Ursprung und den Punkt (¢, t?) gegebene Quadrat hat den Inhalt ¢3. Die Parabel drittelt
dieses Quadrat! e Le carré donné par l'origine et le point (t,t?) a l’aire t3. La parabole coupe en trois
tiers ce carré!

2. Beispiel: ¢ Exemple 2:

fO% sin(x) dx = — cos(
= —cos(%) — (—cos(0

~~—
~—

K
LY

Il ‘f‘_ivla
Il

Bemerkung: e Remarque:

Eine transzendente Funktion iiber einem In-

tervall mit einer transzendenten Lénge be-

grenzt hier eine Fliche mit einem ganzzahli-

gen Inhalt! e Une fonction transcendente sur

un intervalle dont la longueur est aussi tran-

scendante méne a une surface dont l’aire est

un nombre naturel!

Eine transzendente Funktion {iber einem Intervall mit einer transzendenten Lé&nge begrenzt hier eine
Fléche mit einem ganzzahligen Inhalt! e Une fonction transcendante sur un intervalle dont la longueur
est aussi transcendante méne a une surface dont l’aire est un nombre naturel!

3. Beispiel: e Exemple 3:

. .z=1
e“dx:eﬂ 1 0

, =€ —e =e—1

(e“’—i—l)dxze“’—i—ﬂ:; =

O = O ==

= +1)—("+0)=e+1—-1=c¢

4.3.3 Uneigentliche Integrale — Intégrales impropres
Unendliche Intervalllingen — Longueurs infinies d’intervalles

Bsp.: e Exemple:
t

t 1 1 r=t
2 1
f—dez/x dxz—_lx l,_, =
! 1
= ()~ (A =2 41

| B

I o

Wenn man ¢ immer weiter nach rechts riickt, (d.h. ¢ — c0), existiert der Limes des Integrals. Es gilt:

e Si l’on pousse t de plus en plus a droite, (¢.v.d. t — 00), la valeur limite de lintégrale existe. Il vaut:
(oo}

ftld L1 041=1 /1d
— ar = —— — = = — axr
1 x? t x?

1

Bemerkung: e Remarque:

Wir haben hier die hochst erstaunliche Tatsache vor uns, dass es offenbar Fldchen mit endlichen Inhalten
unter unendlich langen Kurven gibt! Ohne exakte Mathematik wére das wohl nicht glaubhaft! e On wvoit
ici le fait étonnant qu’il existe des surfaces aux mesures finies sous une courbe de longueur infinie! Sans
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les mathématiques exactes on ne pourrait pas croire une chose pareille.

Solche Integrale iiber unendlichen Intervallen nennen wir uneigentliche Integrale. e Des intégrales
sur des intervalles infinis, comme nous avons vu dans l’exemple, s’appellent des intégrales impropres.

Bsp.: e Exemple:

t

f dx = In(x) | :1 =1In(t) —In(l) =In(t) — 0 =In(t) — co fiir e pourt — oo.

1

Hier hat die Situation gewechselt: Der Inhalt ist unendlich geworden! e Ici la situation a changé: L’aire
est devenue infinie!

Bsp.: e Exemple: Sei o Soitt < 0.

0
T o z=0 _
fetdr=e"|_ =€ —el =1—e Il

fiir e pourt — —oo.

Integrale und Pole — Intégrales et poéles

Eine vergleichbare Situation hat man bei Polen. e Aux pdles on a une situation semblable.

1

1

1. Beispiel: e Exemple 1: [ —dz =7
1T

flx) = é = 27" hat bei z = 0 einen Pol

e a un pole a x = 0.

Andererseits muss aus Symmetriegriinden der
Inhalt der Fldache unter der Kurve 0 sein
(Skizze!). e D’autre part, d cause de la
symétrie, la mesure de l’aire sous la courbe
doit étre 0.

Rechnerisch kann man zu diesem Resultat gelangen, wenn man erst eine symmetrische Umgebung von 0
(U:(0)) weglésst, integriert und dann € gegen 0 gehen lidsst. e On peut calculer ce résultat si l’on enléve
d’abord le voisinage symétrique de 0 (Uz(0)). Aprés on calcule Uintégrale et puis on laisse aller & vers 0.

1

[+ dr = lim( / dr+ / L) = ly((n(lal) [20) + n(lal) | 7)) =

Eli_}r%((lnﬂ —e|) 1n(| —1)) ) + ((In(|1]) = In(le])) = g%(ln(e) —In(1) +In(1) —In(e)) = lim0 =0

e—0

2. Beispiel: e Exemple 2

1
1 1 1 =1
f—dxz/x_idxz%ﬂ .o =
0

0
2vz|  =2v/1-2/0=2-1-2.0=2

=¥
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1 1
Obwohl — bei 0 einen Pol hat, ist das Integral endlich! e Bien que — posséde un péle a 0, l’intégrale
NG VT

est finie!

4.3.4 Integrationsregeln — Regles d’intégration

Da integrieren jetzt das Auffinden einer Stammfunktion bedeutet, hat man es hier mit der Umkehrop-
eration des Differenzierens zu tun. Wenn man daher die Differentiationsregeln riickwiérts liest, erhélt
man Integrationsregeln. Z.B. gilt daher die Linearitétsregel, woraus man sieht, dass Polynome termweise
integrierbar sind. Auch sind die Regeln fiir einige trigonometrische Funktionen, u.s.w. direkt ablesbar,
bei andern ldsst sich die Stammfunktion schnell konstruieren. Nachfolgend sind einige einfachen Stamm-
funktionen aufgelistet. Weiter sei auf die Integrationstabellen in der Standardliteratur verwiesen oder auf
Computeralgebraprogramme. Spéter werden wir noch z.B. die Produktenregel oder die Kettenregel fiir
die Integration umschreiben und entsprechende Regeln erhalten.

e Comme le fait d’ intégrer signifie trouver l'antidérivée, on a a faire avec l’opération inverse de la
différentiation. Si l’on lit les régles de la différentiation a l’inverse, on obtient des regles pour l'intégration.
P.ex. on obtient la regle de la linéarité de laquelle on déduit que les polynomes sont intégrables terme par
terme. On peut aussi lire directement les Tégles pour les fonctions trigonométriques etc., et pour d’autres
fonctions on peut construire les antidérivées trés vite. En bas on a une liste d’antidérivées simples. En
outre il y a les tables d’intégration dans la littérature standard ou bien on peut utiliser des programmes
d’algébre sur ordinateur. Plus tard nous allons transcrire aussi la regle du produit et la régle de dérivation
d’une fonction composée (de chaine) pour le calcul intégral.
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Regeln: e Regles:

1.

10.

11.

J(a f(z) + Bg(x))de =
=a [flx)dz+p [g(z)dx+C

k+1
k+1x +C

J[aFdr =
fanx"—i—an_lx"_l—i—. .. Faix+tagdr =
—ncf: 1x"+1 + —a’;;lx" ot %xQ +agx

+C

. fetdr=e"+C

f é dx =In(|z])+ C

@ _ a+1 o
Jx dx—a+1x +C, a#-1
J —— dz = arctan(z) + C

[ g2 4o = arctan(s

1
fl—xde
—In(l—2) In(l+2) LC
2 2
[ inh(z) + C
——— dz = arsinh(z
V14 a?
1
f\/T—xdezarcsin(x)—i—C
1
s dr =
f\/xz—_l *
In(z+v—-1+22)+C

12. [cos(z)dz = sin(z) + C
13. [sin(z)dz = —cos(z) + C
14. [tan(z)dz = —1In(| cos(z)|) + C
15. [ cot(x)dz = In(|sin(z)|) + C
1
1
17. f — 95, ~ dx = COt(.f) +C
sin®(z)
18, [ 4 in(—)+C
. [ ——=——=dx = arcsin(—
Va2 — a2 lal
19. [arcsin(z)dr =
x-arcsin(z) + V1 — 22+ C
20. [arccos(z)dx =
x - arccos(z) — V1 —a?2 4+ C
21. [arctan(z)dx =
- arctan(z) — $In(1 + 2%) + C
22. [arccot(z)dx =
z - arccot(x) + 1 In(1+ 22) + C
23. [sinh(z)dx = cosh(z) + C
24. [ cosh(z)dx = sinh(z) + C
25. [tanh(z)dz = In(cosh(z)) + C
26. [ coth(z)dz = In(|sinh(z)|) + C

4.3.5 Partielle Integration — Intégration partielle

Wir wollen die Produkteregel der Differentialrechnung fiir die Integration nutzbar machen.
e Nous voulons appliquer la régle du produit du calcul différentiel aussi pour lintégration:

(Fla)- G(@)) = F'(@)- G(a) + F(a) - G'(a) = f(2) - Gla) + F(a) - g(a)
= [(F(z)-G(@)) dx = (F(z)-G(x))|_. = [ f(z) - G(z)dz + [ F(x) - g(x) dz

b
= [f@)-G(z)dz = (F(z) - G(x)[._, - [ F(z) g(x)dx

a
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Regel: e Regle: Vor.: e Hyp.:
Fl(z) = f(z), G'(x) =g(x)

Beh.: o The.:

b ., b
[ f(x)-G@)de = (F(x)-G(x)|._, — [ F(x) - g(x) da

1. Beispiel: e Exemple 1:
b b
[sin(z) - xdx = (—cos(x) - G(x)) | _ Z — f —cos(x) - 1dx = (—cos(b) - b) — (—cos(a) - a) + [ cos(z) dx

= cos(a) - a — cos(b) - b+ sin(z) |;Z =a-cos(a) — b cos(b) + sin(b) — sin(a)
Hier haben wir ausgeniitzt, dass der Faktor G(z) = x beim Ableiten verschwindet. e Ici nous avons

utilisé le fait que le facteur G(x) = x disparait si l'on en fait la dérivée.
2. Beispiel: ¢ Exemple 2: f e’ -sin(z) de = (e -sin(x)) | _ — [€” - cos(x)dx =
0
™

= (™ -sin(m)) — (€ - sin(0)) — (e” - cos(x)) ||} — { e’ - (—sin(x)) dx) =

=0—0—(e"-cos(m) —€®-cos(0) + [€® -sin(z)dr) = —€e™ - (—1)+ 1- 1—fe -sin(z) dz
0
= [e* - sin(z)dr=—€"- (-1 +1—fe -sin(z )dx:2fex-sin(x)dx=1+e”
0

1+¢€™
2

T

=

e® - sin(x) dx =

Ct—=3°—x

Hier gelang es uns, fiir das unbekannte Integral eine algebraische Gleichung herzuleiten, die wir 16sen
konnten. e Ici nous sommes arrivés a déduire une équation algébrique que nous avons pu résoudre.

Diese Methode funktioniert aber nicht immer: e Cette méthode ne fonctionne pas toujours:

3. Beispiel: o Exemple 3: [ sin®(z)dx = [sin(x) - sin(z) dx
0 0

—cos(x) - sin(z) |:: - Of— cos(z) - cos(z) dx
= —cos(r) - sin(m) — (— cos(0) - sin(0 fcos -cos(z) dx =

0+ 0+ sin(z) - cos(z fsm —sin(z))dz =0+ 0+ [ sin(z) - sin(z) dz = f sin?(z) dx
0

~» Damit ist nichts gewonnen Es entsteht hier keine algebraische Gleichung, aus der man das unbekannte
Integral berechnen konnte! e Ici on n’a rien gagné. On n’obtient pas d’équation algébrique a l'aide de
laquelle on pourrait calculer l'intégrale inconnue!

Die Sache ist aber nicht verloren: ein Trick hilft hier weiter: e Mais la chose n’est pas perdue. Un truc
nous permet de continuer:

fsinQ(x) dx = fcos(x) -cos(z) dx = fcos ) dz

0 0
Aus Griinden der Symmetrie wissen WlI‘ o A cause de la symétrie nous savons:
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[sin?(z)dx =2 [sin*(x)dz =2 [cos?(x)dz =2 [1 —sin*(z)dv =2 [1dr -2 [sin®(z)dx
0 0 0 0 0 0
= 4. [sin®(z)dr=2- [1dx = fsinQ(x)dx=2-fsin2(x)dx=fldx—xri% =Z_0=Z
0 0 0 0 0 =2 2
4.3.6 Substitutionen — Substitutions
Eine Regel — Une régle
Sei o Soit ¢ :tr—— x = p(t) bijektiv e bijectif.
Betrachte: o Etudier: t=¢ x) nﬁ x=(t) — F(x) = F(p(t))
1 T
Foyp
> — [ —
Sei o Soit
dF(z
9 _ ) = fa),
dF(p(t) dF(z) dz _ deo(t) de(t) ,
i de Al f@) =57 = fle(t) - —= = fle(®) - ¢'(1)

~»  f(z) hat beziiglich  die Stammfunktion F(x) und f(p(t)) - ¢'(t) hat beziiglich ¢ die Stammfunktion
F(o(t)) mit F(z) = F(p(t)). o f(x) a par rapport a x Uantidérivée F(x) et f(o(t)) - ¢'(t) a par rapport
a t Uantidérivée F(p(t)) avec F(x) = F(p(t)).

b @(b)
F(z)=F(p(t) ~ [fla)dz= [ [f(o(t)) ¢'(t)dt~
a p(a)1
Regel: o Regle: Substitutionsregel e Reégle de la substitution
Vor.: e Hyp.:

p:t— x=p(t) bij.

Beh.: e The.:
b @(b)~*
[f@)de= [ flpt) ¢ (t)dt

a w(a)~!

[f@)de=F(x)+C = [f(et)) ¢'(t)dt =F(p(t) +C

Bemerkung: e Remarque: Formal: e Formellement:
do(t dx dx
o) da = fp(0) - /0t = Fo(0) - 2D at = fp(0) - Lt~ = 17

Bsp.: e Exemple: [ ——— dz = arcsin(z) + C
\/—

:fmdx—/m =3

-arcsin(z?) + C
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Praxis — Pratique

Einige Anwendungen: e Quelques applications:

Fla-z+0)+C

Q|

[Fla-z+B)] =fla-a+pf) - (a-z+p) =a fla-z+p) = [fla-z+p)de=

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

[ f(x)de=F(x)+C

Beh.: e The.:

ff(a-x—i—ﬁ)dxzé-F(a-x-i—ﬁ)—i—C

Folgerungen e Conclusions

$n+1+0
n+1
1 1

= f(oz-x+ﬁ)"dx=a-n+1

1. Beispiel: o Exemple 1: [z"dz =

(@ z+ P+ C

1 .
2. Beispiel: o Exemple 2: [edz=¢"+C = [e*™Fdr=—.e**F 4O
a

3. Beispiel: e Exemple 3: [ cos(z)dx = sin(z) + C
1
= [cos(a-z+(3)dr = o ssin(a-xz+ 03)+C

1 1 1
4. Beispiel: e Exemple 4: [ —dz=1In(z)+C = /ﬁﬁdx =—In(a-2+0)+C
T a-T a

Das Problem bei der Anwendung der Substitutionsregel liegt bei der Auffindung einer geeigneten
Substitution, die zum Erfolg fiihrt. Die Moglichkeiten sind hier aber oft beinahe unbegrenzt. Was also
tun? — Viele Werke der mathematischen Standardliteratur bieten hier Hilfen (z.B. Stocker, Papula),
indem sie eine Trickliste anbieten. e Le probleme quant a l’application de la régle de la substitution est
de trouver une stubstitution qui ait du succes. Les possibilités ici sont innombrables. Quot faire alors? —
Beaucoup d’oeuvres de la littérature standard des mathématiques donnent des aides (Stécker, Papula) en
offrant une liste de recettes.

Trickliste: e Liste de recetes (trucs):

Wiihle: e Choisir:
flx)=Vaxr+0b t=Vaxr+b
flx)=Vax2+bx+c t=x- - Vazr2+bx+c
flx)=V—-ax?+bz+c t=—V—-ax?+br+c
f(x)
f(x)

x) = (In(x))" t =1In(x)

2t t?
= sin(z),

= cos(z)

1+¢2 1+1¢2
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flx) =Va*—z? x=a-cos(t) V x=a-sin(t)

Z.B. e P.cx.a-cos(t) =+a?— x?)
flx) =Va*+a? x =a-cosh(t) = Va? + a2
f(z) = V—a? + 22 x =a-sinh(t) = vV—a? + a2

4.3.7 Partialbruchzerlegung — Décomposition en fractions partielles
Das Problem — Le probléme

Geg.: e Donné: Polynome e Polynémes P(x),Q(x)

P
Problem: e Probléme: f (2) de =7
Q(x)
Bsp.: e Exemple:
27x° + 144 2* — 3623 + 378 22 + 162z — 81
J dz
323 —422 —-5x+2

992 22 + 457 ¢ + —247
922 + 60 83 de = [ 922+ 60z + 83 d
AT s e a2 R R T T

309 24 7
_ 2 _ = e d
—/930 dx+/60xdx+/83dx+/x_2dx+/x+1dx—i—/gx_ldx

Idee: e Idée: Vereinfache den Bruch derart, dass nur elementare iibrigbleiben. e Simplifier la fraction
tellement qu’il ne reste que des intégrales élémentairs.

309 24 7

1.Schritt: e Etape 1:

Dividiere P(x) durch Q(z), bis pgrad (Zihler) < pgrad (Nenner) ist.
e Diviser P(x) par Q(x), jusqu’a ce que pgrad (numérateur) < pgrad (dénominateur).

Bsp.: e Exemple:
27 2% + 144 2% — 36 23 + 378 22 + 162z — 81 992 22 + 457 —247
v v AT A 10ST 7Ol g2y G004 83 4 ey T OTT T
3a3 —422—-52+2 3a3 —422—-5x+2

1.Schritt: e Etape 1:

Versuche den verbleibenden Bruch in elementarere Teilbriiche zu zerlegen. e Essaie de décomposer la
fraction qui reste en fractions partielles élémentaires.

99222 44572 4+ —247 309 LM T
323 —422-5x+2 x-2 ax+1 3z-1

Bsp.: e Exemple:

Bei Zahlenbriichen ist dieser Vorgang die Umkehrung zum Gleichnamigmachen. e Pour les fractions de
nombres c’est l'opération inverse a 'opération d’écrire avec un seul dénominateur.

+

Wl
|

7
Beispiel mit Zahlen: e Exemple avec des nombres: T

Beispiel mit Polynomen: e Exemple avec des polynémes:

1 1 A B
= = + ,A,B:?
2-1 (x—1)-(z+1) zz—-1 =x+1
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A berechnen: e Calculer A: Mult. mit e Mult. avec (x — 1)
(x—1) Ax—-1) B(z-1) 1 A B(x-1) .,
@D (@11 2-1 @ w+1 Tl 1 agq lre pouraz
B(x—-1 1 BO 1
Bilde lim: e Calcule lim: lim :hm——l—th = —=A+—=A = A=-
z—1 z—1 z—1x+1 z—1 1 z—1 x+1 2 2 2
Enstsprechend fiir B e Correspondant pour B
(mult. mit e mult. avec (x + 1), Nliml ~ A= -3
1 1 B . .. . . 1 B
1= 3 @1 + 2@+ 1) ~» Partialbriiche e fractions partielles 2@-1) 2@+ D)
1 1 B 1 1
———dr= | —/—=d ——dr=-lnlr—1|— =1 +C=...
~ g /2(30—1) x+/2(x+1) v =gz =1f=ghfr+1l+
Hinweis zur Partialbruchzerlegung: e Indication pour la décomposition en fractions

partielles:

Die Theorie der Partialbruchzerlegung sollte in einem Kapitel der Algebra geboten werden, wo es sachlo-
gisch hingehort. Hier sei nur eine kurze Bemerkung angebracht: Voraussetzung zur erfolgreichen Zerlegung
ist die Faktorisierung des Nennerpolynoms, die auf dem Hauptsatz der Algebra beruht. (Jedes Polynom
mit nur reellen Koeffizienten lésst sich reell in lineare oder quadratische Faktoren resp. in Potenzen von
solchen zerlegen.). Das Problem: Es existiert keine Methode zur allgemeinen Auffindung der Zerlegung.
e La théorie de la décomposition en fractions partielles est traitée dans un chapitre de l’algebre, ot elle est
située selon la logique des sujets. Une breve remarque: Pour avoir du succés en faisant la décomposition,
il faut décomposer le polynome dans le dénominateur qui se base sur le théoréme principal de l’algebre.
(Chaque polynéme n’ayant que des coefficients réells est décomposable dans le réel en facteurs linéaires
ou quadratiques resp. en puissances de tels facteurs.) Le probléme: Il n’existe pas de méthode générale
pour trouver la décomposition.

~+ Faktoren e facteurs (x —x;)", (2?2 +bjx+d;)", n€N

Hiufige Integrale — Intégrales fréquentes

. ) P(x) A Bx+ D
d =
Sei e Soit fQ(x) /x—xl 2 tbatd
A Bx+ D .
> fx_xldx=A1n|x—x1|+C, fmd.ﬁ:fl SGIB#O
Bz +D B [2z+224+b—b B 2z +b B 2D _p

[ia= x:_./ r+2p+ dx:_./L H_./Bi v

2 +bx+d 2 224+ bxr+d 2 24+ bx+d 2 22 +bx+d

B D 1

-1 2 — (2= = —d ——dx ="

2" +br+d+C+ 5 - (25 b)/x2+bx+d = | e d™

t b = /71 d ! d
€r = — = X = €T =
2 w2 +bx+d t—22+b(t-%)+d
1 1

= dxz/idxzz/idx

/t2—2t§+%+b — Yy 4 d 2 -2y +d 2 £ a?

1 1 t
Fall e Cas ”-i—”: f@d.ﬁ: E-arctari(a)—i-Cl 1 1
Fall Cas """ ——dz = — dx = — dx =
an e ftQ—on * /(t—a)(t+a) * /Q(t—a) 2(t+ ) *

1 1 t—a
:5-(1n|t—04|—1n|t+0‘|)+02:§'(1n(| |
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4.4 Anwendungen, Beispiele — Applications, exemples

4.4.1 Rechenbeispiele — Exemples de calcul

Beispiel mit Polen — Exemple avec des poéles

10 1
_{OxQ—ldx:
10 10
1 1 1
—10 —10
1, (1 111 !
= dt — [ —dt) = =([ —at
(f g = [qan = 5
—11 -9 —11
-9 9 11
1
/—dt—/gdﬁ—/—dﬁ):
-9 9
a1
/ Lar— / dt) = S Jt] |7, =t [1][[2) = £ (n(9) ~ (1) ~ In(11) + In(9)) =
—11
9
=1In(9) —In(11) = 1n(ﬁ)

Stiickweise stetige Funktionen — Fonctions continues par morceaux

Bei stiickweise stetigen Funktionen integriert man erst einzeln iiber die Stetigkeitsbereiche. Anschliessend
summiert man. (Vgl. 2.4.3 Seite 60.) e Pour intégrer une fonction continue par morceaux, on calcule
d’abord les intégrales sur les intervalles ot la fonction est continue. Aprés on fait la somme. (Voir 2.4.53
@ la page 60.)

Bsp.: e Exemple:

sin(x +7) x € [-2m, —7)
flx) = singx) x € [-m,0)
a3t z € [0,27]

27
~ [ flx)dz = f sin(z + ) dx—l—fsm dx—l—fx Tdr = =2+ (=2) +2v27 = 2v/271 — 4

—27 —27

Potentielle Energie — Energie potentielle

Sei o Soit F = Kraft e Force, s = Weg e chemin, W = Arbeit e énergie.

F =const.~ W =F-s

F(s)
Sonst: e Si non: .
WS Fi-As; — [ F(s)ds f
1 S1 W
S
As, =
q-Q
s=r, F(ry=c =
T2 T2 1 1
swe e L@uocyg [rarmeq @ ()T mea @ (1 (- D)
r =T To 71

1 T1
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4.4.2 Kurven in Polarkoordinaten — Courbes en coordonnées polaires

Problem: e Probléme: Wasist der Inhalt
der Flidche zwischen der Kurve und zwei vom
Ursprung ausgehenden Strahlen? e Quel est
la mesure de la surface entre la courbe et deux
rayons qui partent de l’origine?

-
AA ~ Dreieck e triangle, As = Ay -1,
1 A
~ AA~ §rm(<p+7(p)-A5=
1 Ap
= gmlet 5 Ay wm (e )

$2
1 A 1
o A= AA=S o+ SEP Ao = [ Srle+ 0P dp
¥1

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

r =r(p) (Polarkoord. e coord. polaires)
r(yp) stiickweise stetig e continue par morceauz

¢ € [p1, 2]
Y2 1
Beh.: e The.: A= | 57‘((,0)2 dp
$P1
Bsp.: e Exemple:
Archimedische Spirale:
e Spirale d’Archiméde:
r=r(p)=¢, I=10,2nr]
2m 1 1 27
A= [ Z2do==-2.0%| =
{ 5P dp=5-3-¢,
1 3 27 473
=5 O =

Damit ist es moglich, Inhalte von Flachen zu berechnen, die z.B. von lemniskatenartigen Kurven, kar-
dioidenartigen Kurven etc. begrenzt werden. e Maintenant il est possible de calculer la mesure de sur-
faces qui sont bornées par des courbes du genre de lemniscates ou de cardioides. ( Z.B. o P.ex. r(p) =

(cos(2¢))Z, (@) =2 (1 —cos(p)) ws.w e etc.)

4.4.3 Kurvenlingen — Longueurs de courbes

Kartesische Koordinaten — Coordonnées cartésiennes

Sei o Soit f:x+— f(z) € D), I=[z1,z2]

Problem: e Probleme: Ausser fiir den Kreisumfang sind Langen von krummen Kurven bis jetzt

nicht definiert. e Sauf pour la circonférence du cercle la longueur de courbes non droites n’a pas été
définie jusqu’ici.
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Idee: e Idée: Ersetze die Kurve C(I) resp. W

C durch einen Polygonzug P. e Remplace la As,
be C(1 .C be pol l
;OW e C(I) resp. C par une courbe polygonale Ay as,
' AX

~> Léngen e Longueurs
Asc := Al, Asp := As
beziiglich e par rapport a Ax

\ B

%

~ Asc ~ Asp = /(Ax)? + (Ay)? = Ax

~ ZASC ZASP — f\/l—i— 2dx

Der so gewonnene Ausdruck kann benutzt werden, um die Lénge einer Kurve iiber dem Intervall [z1, 2]
zu definieren. e Nous pouvons utiliser l’expression ainsi obtenue pour définir la longueur d’une courbe
sur Uintervalle [11, x2).

)2 Az

Definition: e Définition: Léinge e Longueur [(C f V1 2dzx

Eine Nachpriifung fiir Streckenléngen und Kreisumfang ergibt, dass diese Definition mit der bisherigen
Léngenmessug vertraglich ist. e Le contréle pour la longueur d’un segment d’une droite ou la cir-
conférence d’un cercle montre que les résultats classiques me sont pas touchés.

Gerade: e Droite: y = f(z) =ax+0b, € [x1, 1]
Klassisch: e Classique:

I= /(22 —21)? + (2 —11)? = /(22 — 21)? + ((a 22+ B) — (az1+ }))* =
=lry—z1|-V1+a?=(z2 — 1) - V1+a?

Neu: e Nouveau:
= [ VIt @)Pde= [ /Tt (@2de= /11 (@2 z[* = (w2 —21) VIt @@

Viertelskreis: e Quart d’un cercle:

Klassisch: e Classique: [ = = —

Neu: e Nouveau:

_r /xQx_T ~ T Qx_r x2 x:r (%)2 .
_Of,/1+(y( ))2d _{\/1+( 7\/@) d _Of,/1+—r2_x2d {,/1+71_(%)2d

d
Subst.: x = r cos(t), T sin(t), dx = —r sin(t) dt

t=arccos(1) 2 t 1— 2 t
~ 1= o) in(n) f Lo O+ £o"(0) 1y gy —
t=arccos(0) 1 — cos (t) 1 — cos (t)
2 1 0 0 s r-m
= — . sl = — 1 = — 1 = —7r - —_—) = —
r%f 52 () sin(t) dt r%f dt rt |% r-(0 2) 5
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Konsequenz: e Conséquence: Diese Lingendefinition ergibt in den klassischen Fillen die gleichen
Werte. e Dans les cas classiques cette définition de la longueur donne les mémes valeurs.

Bsp.: e Exemple: Parabellinge: e Longueur de la parabole:

Die Parabel f(z) = 22 ist nach der Geraden die einfachste Kurve. e La courbe la plus simple, a part la

droite, est la parabole f(x) = x2.

Sei o Soit I =[0,t] ~
: : inh VI+aZ . inh VIt
= 1+(y’(x))2dx:f\/1—i——302dx:arsm (x)+x +ax? ¢ arsin (ﬁ)+t +1
0 0

2 2 o 2 2

Bemerkung: e Remarque:

Da der Integrant = /1 + (¢/(x))? ist, kann man im allgemeinen nicht erwarten, dass eine einfache Stamm-

funktion gefunden werden kann. e Comme la fonction intégrée est = /1 + (v'(x))%, on ne peut plus
s’attendtre a trouver une antidérivée simple.

Polarkoordinaten — Coordonnées polaires

Skizze: e Esquisse: Al ~ As, (As)? ~
Ar

(r-Ap)? + (Ar)* = (Ap)? - (r* + (A—(}Q)Q) s
~ As= 7~2+(§—;)2) Ay

~ 1= Z'A;;'Al ~ Y. As =

S, T2+(A_99)2) Agp

= Ty e

Damit haben wir vereinfacht eine Formel fiir die Kurvenldnge bei Polarkoordinaten hergeleitet. Es sei
dem Leser iiberlassen, diese Formel mittels Substitution auf die Situation in kartesischen Koordinaten
zuriickzufithren. e A [’aide d’une méthode simplifice on a donc déduit une formule pour la longueur
d’une courbe en coordonnées polaires. C’est un exercice pour le lecteur de déduire cette formule de la
situation cartésienne a l’aide d’une substitution.

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

r : ¢ — r(p) Kurve in Polarkoord. e Courbe en coord. polaires, I =
[(pla 902]

Beh.: e The.:

Kurvenlédnge e Longueur de la courbe

% s (AT
1= T\ + (S 2P de

Bsp.: e Exemple:
Lénge der Archimedischen Spirale e Longueur de la spirale d’Archimeéde r(p) = ¢:
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dr(e)

2
d
d@)w

Sei o Soit I =[0,t] ~ l=ft\/7“2(<p)+(

arsinh(t + t- \/ 1+¢2
2

t d(P
0%+ do =
{ (dcp)

¢* + Ldp =

= Parabellénge e Longueur de la parabole!

ST

Vektorfunktionen — Fonctions vectorielles

Geg.: e Donné:

Kurve e Courbe §(t) = (x(zﬁ)) ! t

y(t) y(t)

) )
resp. o resp. §(t) = : (o]
x() >
Sn(t)

) . r cos(t)

Bsp.: e Exemple: Kreis: o Cercle: §(t) = .
r sin(t)
oder Spirale: e ...ou spirale: 3(t) = et C,Os(t) u.s.w e etc..
r-t-sin(t)
Speziell: e Spécialement:
t T
s(t) = =
0= ()= (o) )
~ fra— f(r) = y() y{t) = y(x(®) = y(x)
v(t) o
/ x=x(t)=t "X
As Asi(t).o Asp(t). o
~ — 2 2 25 _
Al ~As = /(As1(t))2+ ...+ (As,(1))2, AL \/( AL 24+ ( A )2,
_ [ Asi(t) Asn(t) 2 _ E _ds \/ dsi o dsn \o

As-\/( As P+ ( At ) At—A At — ds = dtdt (dt)+"'+(dt) dt

A Asy, n
l—ZAl ZAS—Z\/ s1(t +( SAt() : f dsl .+(ddit)2dt

Wie bei den Polarkoordinaten kénnen wir auf Grund dieser vereinfachten Herleitung einen Satz notieren:
e Comme sous les coordonnées polaires, il nous est possible de noter un théoréme d’aprés cette déduction
simplifiée:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
§:t+—— 3(t) Vektorkurve. e Courbe vectorielle,
1= [tla t2]
Beh.: o The.:

Kurvenléinge e Longueur de la courbe
d51 dsp, |5
l= — )" dt
! on)

o (
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Bsp.: e Exemple: (Kreis: o Cercle:)

L (rcos(t) 2T d(r cos(t)) g | d(r sin(t))
5 = (7“ sin(ﬁ)) ~ = { ( dt )+ dt

)2 dt =

- {W\/ﬂ(_sin(t)p+r2(cos(t))2 dt = Ofwrﬂdt:rﬂz" =r2r

4.4.4 Elementare Linienintégrale — Intégrales curvilignes élémentaires

Skalare Funktionen — Fonctions scalaires

Geg.: e Donné: Kurve e Courbe
s1(t)

3t) = in Parameterform e en
Sn ()

forme paramétrique.

(Ublich ist n = 2 und n = 3. e De coutume

onan=2etn=3.)

Bsp.: e Exemple: Spirale: e Spirale: 3(t) = (

et Cos(t)>

r -t -sin(¢)

Problem: e Probléme: In der Praxis geht
es oft darum, z.B. Ausdriicke nachfolgender Tf fxo %) Ay
Form zu bestimmen: e Souvent en pratique il

s’agit de calculer p.ex. des expressions comme

il suit: AX %

As,

G= 1l - A
|A81g0|§f(xk,yk) Sk

f(zk,yr) sei z.B. die Verinderung des Tankinhalts pro Wegstiick Asy, G sei der gesamte Treibstoffver-
brauch. Oder f(xy,yx) sei eine Kraft, G = W eine Arbeit u.s.w.. o Soit f(xk,yr) p.ex. la diférence du
contenu du réservoir d’essence par longueur de chemin Asy, soit G la consommation d’essence totale.
Ou soit f(xk,yr) une force, G =W un travail (énergie) etc..

Normalerweise ist eine Kurve in einer beliebigen Parametrisierung gegeben. e Normalement on a donné
une courbe avec une paramétrisation quelconque.

Sei o Soit n=2, §(t)= (ﬁg) tefa,b = flz,y) = fot),v(t) = h(t)
e1(t)

(Allgemein. e Généralement: §(t) =

D
Pn (t)

Sei o Soit s = s(t) = Weglénge e longueur du chemin.
s steckt z.B. in > f(2k, yr) - Ask im Term Asy, t jedoch nicht. e s apparait p.ex. dans
k

S f(zr,yk) - Asy, dans le terme Asy, t par contre mangue.
k
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>
Eine Umparametrisierung ist notwendig! AY=XO
e Un changement du parametre est nécessaire! Ay =AY /' As
(=a%)
As=/(Ap1(t)? + ...+ (Ap,(1))?, X =0
VB Bon®) ; B

A5 At \/(A‘pl(ﬁ))2 o+ (A‘Z"ﬁ(ﬁ))2 At — ds = %dt \/(<p'1(t))2 Fo (0 (1)2 - dt

m
Definition: e Définition: [ @, zn)ds = lim S f@1ky - T k) Asy
C

[Asg|—0, m—oop—1
heisst Linienintegral von f lings C' e s’appelle intégrale
curviligne de f le long de C.

Es gilt: e Il vaut:
to=b

n As ds
Z f(xl ky--- xnk Ask Z f(xl k,...,xmk) A—k 'Atk — / f(xl,...,xn) —dt,
k=1 tr dt
t1=a
s
& = V@02 + .+ (1)
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
Sl(t)
3(t) = : € D(I) ~ C iiber o surl =[a,b,]
Sn(t)
Beh.: e The.:
t2=b ds
ff(xl,..., f fxl,..., )adt,
ds

aﬁ=¢www+m+meﬁ

Speziell: e Spécialement: s=z(t) oder o ous=y(t)

to=b
to=b 2

~ [Heayda= T fal0.00) 5

C

fa(t),y(t) =’ (t) dt,

|
=
I~
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/ F,y) dy = / ) ue) P ar = [ paw). )y @) dt
C t1

—=a ti=a

Bsp.: e Exemple:

fa =+ 57 50 = (1)) = (Sit)). 1< 0.2m)

y(t sin(t)
d
= s(t) = 2% + 9% = cos(t)? +sin(t)? =1, d_j =2 ({t)2+y (1) = \/— sin®(t) + cos(t)2 = 1
2
= /f(xl,xg)ds :/1 -1ldt =27
C 0
Vektorfunktionen — Fonctions vectorielles
51(1‘,)
Geg.: e Donné: Kurve o Courbe s(t) = : (Parameterform e forme paramétr.)
sn(t)
(ZB. e Per.n=2n=3.)
Problem: e Probléme: \
vl >
Bestimme Ausdriicke der Form: e Calculer F(xc: )
des expressions de forme: Asy
W = lim Zﬁ(ﬂcl,k; e X k) - ASE Y
[Asr—0|
X, >
m m -
Bsp.: e Exemple: Arbeit o Energie W = lim Y AWp= lm > (F(xk, Yk, 2k), ASk)
[Askp—0] =1 [Askp—0] =1
Im R3 gilt dann: e Alors dans le R? il vaut: AW}, = (F(xk, Yk, 2k ), ASy) =
Fy(Tk, Y, 2k) Azy,
= < F2($kayk; Zk) | Ay > mit e avec x = @l(t)a Yy= 902(t)a = @B(t)
Fs3(zk, Y, 2k) Az,
Azx A(pl dFl A(pz dF,L dF,L
— At = At — ——dt - At dt dz; = dt
A At ST et T A T T e T T T
- S Api
W Y AWy, AW, =Y Fi(pi(t),...,on(t)) - At =
k=1 A i=1 At A
Fi(pa(t),- o on(t) - S50 Attt Falpa(8), () - - At =
A A
= (Fi(p1(t),- - on(t) - S+ Pl (), on(t) - =22) - At
At At
t=b p p
¥ ¥
— [ Fuor0), - on) - S Falor(0), . onl0) - S dt =
t=a
dp1
t=b (Fi(p1(t),. .., on(t)) ot t=b s
- 3
= [ : s pdt= | {Fle®),. - ea(t), o) dt =
t=a Fn((pl (t)a RER) (pn(t)) dﬂ t=a
dt
t=b
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ds
o §'(t) ist dabei der Tangentenvektor e est le vecteur tangentiel
— t=b —
Definition: e Définition: JFds = [ (F(ei(t),...,on(t)),5'(t))dt heisst Linienintegral
C t=a
von F langs C' e s’appelle intégrale curviligne de F' le long de
C
Schreibweise: e Facon d’ écrire: Falls C' eine geschlossene Kurve ist, schreiben wir
e Si C est une courbe fermée, nous écrivons
7{ Fds
c

e Quant aux intégrales curvilignes consulter ausssi

Weiter zu Linienintegralen vgl. Vektoranalysis

analyse vectorielle.
L [z 2 —t - o
Bsp.: e Exemple: 5= (y) = (lﬁ2 n t>’ F(x,y) = (4,12_;'_‘;/); t€0,1]
iz t=1 —y 2 —t t=1 1&2—1§ (32 +1) 2t —1
> JFds= J{ x2 I R I DL 142 ydt =
C t=0 ) ol + t=0 — )2+ (5t2 +1) t
_f 2 _91) (21&—1)+(z&4—2t3+gzt2+zt)-(zt+1)dzt=%—§+§—%+%|j:—0.925

4.4.5 Flachen unter Vektorkurven — Surfaces sous des courbes vectorielles

Problem: e Probléme:
Flacheninhalt e Suface F=? - F=7
r{t+At)
z(t) .
(t) eR® = 7(t) yit) | = AF=
0
1, drl 1
> m < 8, R
17
= F:—/(cht —x y)dt
t1
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
(t): Kurve (stetig) e #(t): Courbe (continue)
tel = [tl, tQ]

Beh.: e The.:
to
1
Frite =5 /(cht' — ;' y)dt

t1
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Bsp.: e Exemple:

7(t) = (a COS(?), I =ty, to] = [0, 27| ~ Ellipse e ellipse

b sin(t
27 27
~ Fyg, = % /(cht’—xt y)d % /(a cos(t) b cos(t) — (—a sin(t)) b sin(t)) dt
0 0
27 27
= % /ab (cos?(t) + sin®(t)) dt = %ab /dﬁ = 27r2ab =mab
0 =1 0

4.4.6 Rotationskérper — corps de révolution
Mantelflichen von Rotationskérper — Périphérie de corps de révolution

Rotationsstreifeninhalt e Aire d’une bande de
révolution y = r(x)
Aa~27r(x)Al = da=27mr(x)dl

~ /(Az)?2 + (Ay)2 =4/12 4+ cAx —dl=4/12+ dy =412+ 2dx

~+ Oberfliche e Aire de la périphérie A = fda = f 2my(z) /12 + 2dx

T

Formel: e Formule: A=27m [y(x)/1+ (¥ (x))?dz

1

Bsp.: oExemple f(z \/_ I=10,1)

= A—27rff,/ Pde=m /22 <f+2“>_533041

Volumen von Rotationskérper — Volume de corps de révolution

Rotationsscheibeninhalt o Volume d’un
disque de révolution:

AV; ~ A; Az = r(z;)*m Ax

= y(xz) 7 Axr — dV = y(z;)*m dz

V= de fy 2ndx

T

=7 fy(x) dx

Formel: e Formule: V=r [ylx)de



150 KAPITEL ¢ CHAPITRE 4. INTEGRALRECHNUNG — CALCUL INTEGRAL

4.4.7 Schwerpunkte und Guldin — Centres de gravite et Guldin

Flichenschwerpunkte — Centres de gravité de surfaces

Sei e Soit y, := Flachenschwerpunkt in y—Richtung e centres de gravité en direction y
Fléchenschwerpunkt eines senkrechten

Streifens: e Centre de gravité d’une bande 4 Y{xi)
verticale:

Sei o Soit A; = (y2(x;) — y1(x;)) A,

ye(@) + () k)
(. 2 AX "X
Gleichgewichtsbedingung: e  (Condition
d’équilibre: > y; - A; ~ys - A
b Yy A= SR g ) A =
s — A - 3 1 A - 2 K3 K3
1 1
— D () =y (2:)?) Az = — > (ya(w:)? =y (22)?) A
24 Z; ' ' 2 [ (y2(x) — 1 (2)) da Z; ' '
T2
S (y2(2)? = y1 (2)?) d
1
T2
2 [(y2(2) —yi(2)) dx
1
T2
S (y2(2)? = yi (2)?) d
Formel: e Formule: Ys = o o
2 [(y2(2) =y (2)) do
1
Bsp.: e Exemple: Parabel e Parabole ) = 17
X) = 1- X

f($) =1- $2, I= [xl,xg] = [—1, 1]

(-2 -0 de
ys:_l 1
2 [((1—22)—0)dx

-1

(S0 V]

=0.4

Die Regeln von Guldin — Les régles de Guldin

1. Sei O die Oberfliche eines Rotationskorpers beziiglich der z—Achse und M, ein betrachtetes
Moment beziiglich dieser Achse. yg sei der Schwerpunktsabstand in y—Richtung. b sei die Linge
einer Kurve (Bogen).

e Soit O = surfache de révolution par rapport a l'axe x et M, un moment considéré par rapport d
cette aze. Soit ys la distance du centre de gravité dans la direction y. Soit b la longueur d’une courbe.

b

b

~ =[1+ 2dr = O—27r/f(x) (f'(z))?de=27-ys-b = O=27-ys-b
@ —

=dm

Ma:
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2. Sei weiter V' das Volumen eines Rotationskorpers und A die erzeugende Fliche.
e En outre, soit V = volume de révolution et A la surface génératrice.

b fbf(zw)'f(x)dx b
~ 271-A-ys=2m- <ff(x)dx) -“b—zﬂ-/f(ac)2 de=V = V=n-A-ys
¢ [ f(z)dx o e

Satz: e Théoréme: (Guldin)

Geg.: o Donné: Rotationskorper e Surface et volume de révolution

Beh.: e The.:
1. O=27-b-ys
2. V=rn-Ays
4.4.8 Tragheitsmoment — Moment d’inertie

Der Begriff — La notion

Sei o Soit v=w-R,
w = Winkelgeschwind. e vitesse angulaire
~» Drehbewegung e Rotation.

2 2 P2
Ek‘in(mi) = §mi v; = §miw Ri)

m = ZAmi,

ma2
1 1 1 1
Eyin = 3 Egin(m;) = Z§miw2R% = §w2 ZR%W — §w2 /R(m)2 dm = §w21
i i ;
my

m2
Definition: e Définition: I = [ R(m)*dm heisst Trégheitsmoment e s’appelle Moment
m1
d’inertie
d 7
Es gilt: o Il vaut: ﬁ =p(V) = dm=p(V)dV = I:/R(m(V))Qp(V) av

Vi

Bsp.: e Exemple: Profil: e Profile:

dV =d- f(z)-dz, f(z) =3, dz
x €]1,2], p=const., R=x

2
= I=p-d [32%dz=pd(8—1)="Tdp
1
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Bemerkung: e Remarque: Impuls: e Impulsion: p=m - v
Drehimpuls: e Moment cinétique (d “impulsion, angulaire):
L=Fxp=Fx(m-7)=m-(Fx?) =m-(Fx(FxF7)
=p V- (Fx(@xF), wlF = |Ll=m-|f?|d|

2

|G| =w=-const. = |[L|=L=m-12w:=1I w
——

I

Trigheitsmoment und Achsen — Le moment d’inertie par rapport aux axes

1. Sei die y—Achse die Drehachse einer flichenartigen Masse M der Dicke d, welche als Funktionsfliche
von f(z) iiber I, = [a, b] beschreibbar ist.
e Soit l'aze y identique avec 'axe de rotation de la masse M de l’épaisseur d qui est de la maniére
d’une surface, donnée par une fonction f(x) sur I, = [a, b].

b

b
N IyZAZxQdmza/xQ-f(x)-d-p(x)dx N Iyzd-/xQ-f(x)-p(x)dx

a

2. Sei die x—Achse die Drehachse einer flichenartigen Masse M der Dicke d, welche als Funktionsfléiche
von f(z) iiber I, = [a, b] beschreibbar ist.
e Soit l'axe x identique avec l’axe de rotation de la masse M de l’épaisseur d qui est de la maniére
d’une surface, donnée par une fonction f(x) sur I, = [a, b].

b b b
= dlxz/demz/yQ-d-p(x)dxdy = Ixzg-/yg-p(x)dxzg-/f(x)?’-p(x)dx

M a

3. Sei die z—Achse die Drehachse einer Masse M. r(m) sei der Abstand von dm zur z—Achse.
e Soit l’aze z identique a laxze de rotation de la masse M. Soit r(m) la distance de m a laze z.

= r(m)?=r? =2 442 L z/r(m)dm=/(Jc2+y2)dm=/x2dm+/y2dmzlx + 1,
M M M M
Definition: e Définition: I, und I, heissen auch axiale Trégheitsmomente.
I, heisst polares Trégheitsmoment.

o [, et I, s’appellent moments d’inertie axials, I. s’appelle
moment d’inertie polaire.

Satz: e Théoréme: Voraussetzungen wie oben. e Hypothéses voir ci—dessus.

b
Iy:d'/x2'f($)'p(x)dx, I, =

Der Satz von Steiner — Le théoréme de Steiner

Wir betrachten den Fall: e Considérons le cas: I,=d- [2?- f(z) - p(x)dx.
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Sei xg der Schwerpunktabstand der Masse M von der y—Achse.
e Soit xg la distance du centre de gravité de ’axe x.

Sei o Soit

r=utazs = f(2)= flutas)= filw), fiw) = file —as), ple) = plu+ws) = pi(u) == p = const.

= b—x,
= Iyzd-p-fbe-f(x)dxzd-p- fb(u—l—xs)Q-f(u—l—xs)d(u—i—xs):d-p- f (u+zs)? fi(u)du

up up up up
=d-p- [(WP+2uzs+ad) - filu)du=d-p- [ v? fi(u)du+2dzs-p- [ u-fi(u)du+d-z% p- [ fi(u)du

Uq Uq Uq Uq

uy

Nun ist aber u - fi(u) = Mt(u) = Moment beziiglich zs. Und [ u- fi(u)du = 0 ist der Grenzwert der
Ua

Momentensumme, welche wegen der Definition des Schwerpunktes (Gleichgewicht) null sein muss.

up

o Maintenant on sait que u- fi(u) = Mt(u) = moment par rapport a xs. Et [ u- fi(u)du =0 est la valeur
Uq

limite de la somme des moments, qui doit étre égal & zéro, car xg est le centre de gravité (équilibre).

Uup Up
= I, zd-p-/u2-fl(u)du—l—d-x?g-p-/fl(u)du
Ugq Uq
—_———
=I,, =A
S
Satz: e Théoréme: (von Steiner) I, =1, +d-z%-p-A

Dieser Satz gilt auch fiir die  und die z—Achse. Der Beweis sei dem Leser {iberlassen.
e (e théoréeme est aussi valable par rapport a l'axe x et l'axe z. La preuve soit laissée au lecteur.

4.4.9 Physikalische Anwendungen — Applications en physique

Ausdehnungsarbeit bei Gasen — Travail d’extension concernant les gazes

F-A-A
AW:F-AS:Tszp-AV
Va Va v
¢ 2 am( 2
W = /p(V) dv = | veeconst. /V dV =c-In(V)|, =c 1n(V1)
Vi Vi
Elektrische Leistung — Puissance électrique
ta
. aw
Es gilt: e Il vaut: P = - = U)-1(t) = W= [ U(t) I(t)dt
t1

Bsp.: e Exemple: U(t) = Uy cos(w-t), I(t) =1Iy-cos(w-t+ )
~ Uoly (2wt cos(p) +sin(2wt + p))
B 4w

= W +C
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Energie im Gravitationsfeld — Energie dans le champs de gravitation
M-m M- -m
F(r)=v-“ & AW =FAr=y- 2 Ar
M 1 1 11
" r o rLo T2

4.4.10 Die Bedeutung des arsinh — La signification de 1’arsinh

Bemerkung: e Remarque: arsinh heisst area sinus hyperbolicus.
e arsinh signifie area sinus hyperbolicus.

Es gilt: o Il vaut: y=\x"-1
y = sinh(t)
22 — 3% = cosh?(t) — sinh?(t) = 1 1o X
T x = cosh(t)
z(y) = V1+y? N x-yt=1

Yo
= Ay=2 (f V1+y?dy — %) = arsinh(y) = arsinh(sinh(t)) = t = arsinh(y)
0

Konsequenz: e Conséquence: Ay =t = arsinh(y)

arsinh(y) ist also ein Flicheninhalt (Area) an der Hyperbel.
e arsinh(y) est donc une surface (area) par rapport & Uhyperbole.

4.4.11 Die Gamma—Funktion — La fonction gamma

Die Eulersche Gamma—Funktion I'(z) bringt uns eine sinnvolle Verallgemeinerung der Fakultéiten
fir z € RT. Sie wird wie folgt definiert: e La Fonction gamma d’Euler I'(x) nous apporte une
généralisation (qui a un sens) des factorielles pour x € RY. On la définit comme il suit:

oo
Definition: e Définition: D(z):= [ett*"1dt, >0
0
Problem: e Probleme: Existiert dieses uneigentliche Integral iiberhaupt? e Est—ce que cette

intégrale impropre existe—t—elle enfin?

Nach Definition muss gelten: e Il vaut d’aprés la définition: t € (0,00), x>0

e+l 1
Sei @ Soitt>1V x>1~ et~ = s < e
1 k e’}
= I'(2) :=/e‘ttl'_ldt—l—/e_tt“'_ldt—i—/e‘tt“'_ldt
0 1 k

e~ tt*1dt ~ t € (0,1). Problem nur fiir e Probléme seulement pour x> 1, x—1>0

e tt*~1dt ~» Problemlos e Pas de probléme.

RS O =
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o o oo 1w 1 » ,
0< [ett® dt<ft—2dt=—¥|k = o~ existiert e existe (k> 1, t € (k,00))
k k

~> Es bleibt der Fall e Il reste le cas t € (0,1], x € (0,1)

1 1 . " 1 1
~ te(O 1] = e—t:—<—:1 = e 1"l < t*—lztl_x = pe0,1)
1 1 1
= / et 1dt</t gt = /l / =—t1 Pl = - 1-(-a) !
tp 1-(1—2) 0
. 0 . 0 0
= —t" [1) — ~ D(z) existiert fir > 0 o FExiste pour x > 0.
x x

~» Der zweite Teil des folgenden Satzes ist noch zu beweisen: e Il faut prouver encore la deuziéme
partie du théoreme suivant:

Satz: e Théoréme: a) I'(x) existiert fiir © > 0 e Existe pour x >0
byneN = T'(n)=(n—1)!

Wir beweisen b) mit vollstdndiger Induktion:
e Nous prouvons b) a l'aide de induction compléte:

Verankerung: e ’ancrer’> n=k=1:

1) = ?e‘ttl_ldt: ?e‘tdt: —it | =—( io 10) —~(0-1)=1=0! = I'(1)=0!
0 o e e e
Vererbung: e ’Conclusion de l’induction Vor.: e Hyp.: k) = (k—1)!
Beh.: e The.: Tk+1)=Fk!I=k-(E-1)!=Fk-T(k)
Beweis: e Preuve: Partielle Integration ooo Intégration partielle

[ee] o0 1 o
~ Dk+1)= [etttD-tat = [ et thdt = _Etk|0 — (—/e_tk:tk_ldt) =
0 0

0
o)

1 1
= lim — t* — e—oo’f+1<;/e—tt’f—ldt=0—1-o+k-r(k) = T(k+1) =k -T(k)
0
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4.4.12 Die Irrationalitit von pi'? — L’irrationalité de pi'?

a
Annahme: e Supposons que: w™ = 3 €Q, a,beN

Definition: e Définition: f(z) = 30(@7|x)
n

Grade > n e Polynome du degré 2n, tous les termes du degré > n.

~» Polynom vom Grade 2n, alle Terme vom

F(z) := f(z) = f'(x) + fO(a) — ...+ (=1)" fC (@) (P (2):
k—te Ableitung e k—éme dérivée)

~ Fl(z) = =(F(z) — f(2))

a
Betrachte: e Etudier: f(m) = f(}) = b b, — = =0

f(O)ZO"-(a—bO)" :0-(a)" —0

n! n!

> (a) f¥(z) enthilt Terme der Form e contient des termes de la forme x° - (a — bx)",
s+r+k=2-nfalls e sis+r=2n—%k>0, 2n >k (Produkteregel) e (régle du produit).

n!n!

> (b)2n=k~ fk(z)= const. = - cEl
> (c)2n<k~ fFx)=0€7Z
)5 (a— p(D)" ays . (q —a)"
> (a) ~ fk(ﬂ)sz(%):Zconst.(b) (n! (l/)) :Zconst.(b)(T):
ZZconst.(%i;.O:OEZ

~+ In allen Fallen: e Dans tous les cas:
fHm)eZ = F(r)= f(x) = f'(m) + fD(r) —. ..+ (-1)" fC)(n) € Z

0)°-(a—0(0))" 0
Ebenso: e De méme: f*(0) =Y const.( ) (a ; 0) = Z const.— = 0 in allen Fillen
n! n

e dans tous les cas = F(0) = f(0) — f7(0) 4+ f®(0) — ...+ (=1)" f(QT.L)(O) €Z~

Wichtig: e Important: (I) F(r) € Z, F(0)e Z

= —(F(z) — f(x))sin(z) + F(x)sin(x) = f(z)sin(x)

r d
= [ f(x)sin(z)de = [ —(F'(x)sin(z) — F(z) cos(x)) dx = (F'(z) sin(z) — F(z) cos(x)) |,
= (F'(m

12Nach Lindemann e D’aprés Lindemann, 1852 — 1939
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Andererseits: o D’autre part: x € (0,7) =

" (a—bx)* " (E—x)"- 0" " (m—x)" "
flay = 2 ; r_ b _ |) >0

(da alle Faktoren e comme tous les facteurs > 0)

~ 0< Siﬂ(.ﬁ) . f($) < f($) _ xn. (an|— b$)" - . (an|— b$)" W"T;!an

n! wichst stéirker als e croit plus que a™ und e et 7"

n n

= 0<sin(z) - f(z) < T <e fir o pourn> Ny

n!

~ (II) 0 < [sin(z)- f(z)dx < [edz=e-7 <1 fiir o pour n> Ny
0 0

Zusammen: o Ensemble: (1) F(r) € Z, F(0)€ Z, (II) 0 < [sin(x) - f(z)dr < 1
0

fir o pourn > Ny ~ Widerspruch! e Contradiction!

a s
~> Annahme: e Supposons que: m = — € Q, a,b € N muss falsch sein e doit étre fauz.

~ mZQ

Satz: e Théoréme: T Q

Bemerkung: e Remarque: Angeblich sind folgende Ndherungen von 7 verwendet worden:
e [l parait qu’on a utilisé les approximations suivantes de m:

1
1. Babylon: e Babylon: T3+ 3

2. Zeit von Platon: e Temps de Platon: TaV2EV3

22
3. Archimedes: o Archiméde: TR -

4. Altes Indien: e Indes, temps passé: T~ 3.1416

. 3%
~ 113

40
6. Jahr 1865: e Année 1865: TR 5 - 23 ~ 3.14153

Korollar: e Corollaire: Die Strecke 7 ist nicht mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Der
Kreis mit dem Radius 1 ist daher nicht mit Zirkel und Lineal in
ein flichengleiches Quadrat verwandelbar. Die Quadratur des
Kreises ist damit nicht moglich. e Le segment de droite a la
distance ®™ neu peut pas étre construit a l’aide du compas et la
regle. Un cercle de rayon 1 ne peut donc pas étre transformé en
un carré de la méme surface. La quadrature du cercle est donc
impossible.

5. Altes China: e Chine, temps passé: m

Zum Beweis: e Quant a la preuve:
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Eine Konstruktion mit Zirkel und Lineal kann man mit Hilfe von S#tzen wie jenem von Pythagoras
nachrechnen. Wenn die Strecke 7 mit Zirkel und Lineal konstruierbar wére, so konnte man die Strecke 7
aus der Strecke 1 mit Hilfe von Wurzelausdriicken berechnen. Dann wére 7 nicht transzendent.

e Une construction a la regle et au compas peut étre controllée par un calcul en utilisant des théorémes
comme celui de Pythagore. Si ’on pouvait construire la distance m par la régle et le compas, alors w
devait étre calculable a partir de 1 en wutilisant des expressions avec des racines. Puis m ne serait pas
transcendant.



Kapitel e Chapitre 5

Etwas Numerik — Un peu de
mathématique numérique

5.1 Algorithmen — Algorithmes

Begriff: e Notion: Unter einem Algorithmus verstehen wir heute eine Rechenvorschrift in folgen-
dem Sinne: Ein Algorithmus ist eine endliche Beschreibung eines endlichen Verfahrens zur Ermittlung
gesuchter aus gegebenen Werten. e Sous un algorithme nous comprenons aujourd’hui une prescription
de calcul dans le sens suivant: Un algorithme est une description finie d’une méthode finie pour trouver
des valeurs cherchées sur la base de valeurs données.

Der Begriff Algorithmus hat arabische Wurzeln. Es ist die lateinisierte Form des Namens ,, Alchwarizimi*
resp. nach einer anderen Quelle ,, Abu’Abdallah Muhammad ibn Nusa al-Huwarisimi al Magusi®, ca. 780—
850, Bibliothekar des Kalifen Almamun. Eines seiner Werke handelt iiber quadratische Gleichungen. Es
triagt den Titel ,Hisalgabr walmukabalah“. Daraus ist das Wort Algebra entstanden.

e La notion d’algorithme a des racines arabes. Elle est la forme latinisée de ,Alchwarizimi“ resp. selon
une autre source ,Abu’Abdallah Muhammad ibn Nusa al-Huwarisimi al Magusi®, ca. 780-850, biblio-
thécaire du calif Almamun. Une de ses oeuvres traite les équations quadratiques. Le titre est ,Hisalgabr
walmukabalah®. De la est déduit le mot algébre.

5.2 Iterative Losung von Gleichungssystemem — Solution de
systemes d’équation par itération

5.2.1 Ein Beispiel aus der Algebra: Das Verfahren von Gauss—Seidel — Un
exemple de I’algebre: La méthode de Gauss—Seidel

Problem: e Probléme: Ein lineares Gleichungssystem soll rasch ndherungsweise gelost werden. Idee:
Versuche eine Iteration. e Il faut tres vite résoudre un systeme d’équations linéaires approximativement.
Idée: Essaie une itération.

Bsp.: e Exemple: 6.25+ 2.08x9 — 1.44z3 = 2.59

17821 — 4.61[ 5 |+ 04405 = 5.22 ~ A
—1.36x1 + 0.9525 + 3.75 3.61

Die Koeffizienten in der Diagonalen sind hier dominant. (Matrizen, die nur in der Hauptdiagonalen oder
den Nebendiagonalen nichtverschwindende Koeffizienten haben, nennt man Bandmatrizen.) e Ici les

8
+
S
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coefficients dans la diagonale sont dominants. (Les matrices qui n’ont des éléments inégauz & zéro que
dans la diagonale principale ou dans les diagonales voisines s’appellent matrices bandes.)

Idee: e Idée: Berechne x1, x2, x3 in der Hauptdiagonalen und konstruiere damit eine Iteration:
e Calculer x1, 2, 3 dans la diagonale principale et construire a [’aide des équations qui en résultent une
itération:

1 1
ry = ﬁ(2.59 — 2.08z9 + 1.44x3) Tik+1 = ﬁ(2.59 — 2.0872,1 + 1-44333,k)
1 1
Ty = m(azz —1.78z —0.44x3) ~ To k1 = r16(5.22 — 1.78%1 j+1 — 0.44x3 1)
1 1
T3 = ﬁ(zx.m + 1.3621 — 0.9522 ) T3 pr1 = ﬁ(4.61 + 1.3621 k+1 — 0.9522 k41)

Bei der Iteration wird durch die grossen Zahlen der Hauptdiagonalen dividiert, was dafiir sorgt, dass das
Resultat nicht ‘explodiert’. e A [’itération on divise par les grands nombres de la diagonale principale.
Par conséquent le résultat ‘n’éclate pas’.

Start: Setze z.B.: o Valeurs initiales: Mettre p.ex.: x29 =0, x30 = 0.

Nach 12 Schritten hat man hier das Resultat auf 6 Stellen genau: e Aprés 12 étapes d’itération on a ici
le résultat exacte a 6 places:

21,12 ~ 0.336807, w212 >~ 0.994393, w312 ~ 1.09957

Es sei dem Leser iiberlassen, das Verfahren allgemein in die Matrixsprache zu iibersetzen und die Kon-
vergenzbedingungen zu studieren. (In der Praxis zeigt meist die Rechnung und eine Uberpriifung des
Resultates sehr schnell, ob Konvergenz vorliegt.) e Il est maintenant le devoir du lecteur de traduire
cette méthode en language matriciel. (En pratique le calcul et la vérification du résultat montre presque
toujours trés vite si l’'on a la convergence.)

5.3 Nullstellenapproximation — Approximation de zéros

5.3.1 Intervalleingrenzung (Intervallschachtelung, Gabelverfahren) — Em-
boitement d’intervalle
Problem: e Probléme: Nullstellen von Funktionen lassen sich nicht immer direkt berechnen. Man

muss sich dann mit Approximationsmethoden begniigen. e On ne peut pas toujours calculer directe-
ment les zéros de fonctions données. Alors il faut se débrouiller avec des méthodes d’approximation.

Bsp.: e Exemple: f(z)=sin(z In(x)+1)—xIn(z)=0, =7

Ohne viel Mathematik kann man die folgende Mehtode probieren: e Sans connaitre la mathématique on
peut essayer la méthode suivante:

Algorithmus: e Algorithme:

Waéhle verniinftig e Choisir de facon
raisonnable
21,22 mit e avec f(x1) - f(xa) <0

A |

T+ T2

Test o Test: f(x1)- f(x2) <00k ~ 3=

T+ T3

Test o Test: f(x1)- f(z3) <00k .~ z4=
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T3+ X2

flx3) - f(z2) <00k .~ x4 = ~ f(xg) =...us.w e ctc..

~»  Die Intervalle halbieren sich, die Nullstelle wird eingeschachtelt. (Nicht sehr effizient, da man immer
testen muss.) e Les intervalles se divisent en deuz, le zéro est emboité. (Pas trés efficace parce qu’il faut
toujours faire le test.)

Fehlerabschitzung: e Quant a l’estiamtion de 1’erreur:

Formel: e Formule:

Tk + Thy1

Sei e Soit f(xQ)ZO, f(xk)<05 f(xk'-‘rl) >0) my = 9

= |x0 —mk-| < |xk. —xk.+1|

5.3.2 Tangentenmethode (Newton-Raphson—Verfahren) — Méthode de la
tangente (Méthode de Newton—Raphson)

Sei o Soit f € DY(I), xo,Tp,Tpni1 €1

Af(x) P
Idee: e Idée: Berechne in z, die Tan- f(x) -
gente an die Kurve ~ x,41 = t,, N a, ndher n
bei Nullstelle zg als x,,. Starte mit n =1, z; X X =72
verniinftig gewéhlt. °L >
e Calcule la tangente a la courbe a x, ~~ //')'(mz Xper X, X
Tpt1 = tn Nay est plus proche de xg que x,. f t(X) t,.(x)
Commence avec n = 1 choisir x1 raisonnable-
ment.

f'n(x) =an-T+ bn -
= f/(xn) - T+ bna f'n(xn) = f(xn)

= f(xn) = fl(xn) Ty + by = by = f(xn) - fl(xn) “Tpn = tn(x) = fl(xn) - X +f(xn) - fl(xn) " Tn
= fl(xn) ) (x —Tn) + f(xn)
fl(xn) *Tn _f(xn)

f'(wn)

Damit lsst sich eine Iteration® machen. Damit auf dem Rechner das Verfahren einmal abbricht, braucht
es eine Abbruchbedingung, z.B. |z, — 21| < 107, k fix.

o Avec cette formule on peut faire une itération®. Pour que le processus a l'ordinateur s’arréte une fois,
il faut une condition d’interruption, p.ex. |, — z,11| < 107%, k fiz.

NS'Z xpq1 tn(xn+1) =0= fl(xn) : (xn—i-l — ) + f(xn) = Tp41 =

Algorithmus: e Algorithme: Start: Wihle 21 e Départ: Choisir z1

Formel: e Formule: Tteration e [tération
a4 x = =X —
s fl(xn) " fl(xn)

Abbruchbedingung e Condition d’interruption ~» wahlen e choisir

Achtung: e Attention: Die Methode funktioniert nicht immer (Bedingungen vgl. Skizzen).
Es kann passieren, dass x,, mit n von der Nullstelle xy weglduft. Es kann aber auch sein, dass eine

9 Iteration“, v.lat. Wiederholung im Gegensatz zu , Rekursion®, v.lat. zuriickgehend (bis zu bekannten Werten.
e ‘Itération’, de lat. répétition par contre & ‘récursion’, de lat. aller en arriére (jusqu’auz valeurs connues.)
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Abbruchbedingung erfiillt ist, obwohl nur beinahe, aber nicht wirklich eine Nullstelle existiert.

e La méthode ne fonctionne pas toujours (conditions voir esquisse). Il peut arriver que x,, s’éloigne avec
n du zéro xo. Mais il peut aussi arriver que la condition d’inerruption soit satisfaite bien que en fait il
n’existe pas de vrai zéro, mais seulement un zéro approximatif.

Bemerkung: e Remarque:

Zur Newton—Approximation mit mehreren Variablen vgl. Seite 280.
e Quant a l’approziamtion de Newton avec plusieurs variables voir page 280.

Fehlerabschitzung: e Quant a l’estiamtion de 1’erreur:

Formel: e Formule: Sei e Soit

2/(@) a,bel, feDP(a,b]), m:= max |f"()|(<] f(a) )

fl@o) =0, ar:=a, bi=a— 7, =) (b—a)

_ 2
N |xk+1_x0|§m.w

CRRRTIE (k=2,3,4,..)

5.3.3 Eine Anwendung — Une application

Approximation des Divisionsresultats nur mit Addition, Subtraktion und Multiplikation:
e Approximation du résultat de la division seulement avec l’addition, la subtraction et la multiplication:

1 1 1 1
Sei o Soit: x=—~ q=—, g——=0~ x=NSZ von e de f(z)=q— —
q T T €T

Start e Départ: x, wahlen e choisir zi.

Tteration e Itération:

f(xn)_ q_% o q_%
T 1N, = Tn — 72

TP T g =1Ly

LTn+1 = Tn = 2%y —Q'302 :x'rL(Q_q'x)

le=an,

5.3.4 Sekantenmethode (Regula falsi, Sehnenverfahren) — Méthode de la
sécante (lat. regula falsi, méthode de la corde)

Bei dieser Methode wird keine Differentialrechnung verwendet. f muss nur stetig sein, differenzierbar

wird nicht gebraucht. e A cette méthode le calcul différentiel n’est pas utilisé. f doit étre continue,
dérivable n’est pas utilisée.

Algorithmus: e Algorithme:
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Waihle verniinftig: e Choisir de facon
raisonnable:

I =[xy, ®2] = [21,1, 22,1

mit e avec xg € [x1, 23,

f(z1) - f(z2) <O

~ Pr= (21, f(z1)), P = (22, f(22))
Sekante e Sécante Py Py, x3 = PiP>Nay

Test o Test: xg € [x1,z3] (f(x1) - f(x3) <0) ~ o.k.

Test o Test: xo € [z1,x3] (f(x1)- f(z3) <0) ~ ok., Is =[r1,x3] := [x1,2, T2,2] sonst e sinon:
o € [$3,$2] (f(xg) . f(xg) < 0) ~ O.k, IQ = [$3,$2] = [$172,$27Q]

Verfahre mit I genauso e La méme procédure pour Is
~r T4 USW @ elc. ~> Tpyr € Iy 1= 21,0, T2 n]

~» Ahnliche Dreiecke, z.B.: o Triangles sem-
blables, p.ex.:

A(xn—la O)a (xn—la f(xn—l)); (xn—i-l; 0)

~ A(xna 0)) (xna f(xn)); (xn—i-la 0)
- Tn —Tp+l  Tp4l — Tn-1

f(xn) B _f(xn—l)

~r f(xn—l) “Tp — f(xn—l) *Tp4l = f(xn) *Tp-1— f(xn) " T+l

= Tp4l- (f(xn) - f(xn—l)) = f(xn) *Tp-1— f(xn—l) " Ty

f(@n) T — f(@n-1) -y
f(xn) - f(xn—l)

Formel: e Formule: Tpt1 =

Fehlerabschitzung: e Quant a l’estiamtion de 1’erreur:

Formel: e Formule: Sei o Soit

f(x0) =0, Iy = [wp-1,2x], f € DD (L), E€ L~ (F(€) #0, §€ L)
far—1) - flae) - f7()
2(£7(6))?

5.3.5 Fixpunktmethode — Méthode du point fixe

Zur Theorie — Quant a la théorie

= |xk+1 — x0| =

Betrachte f iiber I. e On considere f sur I.
Problem: e Probleme: f(z)=0, z=7? Sei o Soit p(z):= f(z)+=x
f)=0 < p(z) = f(z) + x =2 ~ Lose: o Résoudre: p(z) =z

Idee: e Idée: Oft ist es moglich, sich lings einer Spirale (vgl. Skizze) dem Schnittpunkt der Geraden
g(x) = x und des Graphen von @(z) zu nidhern. e Souvent il est possible de s’approcher au point
d’intersection de la droite g(x) = x et du graphe de p(x) le long d’une spirale (voir esquisse).
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7

p(z) = 2”7 heisst Fixpunktgleichung. xg heisst Fixpunkt,
wenn z die Fixpunktgleichung erfiillt.

e "p(x) = x7 s’appelle équation du point fixe. zo s’appelle
point fixe, si zg satisfait [’équation du point fixe.

Definition: e Définition:

Algorithmus: e Algorithme:
Start: e Départ:

Af P 1
Wihle e Choisir z1 € T y=x EI
Iteration: e [tération: xo = p(x1) e

~ w3 = @(x2) = p((x1)) ~ T4 = P(13) f
= p(p(p(x1))) ws.w e etc..

=¥

Achtung: e Attention: Man sieht sofort (Skizze), dass das Verfahren nur konvergiert, wenn in 7
gilt: & On voit tout de suite (voir esquisse), qu’on n’a la convergence que pour |¢'(x)| < 1.

Bei Divergenz kann man die Sache oft retten,
indem man ! benutzt. Es gilt dann:
e Sl y a la divergence on peut sauver la chose
souvent en utilisant @ ~1'. Alors il vaut:

dfz)™t 1
T Fligm Y S
dz |,_;10
cos(x)

, ©1 =0.5, x93 =p(x1),
Nach 6 Schritten hat man x ~ 0.316751 (6 Stellen exakt). o Aprés 6 étapes on a x ~ 0.316751 (6 places
exactes).

Bsp.: e Exemple: ¢(z) =

Fehlerabschitzung: e Quant a l’estiamtion de 1’erreur:

Formel: e Formule: Sei o Soit

f(xo) =0, p(wo) = wo, Ix = [xp—1,2%], L € (0,1), |o(@ps1) —@(xr)] < L+ |Tpy1 — 2r|, Tpy1, 20 €
I (~ |p(wy)| < L)

= | <2 <2 , k=1,2,3
Tk+1 xO_l_ka‘-‘rl xk‘_l_LxQ T1f, — Ly 4y 9.

Spezialfall (speziell fiir |f/(z)| < ¢ < 1): e Cas spécial (spécialement pour |f'(z)] < ¢ < 1):
~» Banachscher Fixpunktsatz: e Théoréme de Banach du point fix:

Sei o Soit wni1 = f(zn) A [Tnt1 = Tmia| = [f(@n) = flam)| < ¢ on — 2
= |xn+k _xm—i-kl < qk : |xn _xml — 0, k— oo

Anwendung auf Folgen — Application pour des suites

Bsp.: e Exemple:
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3.
4.242640687119286
5.402200124400574
6.294426194626891
6.902886045100413
7.288756711943657
7.52321808852388
7.662177418770393
7.743358235864691
7.790393066000085
7.817514796532257
7.833111333869212
7.842066182124639
7.847203045615791
7.850148241309977
7.851836356661401
7.852803780176391
7.853358136592748
7.853675778215875
7.85385777843875
7.853962057837354
7.854021805453318
7.854056038065927
7.854075651697871
7.854086889338623
7.854093327943564
7.854097016939126
7.854099130546554
7.854100341536196
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Bsp.: e Exemple:

Wir studieren das Problem der Berechnung der Quadratwurzel:
e Nous étudions le probléeme du calcul de la racine carré:

i~}

Va=z=7~a=2

-(x-i—%)

1
~ 222 =224+ 22 =224a~ 2x=x+g(x7é0)«» T=3
T

~» Gleichung mit Fixpunkt . e Fquation avec point fize x.

Falls also der Fixpunkt ein , Attraktionspunkt“ fiir das folgende Verfahren ist, konnen wir auf der Glei-
chung eine Iterration aufbauen. Dass das Verfahren konvergiert, muss dabei erst noch bewiesen werden
(Ubung, Euler).

e Si le point fixe est un “point d’attraction” pour la méthode suivant, nous pouvons baser une itération
sur cette équation. Mais il faut encore prouver que la méthode converge (exercice, Euler).

'(xn“‘i)

Tn

|~

r1 = Startwert e Valeur initiale, Tyl =
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Bsp.: e Exemple: V2 =7 x1 =15
1 1.5
2 1.41667
3 1.41422
4 1.41421
5 1.41421

5.3.6 Korrigierte Fixpunktmethode — Méthode corrigée du point fixe
Methode — Méthode

Sei f(zg) = 0. Dann gilt:
e Soit f(xzg) =0. Alors il vaut: ‘ f f(x)

f(xo) = —f(xo) =k - f(xo)
Sei k- f(x) = h(x). Dann gilt:

e Soit k- f(x) = h(x). Alors il vaut: xg >X

h'(x) = (k- f@)) = k- f'(x) _§(x) K f(x)

~ h'(zo) = k- f'(20)

Konsequenz: e Conséquence: Multipliziert man die Funktion f mit einer geeigneter Konstante k,
so kann man es erreichen, dass die Ableitung in der Nullstelle 2y negativ und betragsmaéssig keiner als 1
wird. Unter dieser Voraussetzung funktioniert die Fixpunktmethode?®.

e Si on multiplie la fonction f avec une constante convenable k, ainsi on peut atteindre que, dans la
place zéro de f, la dérivé devient négative et la pente a une valeur absolue < 1. Sous cette condition, la

méthode de point fize fonctionne®*.

Bsp.: e Exemple: 2=1z=7~> Esist: e Il vaut: 2> =2

= 22-2=0= k- (22-2)=0 = fx)=k- (22 -2)+z=12

Resultate der Iterationen: e Résultats des itérations:

24Der Autor konnte bisher nicht erfahren, ob die hier dargestellte Methode in der Literatur bereits unter einem speziellen
Namen bekannt ist. Das hier verwendete Konzept ist so fiir die Vorlesung konstruiert worden. e Jusqu’a maintenant,
Uauteur n’a pas pu s’informer si la méthode représentée ici est déja connue dans la littérature sous un nom spécial. Le
programme appliqué ici a €té construit ainsi pour le cours donné aux étudiants.
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x0=2, k=-05 x0=2, k=1 x0 =2, k= —0.353607
1 1.19279 x 1020743 1 2 1 1.41421
2 1.42275 x 1041486 2 1.0 2 1.41421
3 2.02424 x 1082972 3 15 3 1.41421
4 4.09756 x 10165944 4 1.375 4 1.41421
5  1.67900 x 10331889 5 1.4296875 5 1.41421
6  2.81905 x 10663778 6 1.407684326171875 6 1.41421
7 7.94709 x 101327556 7 1.4168967450968921 7 1.41421
8  6.31563 x 102655113 8  1.4130985519638084 8 1.41421
9  3.98872 x 107310227 0  1.4146747931827024 0 1.41421
10 1.59099 x 1010620455 10 1.4140224079494415 10 1.41421
11 2.53125 x 1021240910 11 1.4142927228578732 11 1.41421
12 6.40725 x 1042481820 12 1.4141807698935047 12 1.41421
13 4.10528 x 1084963641 13 1.4142271449252117 13 1.41421
14 1.68533 x 10169927283 14 1.4142079362035538 14 1.41421
15 2.84036 x 10339854566 15 1.4142158927929964 15 1.41421
16  Overflow 16 1.4142125970788504 16 1.41421

Beispiel — Exemple

Geg.: e Donné:
Funkionenschar e Ensemble de fonctions
f(z,a) =sin(z) —ax + "

Ges.: e Trouver:
Funktion aus der Schar, welche die positive

x—Achse beriihrt. e La fonction de l’ensemble 4
qui touche l’axe—x positive.

Bsp.: e Exemple: a=1und e eta=3: 50
i 40
30
20
10

-1608-6-4-2 2 4 -108-6-4-2 " 2 4

Bedingung: Bei der gesuchten Funktion muss im Berithrungspunkt z¢ f(z¢,a) = 0 und f.(x¢,a) = 0
gelten.

e Condition: Pour la fonction qu’on cherche, il vaut f(xo,a) =0 et fi(xg,a) =0 dans le point zéro xy.
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~ sin(z)—ax+e® =0 A cos(x)—a+e* =0

= h(z) = sin(x) — (cos(z) + e")x + e =0 5
0 6 N7 N2 4

Wir suchen die Nullstelle dieser Funktion. / -5
e On aimerait connaitre la place zéro de cette 10

fonction.
-15
Schitzung: e On estime: -20
-25

~ 1.2

o -30

2
~ ¢'(1.2) ~ —1.86569
15
Nachstehend sehen wir die Graphen von ¢(x) 1
und ¢'(x).
o (li—dessous mous voyons les graphiques de 0.5
o(x) et de p'(x).
05 11 2
-0.5

.j_i/.ﬂ -6 M.s -1;1 - -U o 5 ;
-5

-10
-15 -10
-20 -15
-25

-20
-30

Es sollte sein: e On aimerait avoir:

hi(x) = k-(sin(x)—(cos(x)+e”) x4+€*) =0 = ¢r(x) = hi(x)+z = k-(sin(z)—(cos(z)+e*) x+e* )4z = x

~ (pr)h(z) = (k- (sin(x) — (cos(x) + e*)z+e")+2) =0 = 1—k-z (e’ —sin(z)) =0,

2o~ 1.2 = k=~0.348956 = ¢, (z) = 0.348956 - (sin(x) — (cos(z) + ")z +€*) +
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Iteration: e [tération:

1.2
1.141789
1.138402
1.138005
1.137956 0.09
1.137951
1.137950
1.137950 -0.09

0O ~J O UL W N+

(Korrigierte Fixpunktmethode)
e (Méthode corrigée du point fize) -0.15

5.3.7 Fixpunktmethode fiir Systeme — Méthode du point fixe pour systemes

Die Fixpunktmethode ist dusserst einfach programmierbar. Dazu kann man sie auch auf Systeme
ausdehnen. e La méthode du point fize est trés facilement programmable. Et on peut aussi [’appliquer
pour des systémes.

~> Bsp.: e Exemple:

z = f(z,y) (z,y) € D, z = sin(z+y)

= g(z.y) [fel <L 1fyl <1 gl <1, y = cos(z—y)
lgyl < 1in e dans D

(x1,22) = (0,0) = ... = (x7,27) ~ (0.935,0.998) exakte Stellen e places exactes

5.4 Interpolationspolynome — Polynomes d’interpolation

5.4.1 Probleme — Problémes

Wir konnen grob folgende Problemstellungen unterscheiden:
o Approzximativement, nous pouvons distinguer les problémes suivants:

1. Modelierung von Kurven durch gegebene Punkte, z.B. bei Computergraphik. ~» Interpolation in
[0, Tp].
o Trouver des courbes qui passent par des points donnés, par exemple pour des graphiques par
ordinateur. ~» Interpolation dans [zg, ).

2. Extrapolation (Fortsetzung von Kurven ausserhalb von [zg, 25)]).
o Extrapolation (continuer des courbes a lextérieur de [xo, xy]).

3. Kurve durch einen Punkt bei gegebenen Ableitungen.
e Courbe par un point avec des dérivées données.

5.4.2 Begriff — Notion

Geg.: e Donné:

Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte oder n + 1 gewéhlte Stiitzpunkte auf einem Graphen. e Courbe de
points de mesure, n+ 1 points de mesure ou points spécialement choisis dans un graphe (points d’appus).



170KAPITEL ¢ CHAPITRE 5. ETWAS NUMERIK — UN PEU DE MATHEMATIQUE NUMERIQUE

Wihle Polynom vom Grade n: e Choisir un polynéme du degré n:
Pn(T) = apa™ + ap_12" 1 + ..+ a12 + ag

~»  n+ 1 unbekannte Koeffizienten a;, n + 1 Gleichungen p(z;) = y; (zu Punkt (z;,y;))
e n+ 1 coefficients inconnus a;, n+ 1 équations p(x;) = y; (pour point (x;,y;)).

~> System: e Systéme: Das System ist fiir die Koeffizienten eindeutig
losbar < Determinante # 0
anry + an_lxg_l +...taixo+a = Yo e Le systéme a une solution univoque <
déterminant # 0:
: zf ... ozd=1
an, + an_1xz_1 +...taxpta = yYn D=|: : 40
zn o 2l =1

D ist eine Vandermond—-Determinante. Da fiir x; # x; (i # j) alle Spalten linear unabhéngig sind, ist
eine solche Determinante # 0. e D est un déterminant de Vandermond. Comme pour x; # x; (x # j)
toutes les colonnes sont linéairement indépendantes, un tel déterminant est # 0.

Konsequenz: e Conséquence: Durch n + 1 verschiedene Stiitzpunkte lédsst sich genau eine Poly-
nomkurve vom Grade < n legen. ~ Interpolationspolynom e A travers n + 1 points différents on
peut trouver exactement une courbe polynomiale du degré < n. ~ Polynéme d’interpolation

5.4.3 Zum Hornerschema — Quant au schéma de Horner

Problem: Finde eine Funktion f durch einen gegebenen Punkt bei gegebenen Ableitungen.

Idee: Verwende einen Potenzreihenansatz. Falls f ein Polynom vom Grade n ist, so bricht die
Potenzreihe ab. Die Losung ist ebenfalls ein Polynom vom Grade n, darstellbar nach ,,Horner “. Die
gesuchten Koeffizienten lassen sich mit dem uralten ,, Vonhandrechner*(!) mit Hilfe der Verwendung einer
Tabellenschreibweise nach Horner bestimmen (vgl. mathematische Literatur, Formeln und Tafeln.)

e Probleme: Trouver une fonction f dont les fonctions dérivées soient données et dont le graphe passe
par un point aussi donneé.

Idée: Utiliser des séries de puissances. Si f est un polynome du degré n, la série de puissances est
coupée. La solution est aussi un polynome du degré n qu’on peut représenter d’apres "Horner”. On peut
calculer les coefficients qu’il faut trouver par la vieille méthode de ”calculer a la main”(!) en utilisant une
fagcon d’écrire a Uaide d’un tableau d’aprés Horner (voir literature mathématique, formules et tableaux.)

f(x) :ki%-(x—xo)k: %u-m%%-(x—x0)1+%-(x—xo)2+...
e zé%-(x—xo)k:%-(x—xo)oﬁ-%-(x—xo)l—i—%-(x—xoy—i-...

:((...((%-(Jc—xo)—i—%)-(x—xo)-i-...)—i-%)-(x—xo)ﬁ-%
5.4.4 Darstellung von Lagrange — Représentation de Lagrange

Idee von Lagrange'’: e Idée de Lagrange!?:

10 agrange 1736 — 1813
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Geg.: e Donné:

n + 1 freie Stiitzstellen e points d’appui libres (z;/y;), i =0,1,...,n, x; # x; (i # j).
Bilde damit : e Construire avec ces points:

o @emg)- () (@) (@ @) e (T T) o perad (L) = n

b= (@i —20) - (T — 21) - (%1 — Ti1) - (T — Tig1) oo (g —wn) 1O d(Li)
ZT; X Li(xj) =0 = i'Li $) — 0 L=Tj
7& - Li(xi) =1 Y ( { Yi T=T

~> Symbol: e Symbole: (Kronecker) L;(z;) =0;; < Li(z;) =0, L;j(x;) =1
~ Poop(x) =30 o vi - Li(z) exfiillt o satisfait P, (z;) = y; und besitzt e et posséde PGrad = n.

Formel: e Formule: Interpolationspolynom e Polynome d’interpolation

L () Zyz Li(x), Li(x;) = 6;;, pgrad(L; =n)

~ e1ndeut1g ® unvoque

5.4.5 Abschitzung und Runge—Effekt — Estimation et effect de Runge

Sei o Soit f € D"Hq,b],
p(z) Lagrange—Polynom: e polynéme de Lagrange: f(x;) =y, a =z, ...,b=1x,

f("+1) n

~ Yaglap] Jeelap) @ (@) = f(x) —p(r) = 1) H T —x;) Begriindung: e Vérification:

Or=x; = flx;))=yi=p:), v—2;,=0 = h(z;) =0~ ©

@ h(x’t) :f(x’t) _p(x’t) =Yi —Yi :Oa izoala"'an
= h(x;) hat mindestens n Nullstellen e h(x;) a au moins n zéros
~ h(z)=(r—x9) - (x—21) - (x—21) - ..- (x — ) - g(2)
@ x#x;: Sei o Soit ' fix e fize
(n+1) n
Sei e Soit F(z):= f(z) —p(z)—g(a’) - f(nTl()g') H(Jc —x;)
SO
(n+1)!

f(n+1)

n
(n+1)! 1;[ B

(n+1) n
fa") —p(a') — g(z') - f(nTl()g') H(x' —x;) = f(2') — h(z') = 0 ~ F(x) hat mindestens n + 2
T =0

Nullstellen e F(x) a au moins n + 2 zéros

o Mit f und p ist F € D"tV[a,b] e Avec f et p € D" V[a,b] il vaut aussi F € D™V [a, b]
~ Rolle: Jeciap) @ FOHI(E) =0 A p(*D(z) =0 (Polynom) e (polynéme)

Es gilt: o Il vaut: F D (z) = fO+D(2) — g(a') - (n + 1)!

= FUHD(E) =0 = fH(g) — g(a) - (n+ D! = g(a') =

~ F(x;) = f(xi)—p(wi)—g(z;)-

AR (3)
(n+1)! ©
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f e DD a,b],
p(x) Lagrange-Polynom: e polynome de Lagrange:

f(xi):yia a==x9, -..,b=1uy,
Beh.: o The.:
(n+1) n
maxeefa,y |f" (6]
z)—plz) < T —X;
160 (o) < L [T )
_ U

@) =2 = T M=
Problem: e Probléeme:
Der Teil g(z) := [](x — x;) ist ein Polynom, dessen Graph oszillieren kann. |g(z)| kann mit grossen x

i=0

sehr gross werden!
n

o Le part q(x) := [[(x — x;) est un polynéme dont le graphe peut osciller. |q(x)| peut atteindre des
i=0

valeurs trés grandes si x atteind des valeurs trés grandes!

Bsp.: e Exemple: Runge, 1901

1

= € [-5,5] —5+10‘0<'<
e b = n o= t=n

f(x)

~» Gewihlte Punkte auf dem Graphen von f mit Graphen der Interpolationspolynome vom Grade 2, 4,
8, 16. e Points choisis sur la courbe de f avec polynomes d’interpolation du degré 2, 4, 8, 16.




5.4. INTERPOLATIONSPOLYNOME — POLYNOMES D’INTERPOLATION 173

5.4.6 Darstellung von Newton — Représentation de Newton

Ansatz: e Mise en position (disposition):
Pon(x):=co+car(x—mzo)+ca(z—xo)(x—a1)+...+cn(x—20) ... (T — Tp—1)

P, n(z;) = y; ~ Unbekannte Koeflizienten ¢ berechenbar e On peut calculer les coefficients inconnus
Tk. ...~

Berechnung der ¢;: e Calculer les ¢;:

Yo = Pu,n(20) =co = co =1%o
(2o steckt in jedem Faktor. e xg apparait dans chaque facteur.)

yi =Py n(z1)=co+c1(z1—x0) =yo+c1(x1 —xo) = 1=

y2 = Py n(x2) = co +c1 (1 — x0) + 2 (21 — 20) (X2 — 1) Us.W @ etc.

~> Bessere Methode, wenn mal neue Punkte dazukommen! e C’est une meilleure méthode si une fois
des nouveauz points sont ajoutés!

Fehlerabschitzung bei Approximation einer gegebenen Funktion f durch ein Interpollationspolynom
p:

e Quant a ’estiamtion de D’erreur lors de l'approximation d’une fonction donnée f par un polynome
d’interpolation p:

Formel: e Formule:

Sei e Soit f e D"NI), {xo,x1,...,2n} CI, yi = f(x;) i =0...,n), v € = f(z)—plx)=
1

7(71—1— 01 (=) (w—21) .. (=) fMTHE), €=E(), € € [Min(zg,z), Max(zo, z)]

5.4.7 Zum Aitken—Neville-Algorithmus — Quant a I’algorithme de Aitken—
Neville

Fiir algorithmische Berechnungen kann man mit den folgenden (Q—Termen arbeiten:
e Pour des calculs a ’aide d’un algorithme on peut travailler avec les termes @ suivants:

Definition: e Définition:

Qr(z) :==co+ 1 (x1 — o) + 2 (1 — o) (22 — 1) + ...+ ¢k H (x — ;)

Konsequenz: e Conséquence:

L Qri1(z) = Qr(z) + ekt [ (v —m)

0<i<k+1
2. Qn_l(x) = Pn7N($)

3. Qr—1(zx) = Pp n(Tk) = Yk
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Nachfolgend ist eine darstellerische Idee zur Berechnung der c¢; angegeben.
e En ce qui suit on voit une maniére de noter pour calculer les cj.

Notation: e Notation: ek = flxo, x1,. .., 2k
zy heisst k—te dividierende Differenz. e x; s’appelle la k—iéme différence divisante.

Zo Yo = Co

AN
Y1 — Yo
T —
r1 — o
/ N
o Y2 —Y Y1 — Yo
r1 02:y2_y0_m'(x2_x0):$2—300 T1— T
(302 - 300) (302 - 301) T2 — T1
N /
Y2 — Y1
Xo — I
/ N
T2 Y2
AN
—yo — L= (g — —co—c1 - (x0 —
Bemerkung: e Remarque: co = Y2 = Y0 = oy=ay (%2 = 20) S (w2 — o)
(302 - 300) (302 - 301) (302 - 300) (302 - 301)

Schreibweise nach Horner: e Notation & la maniére de Horner:
p(JJ) =co+ (33 _330) (Cl + (33 — .131) (CQ +.. ))

Die Methode zur Berechnung der ¢ kann auch zur Berechnung des Interpolationspolynoms verwendet
werden (Aitken-Neville, Anwendung fiir Extrapolationen!). Hier eine Beispiel-Skizze:

e On pout utiliser la maniére de calculer les ci aussi pour calculer le polynéme d “interpolation (Aitken-
Newille, application pour extrapolations). Voila une esquisse (exemple)

20=0 Py=y=1

xlzl Plzylz

NSNS
A

x2:2 P2:y2:3

(x—ax0)-PA—(x—2x1)- Py (z—=0)-0—(z—1)-1

Dabei ist: e On en a: Pyy = = =—x+1
T1— o 1-0
P — (x—21) - Po—(x—22) - Py _ (x—1)-3—(x—2)-1 _3:_3
To — T 2-1
(x —x0) - P1a— (x —2x2) - Po1 (x=0)-Bzx—=3)—(r—2) - (—z+1)

P, = = _
o1z To — XT0 2—-0
322 -3zx4+22—-3x+2 _4302—630—1—2

2 2

=222 -3x+1



5.4. INTERPOLATIONSPOLYNOME — POLYNOMES D’INTERPOLATION 175

Achtung: e Attention:

4

Plig(z) =42—-3=0

= 7= 1 # 1 ~ Minimum 3
2

N

A

0.5 — 1 1.5 2

Allgemeine Formel (vgl. Lit.): e Formule générale (voir lit.:)

Formel: e Formule: Sei o Soit S ={ig,é1,...,ix} C{0,1,...,n}
(Indexmenge, paarweise verschieden) e (Ensemble des indices, différents
par paires)
k + 1 Stiitzstellen: e k + 1 points donnés: (x;,y;), i € S

~ If=uyx, k=0,1,...,n
~ I . (%) = Interpolationspolynom zu den k + 1 Stiitzstellen
2 x) = polynéme d “interpolation pour les k+1 points donnés

~> Rekursionsformel: e Formule de récurrence:

I,L-*O " (x) _ (x - xi()) I;Kl,iQ,...,’i;c (x) - (x - xik) Ifg,il,...,ik,1 (x)
e Lip, — Tig
5.4.8 Hermite—Interpolation, Splines — Interpolation d’apres Hermite,

splines
Problem — Probléme

Problem: e Probléme:

Geg.: o Donné: Stiitzunkte und Richtung der Kurve in den Punkten (Linienelement) (z, yx, ,)-
e Points et direction de la courbe dans les points (élément de ligne) (zk, Yi, Vy,)-

Ges.: o Trouver: Kurve(n) e Courbe(s)

Beispiel solcher Linienelemente (hier Darstel-

lung mit Pfeilen) . : : : : : : : : VAL

e Ezemple d’éléments de ligne (ici NN i \\: i i

représentation o laide des fleches) R T T
T T N N N N '
e T N S S
~~~~~~~~ L N A
yyyyyyyy v v ¢« 4 i
B O P A A A
P N 2 AP A A A [
v o v A AN A A f T
¢ ¢ ¢ 0 2 A S] PN, f T
¢ ¢ ¢ 4 A A SS P f f
PR A Frt f T
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Hermite—Polynome — Polynéme de Hermite

Wir studieren hier nur einen Spezialfall fiir das Intervall T = [0, 1] und zwei gegebenen Linienelementen
an den Intervallenden.

e Ici nous n'étudions qu’un cas spécial pour lintervalle I = [0, 1] et deux éléments de ligne aux extrémités
de l'intervalle.

~» Gesucht ist daher ein Polynom p(x) mit: e Il faut donc trouver un polynéme p(x) avec:
20 =0, yo=p(0), mo=p'(0) und e et 21 =1, y1 =p(1), my =p'(1)

Fiir die Losung des Problems beniitzen wir folgende 4 Polynome H;(x): e Pour résoudre ce probléme,
nous utilisons les 4 polynémes H;(x) suivants:

1

Ho(z) = 223 -322+1 0.8

Hi(z) = 2°—22°+x 0.6

_ .3 .2

Hy(z) = z°—=x 0.4
H = 1— H,

5(2) () o

WG 0.8 1

Definition: e Définition:
Hi(x) := Ho(z), H{(x):=Hi(z), H3(x):= Ha(z), H3(x):= H3(x),

heissen Hermite—Polynome e s’appellent polynémes de Hermite

Man rechnet sofort nach, dass diese Polynome die folgenden Binde—Eigenschaften besitzen:
e On pout tout de suite contréler que ces polynomes satisfaiont la relation suivante:

Ho(0) H0) Hy(1) Ho()\ /1 0 0 0
. foreme: Hi(0) Hi(0) Hi(1) Hi(1)| _ [0 1 0 0] _
Satz: e Théoréme: H(0) Hy0) Hi(1) Hs(1) | = lo 0 1 0 =F
Hy(0) HA0) H(1) Hs(1)) \o 0 0 1
Konsequenz: e Conséquence: Mit Hy(x),..., Hs(z) ldsst sich auf I = [0, 1] ein Interpolation-

spolynom konstruieren, dessen Graph die beiden Linienelemente an den Intervallenden beriihrt. Mit den
Binde—-Eigenschaften rechnet man sofort nach:

o A laide de Ho(x),...,Hs(x) on peut construire un polynéme d “interpolation sur I = [0,1] dont
le graphe touche les deux éléments de ligne auzr extrémités. A laide des relations ci—dessus on peut
controler tout de suite:

Formel: e Formule: pr(x) =yo - Ho(x) +mo - Hi(x) + my - Ho(z) + 11 - Hs(x)
= pua(0) =yo, pa'(0) =mo, pa’'(1) =mi, pa(l) =un

Bemerkung: e Remarque: pr(x) ist eine Linearkombination von Hermite-Polynomen.
e p(x) est und vombinaison linéaire de polynéomes de Hermite.
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5.4.9 Splines — Splines

Spline engl., ldngliches, diinnes Stiick Holz e Spline angl., morceau de bois mince, de forme allongée

Splines mit Hermite—Polynomen — Splines a ’aide de polynémes de Hermite

Idee: o Id:e:

Verbinden wir zwei Linienelemente durch Interpolationskurven pg (), so kénnen wir den Runge-Effekt
vermeiden. Da die Tangenten an den Stiitzstellen oder Knoten beidseitig tibereinstimmen, sind solche
Funktionen mindestens einmal differenzierbar. e Si nous relions deuzx éléments de ligne par une courbe
d’interpolation py(x), nous pouvons éviter l'effect de Runge. Comme les tangentes aux points donnés
(sommets) sont conformes, ces fonctions sont dérivables auz moins une fois.

Catmull-Rom—Splines — Splines de Catmull-Rom

Geg.: e Donné: n Knoten e n sommets~

Definition: e Définition: Eine allgemeine Splinkurve ist gegeben durch eine zusam-
mengesetzte stetige Funktion wie folgt:
e Une courbe de spline générale est donnée par und fonction
composée et continue comme il suit:

Sz, zn] — R mit e avec:
S ist auf [z, x;41] durch ein kubisches Polynom S; gegeben.
o S est défini sur [x;,x;11] par un polynéme cubique S;.

~ x: globale Koordinate auf [zg, x,] ® 2: coordonnée globale sur [xg, x,]
x: lokale Koordinate auf [z;, 2;11] e x: coordonnée locale sur [x;, ;1]

Da py nur auf dem Intervall [0, 1] sinnvoll ist, miissen wie diese Funktion fiir den Gebrauch geeignet
transformieren, um S; zu erhalten. Naheliegend ist eine lineare Transformation:

e Comme py n'est satisfaisant que pour Uintervalle [0, 1] il faut transformer cette fonction pour pouvoir
lutiliser et obtenir S;. On pense tout de suite a une transformation linéaire:

Idee: e Idée: Sei o Soitt =, x=2a(t)=t(b—a)+a, t:t(x):;f: = z(0)=a, z(1)=0>

Dabei sei fiir den Moment: e Soit pour le moment il soit: x; = a, ;41 =5
T —x;
~ b= — e 0,1]
Tit1 — Ty
Diese lineare Transformation verschiebt den Graphen einer Funktion in Richtung der z—Achse und
streckt ihn dazu noch.

e (ette transformation linéaire donne une translation du graphe de la fonction en direction de l'axe x et
en méme temps une extension.

SERE
PNWhH

0.5 1 1.5 2 2.5 3
Weiter sei: o En outre il soit: S(x) := S(z(t)) :=pu(t), [0,1] 2 t+— x(¢) € [a, b]
(Fiir den Moment schreiben wir kurz S(z) statt S;(z).)
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e (Pour le moment nous écrivons briévement S(x) au lieu d’écrire S;(x).)
Dann gilt: e Il vaut donc: pp(0) = S(z(0)) = S(a), pu(1) = S(x(1)) = S(b)
Es gilt aber nicht ohne weiteres: e Mais on ne peut pas conclure:
pr'(0) = S,(x(0)) = S(a), pr'(1) =9, (2(1) = S,(b)

Denn bei der Transformation kann die Tangentensteigung dndern.
e Car apreés la transformation la pente de la tangente a peut—étre changée.

Es gilt (Kettenregel): o Il vaut (régle conjointe): S(x) = S(z(t)) = ]))H(t) = pu(t(x))

dS(x) dpu(t(z)) dpu(t) dt(z) dpu(t) 1 dpg(t) dS(z)
T Tde T et de C dt b—a " ar e 7Y
Konsequenz: e Conséquence: yo = pu(0) = S(a), mo,g =pu’'(0) =(b—a)-S'(a) =mqs

mi,n =pn'(a) = (b—a)-S'(a) =mas, y1 =pu(l)=S(b)

Formel: e Formule:

Tr—a Tr —

T—a T—a
= a)+ma,S'H1(b_

b_ a)+yl'H3(m), S= 58 [a,b] =[x, 7i41]

= S(x) =yo-H( Z)+mb,S'H2(

Bsp.: e Exemple: x0=0, yo=0, z1=1, y1 =1, 290=2, y=0
Moglichkeit: e Possibilité: So(t) =13, Si(t) =1 —t3
~> Stetig, in 1 = 1 nicht diff’bar. e Continue, non dérivable ¢ x1 = 1. ~

Problem: e Probleme: Wie die Kurve in 71 = 1 glatt machen? ~» Problem in Knoten! e Comment
lisser la courbe a x1 = 17 ~ Probléemes aux sommets!

Methoden: e Méthodes:

1. Schétzung der Ableitung in z; (FMILL) oder: e Estimer la dérivée a x; (FMILL) ou:

2. Ersetze die Tangentensteigung in z; durch die Sehnensteigung in ((zi—1,¥i—1), (Tit1, Yit1))-
(FMILL) e Estimer la dérivée a x;. (FMILL)

3. Danach Hermite—Polynome verwenden: e Puis utiliser des polynémes de Hermite:
S(@) =y Ho(t(x)) + mi (wig1 — x3) Hi(t(x)) + mig1 (Tiv1 — @) Ha(t(2)) + yirr Hs(t(2))
~» Catmull-Rom—Splines e Splines de Catmull-Rom

Schreibe kurz: e Notation: A= (Tpg1 — T4)

Formel: e Formule:

~ S(z) =y Ho(t(x)) +m; A; Hi(t(z)) +mip1 A Ha(t(x)) + yip1 Ha(t(x))

Bessel-Tangenten — Tangentes de Bessel

Problem: e Probleme: An den Endpunkten xg,z, versagt die Mehtode mit den Sehnen durch
benachbarte Punkte. Eine Moglichkeit zu Rettung der Situation ist die Konstruktion der Bessel—
Tangenten.
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e Aus bords xg,x, la méthode de la corde me fonctionne pas, mais on peut sauver la situation par la
construction de la tangente de Bessel.

Konstruktion: e Construction: Wir legen durch die Punkte (z;—1,vi-1), (i, 4i), (Tit1,Yit1)
ein quadratisches Polynom ¢;(z). Als Steigung in z; verwenden wir die erste Ableitung von ¢;. An den
Endpunkten zg und =z, verwenden wir die Ableitungen in den Endpunkten von ¢; und ¢, —_1.

e Nous construisons un polynéome quadratique q;(z) par les points (x;—1,vi—1), (i, ¥i), (Tit1,Yit1)-
Comme pente a x; nous utilisons la premiére dérivée de q;. Aux bords g et x, nous utilisons les
dérivées aux sommets de qy et ¢,_1.

Konsequenz: e Conséquence: Man kann durch Nachrechnung zeigen, dass solche Splines in den
Knoten sogar zweimal differenzierbar sind. e On peut vérifier par le calcul que ces splines sont méme
deux fois dérivables aux sommets.

Natiirliche Splines — Des splines naturells

Idee: e Idée: Willkiirlich setzen wir: e Arbitrairement nous supposons: mg = m, =0

Das Problem der Bestimmung der Zwischenwerte m;, i =1,...,n — 1 l6sen wir folgendermassen:
e Nous résolvons le probleme de l’évaluation des valeurs intermédiaires m;, i =1,...,n—1 de la fagcon
sutvante:

Es ist: e Nous posons:
xr — I
Si(x) = yi Ho(t) +mi Ai Hi(t) + miss Ay Ha (1) +yigs Ha(1), ¢ =Ua) = — :
3
o Si(t(x) = (8 =282+ 83) Aym + (2 +1%) Aymip + (1 =382 +2¢%) i+ (312 — 263) yia

, x =10+ x;

Wir kénnen nun fordern, dass zwei aneinanderstossende Splines auch in der 2. Ableitung {ibereinstimmen.
Denn wenn wir die Polynome 3. Grades S;(x) zweimal nach z differenzieren, fithrt das zu linearen
Gleichungen.

e Maintenant nous pouvons exiger que deut splines voisins correspondent aussi en ce qui concerne la
2eme dérivée. Car il s’agit des polynomes du degrée 8 dont on calcule la 2éme dérivée. Alors on obtient
des équations linéaires.

d2 Si_l(.ﬁ) - d2 Sz(.ﬁ)

N B) = 72
dz [t=1, o=z, dz [t=0, a=z;

Berechnet man diese Ableitungen, so erhilt man nach einer algebraischen Vereinfachung:
e Si l’on calcule ces dérivées, on obtient apres und simplification algébrique:

0=—3A;-1% (mi—1 +mi)+A;_1 (A; (mi—1 +2m;) —6yi—1 +6y)+A; (A (2m; +mip1) +3 (Yio1 — Yig1))

Damit erhalten wir mit my = 0 und m,, = 0 nun n + 1 lineare Gleichungen fiir die n + 1 Variablen
mi—1, m; und m;y1, @ =1,...,n— 1. Die Losung dieses Gleichungssystems ist ein bekanntes Problem
der linearen Algebra.

e Avec mg = 0 et m,, = 0 nous recevons donc n+1 équations linéaires pour les n+ 1 variables m;_1, m;
et miy1, @ = 1,...,n — 1. La résolution d’un tel systéme d’équations est un probleme bien connu de
lalgebre linéaire.
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Weitere Ansitze — D’autres méthodes

1. Statt mit Hermite—Polynomen zu arbeiten, kann man auf den Teilintervallen einen direkten Ansatz
verwenden:
o Au lieu de travailler avec des polynémes de Hermite, on peut utiliser une mise en équation directe:

3 2
pt(x) = a3,;x + 2,5 T + a1, X + ao,i

U1 (t)
’Ug(t)

v1(t) und vo(t) zu tun, die man nach obigem Muster behandeln kann.

v (t
i )> , on a ici deux fonctions
V2 (t)

2. Bei Vektorfunktionen, z.B. bei ¢(t) = ( > hat man es hier iiblicherweise mit zwei Funktionen

e Quant aux fonctions vectorielles, p.ex. sil’on a une courbe v(t) = (
vy (t) et va(t) qu’on qeut traiter d’aprés la méthode précédente.

3. Mit Hilfe einer Basis von Bernstein—Polynomen kann man sogenannte Bézier—Kurven finden.
Dabei erreicht man, dass die Koeffizienten eine niitzliche geometrische Bedeutung besitzen. Eine
Behandlung wiirde unseren Rahmen sprengen. Genaueres vgl. Literatur.

e A ['aide d’une base de polyndémes de Bernstein on peut trouver des courbes nommées de
Bézier. Avec cela on atteint que les coefficients ont und signification géoméltrique. Le traitement
de ce sujet dépasse notre cadre. Détails: Consulter la littérature.

Beispiele und Probleme — Exemples et problémes

Die folgenden Graphen sind mit Mathematica und der Methode der Hermite—Polynome, Bessel—
Tangenten und FMILL (Sehnensteigung als Tangentensteigung) erzeugt worden. Die Resultate belegen
was passieren kann, wenn die Anzahl der Teilpunkte nicht angepasst ist. e Les graphiques suvantes ont
été produites avec Mathematica et aa l'aide de la méthode des polynomes de Hermite, les tangentes de
Bessel et FMILL (pente de la corde comme pente de la tangente). Les résultats démontrent ce qu’il peut
se passer si le nombre des points n’est pas bien adapté.

Unten: e En bas:
f(z) =sin(z), 1 =0,22 =20, n =40

1
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Nachfolgend ist f(x) = cos(z) gezeigt mit 21 = 0, 22 = 10 mit der Anzahl Teilintervalle k:
e En bas on voit f(x) = cos(xz) avec x1 = 0, x5 = 10 avec le nombre des intervalles partiels k:

ke{n=3,4,56,710,20,40,..}
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5.4.10 Ausblick: Bezier— Kurven — Annexe: Courbes de Bézier
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Bezier—-Kurven markieren eine wichtige Pridsenz der Mathematik in der Computergraphik. Die Idee
dieser Kurven stammt von Casteljau (Citroen, 1959) und Bézier (Renault, 1962). Bei diesen Kurven geht
man von einem Stiitzpolygon mit den Eckpunkten @; aus. Die Anzahl Seiten des Polygons entspricht
dem Grad der Kurven als polynomiale Vektorkurve.

Nachfolgend ist ein Stiitzpolygon gezeigt. Teilt man die Seiten dieses Polygon in einem Verhéltnis
t:(1—t) (unten gezeigt ist ¢ = 1), so entstehen neue Zwischenpunkte.

o Les Courbes de Bézier jouent un grand réle dans les mathématiques du graphisme d’ordinateur. L’idée
de ces courbes vient de Casteljau (Citroen, 1959) et Bézier (Renault, 1962). Afin de gagner ces courbes,
on utilise comme base un polygon avec ses sommets. Le nombre cotés du polygone correspond au degré
de la courbe vectorielle et polynomiale.

En bas, von voit le polygon fondamental. Si on partage les cotés du polygone dans le rapport t : (1 —t)
(en-dessous on voit t = 1) on on obtient des points intermédiaires nouveaus.

Bsp.: e Exemple:

Wir suchen eine Polynom-Vektorkurve mit minimalem Grad, die durch 1 und @4 geht und in Q1
die Gerade Q1@ als Tangente sowie in ()4 die Gerade Q3Q)4 als Tangente hat. Dabei sei Qr k41 der
Mittelpunkt von QrQr+1, Qr—1,kk+1 der Mittelpunkt von Qr—1 1@k k+1 und Q1,234 der Mittelpunkt
von (1,23Q2,34. Wir konstruieren die Kurve so, dass sie durch @234 geht und dort Q1230234
Tangente ist.

e Nous cherchons une courbe polynomiale et vectorielle de degré minimal qui passe par Q1 et Q4 et qui a
dans Q1 la droite Q1Q2 comme tangente ainsi que dans Q4 la droite Q3Qa comme tangente. Soit Q k41
le centre de QrQr+1, Qr—1,k k+1 le centre de Qr—1 kQk k+1 €t Q1234 le centre de Q1,23Q2,3.4. Nous
construisons la courbe de maniere qu’elle traverse Q1234 et que Q1,2.3Q23.4 y soit la tangente.
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Lose: e Résoudre:

u(t) = ap+ay-t+ady-t2+a-t3
50) = 0Q
U(tm) = OQ1234
51) = 0Q,
dot)y
71 L:o = a Q1Q2
du(t —
di ) it:t = [ Q1230234
doe)
dt = 7 Q3Q4

(5.1)

Vorhanden sind 6 Vektorgleichungen, d.h. 12 Gleichungen. Unbekannt sind ap, a1, a2, a3 (8 Komponenten)
sowie t,,, «, 3,7, also total 12 Parameter. Diese lassen sich daher berechnen. On a 6 équations vectorielles
& disposition , ¢.v.d. 12 équations. dp, a1, az, a3 (8 composants) ainsi que t.,, o, 5, sont inconnus, donc
en tout 12 parameters. Ceux-la peuvent donc étre calculés.
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Bemerkung: e Remarque:

Der Grad der Kurve #&ndert nicht, wenn
man einen Punkt @; verschiebt (lineare
Abbildung!).

e Le degré de la courbe ne change pas, si on
déplace un point Q;.

Die Idee dieser Kurven lédsst sich auch auf
Fléchen {ibertragen.

e On peut appliquer l'idée de ces courbes aussi
pour des surfaces.

5.5 Numerische Differentiation — Différentiation numérique

5.5.1 Graphische Methode — Méthode graphique

Geg.: e Donné: Messpunktkurve, n 4+ 1 Messpunkte oder n + 1 gewihlte Stiitzpunkte auf einem
Graphen ~ n Sehnen zwischen benachbarten Punkten. e Courbe de points de mesure, n + 1 points de
mesure ou points spécialement choisis dans un graphe (points d’appui) ~ n cordes (bissécantes) entre
les points voisins.
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Idee: e Idée: Sehr grobe Methode: Nehme
Sehnen— resp. Sekantensteigungen als Tangen-
tensteigungen. e Methode grossiére: Prendre
la pente de la sécante, pour pente de la tan-

gente. /

M )

k+1

5.5.2 Polynommethode — Méthode polynomiale
Ableitung des Interpolationspolynom — Dérivée du polynéme d’interpolation

Es scheint jetzt naheliegend, die unbekannte Ableitung von f durch diejenige des Interpolationspolynoms
p zu ersetzen. Doch die Erfahrung zeigt, dass das Interpolationspolynom bei den dussern Punkten oft
stark zu oszillieren beginnt, auch wenn f nicht oszilliert. Dem kann man versuchen abzuhelfen, indem
man noch weiter aussen kiinstlich weitere Punkte hinzunimmt und so zu einem Interpolationspolynom
hoheren Grades gelangt, das sich im innern, wichtigen Bereich anstédndig verhélt. Allgemein interessiert
aber doch die Frage nach der Fehlerabschétzung.

o Maintenant on a la tendance de remplacer la dérivée inconnue de f par celle de p. Mais ’expérience
nous dit que souvent le polynéme d’interpolation commence a osciller tres fortement auz points
extérieurs, méme si f n'oscille pas. On peut corriger ce fait en prenant de facon artificielle des points
auzxiliaires tout a l’extérieur. Comme ¢a on obtient un polynéme d’interpolation de degré supérieur qui
se comporte de maniére propre dans la zone importante a l'intérieur. Mais ce qui nous intéresse est la
question de l’estimation de ’erreur.

Fir f(z) =~ pn(x) und f'(z) ~ p),(x) gilt dann nach dem Mittelwertsatz:
e Pour f(z) = pu(z) et f'(z) = pl,(z) il vaut d’aprés le théoréme des accroissements finis:
f'(x) ~ pn(xi—i-k) _pn(xi)
LTitk — L5

Fehlerabschitzung — Estimation de ’erreur

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f S Cn-i—l(]), Lo, X1y, Ty €1,
p(z) Ndherungspolynom e polynéme d’approximation
w=(x—z)(x—21)...(x —xp)

Beh.: e The.:
(n+1)
Vrer Sewer + @) = pule) = la)- T
Korollar: Corollaire: <R< 1E)
orollar: e Corollaire: |f(z) —pn(z)| <R < max lw(z) - m|

Fiir interessierte Leser die Beweisidee: o Pour le lecteur intéressé l'idée de la preuve:

Beweis: e Preuve:

Sei o Soit p(x) = f(x) — pn(x)
Ebenso: e De méme: w(x;) =0,

= o(x;)=0, i=0,....,n = ¢(x;) =0
i=0,...,n (nach Konstruktion e selon construction)
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Sei o Soit xs€l, xs#w;, 1=0,....,n = w(xs)#0

Studiere: e Etudier:

F(z) =) —k-w(@) = f(z) —pn(z) —k-w(@)( & f(z) = F(z) +pu(z) + k- w(z))
Sei o Soit k= % = F(xs) = f(xs) — pn(zs) — k- w(zs) =0

~> Zusammen: o En tout: p(z;))=0, i=0,...,n, p(rs) =0 (zs # x;) = F(x)hat mindestens n + 2
Nullstellen in I e a au moins n+ 2 zéros dans I.

fecrti(l) = Fec ()

Satz von Rolle: o Théoréme de Rolle:

~» = F’(x) hat mindestens n + 1 Nullstellen in I e a au moins n+ 1 zéros dans I.
~ = F’(z) hat mindestens n Nullstellen in I e a au moins n zéros dans I.

~ = F®*(z) hat mindestens 1 Nullstelle in I e a au moins 1 zéro dans I.

~ Jeer FMD(€) =0

Zudem: e En plus:

pgrad (pp(z)) =n = p"t(z) =0, pgrad(w(z))=n+1 = (k-w@)"' =k-(n+1)!

n+1 —_ 0 — f(n+1 = f(TL+1)(§)
- pnt )(g)_o_f( + )(g)_o_k;(n—i—l)' = k—m
Fot e
= VJSEIag(xs) el: f(xs) _pn(xs) = F(‘rS) T w(xS) o +uz(xS)) m
Jo(E)
= VeerI(x) €1 f(z) —pn(z) = w(z) - NCESE

5.5.3 Methode der Binomialkoeffizienten, f(™ — Méthode des coefficients
binomiaux, f"

Geg.: e Donné: n 4+ 1 #dquidistante

Stiitzstellen mit Aquidistanz h. f

e n+ 1 points d’appui (noeuds
d’interpolation) o distance sur l'aze x égale h. ‘T T
X

~ i1 =T+ h

"xfg)’(zh X

n

Untersuchung des Falles von quadratischen Funktionen: e Examen du cas d’une fonction quadratique:

flx)=ax?+bx+c, f(x)=2az+b, f(v;+2)=2a(x;+L)+b=2aw;+ah+b
flxi +h)— f(z;)  (ax?+ 2am;h + ah? + bx; + bh + ¢) — (az? + bz; + ¢)

h . A ar;+ah+b
ol o
Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: fx)=az?+bax+c
Beh.: o The.: (i + %) - flxi + h}i — f(=i)

Idee: e Idée: Verwende diese Eigenschaft von quadratischen Funktionen auch bei anderen Funktionen
(~ Fehler!):
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o Utilise cette qualité des fonctions quadratiques aussi pour les autres fonctions (~ Erreur!):

Mittelwertsatz: e Théoréme des accroisse-

ments finis: /\
fli+N-h)~ f(z+2)~ /%
%f(xz‘-i—h})L—f(xi), Ae (0,1) h R
Fehler: A wird als ~ 1 gesetzt. o Erreur: On | o TR *

~ L
suppose A\ = 5.

~» Hohere Ableitungen: e Dérivées supérieures:

Ersetze f durch f’ und f’ durch f”: e Remplacer f par f' et f' par f":
f(@ize) — flwig1)  flwigr) — f(xq)

/ h / h —

Frlain) ~ L (i1 + 2)h fllaity) h . h -
_ f@ige) = 2f(@ig1) + f(ai)
_ =

f///(xi + %) - f”(xi—f—l) _ f”(xi) - f(l7r+2)_2f}§g«7r+l)+f(l7r) _ f(l7r+1)_2f}(bﬁ2"7r)+f(l%71) _

h h
_ f(@ive) = 3f(@i1) + 3 (@) + fwi1)
h3

Allgemein erhélt man so: e On obtient de facon générale ainsi:

Formel: e Formule: n=2m+1eN fO (@ + 2y~ 3 (—1) (;)f(xi+m+1_j) e
j=0
7 h n i(n 1
n=2m+ €N f(”)(x,- + 5) ~ ZO(—l)J (j)f(xi—f—m—j) . m
J:

5.5.4 Methode der zentralen Differenzen — Méth. d. différences centrales

Sei f(z) in I geniigend oft differenzierbar,
e Soit f(x) derivable dans I assez souvent,

z, €I, 1=0,1,...,n. ‘f(X)

Die nebenstehende Skizze zeigt, dass die
A i1 — Yie i1 — Yie
Naherung el S R L N R
Az Ti4+1l — Tj—1 2h
fir f'(xz;) besser ist als Yirl 7 Yi o der
Tit1 — Ty
Yi —¥Yi—1
Ti—Tio1
° L’esquisse ci—contre  monlre  que
, . . Yi+1 — Yi—1 Yi+1 — Yi—1
[’approzimation =
Titl — Ti-1 2h

est mieux pour f'(xz;) que les approzimations
Yi+1 — ¥i Yi —¥Yi—1

ou .
Tit1 — Zi Ti — Ti—1

Definition: e Définition:
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1 ;o Yk+1 —Yk—1  Yk+1 — Yk—1
S Yk = =
Thal — Th—1 2h
heisst zentraler Differenzenquotient in z, = 2o + k - h.
e s’appelle quotient de différences central a v, = xo + k- h.

Yk+1 — Yk Ye+1 — Yk
2. ! = =
Wk ") — W
heisst Vorwirtsdifferenzenquotient in x, = xg + k - h.
e s’appelle quotient de différences a droite a zp, = xo + k- h.

Yk — Yk—1 Yk — Yk—1
3. Now = =
(o Yo Tk — Th_1 h

heisst Riickwértsdifferenzenquotient in z, = zg + k- h.
e s’appelle quotient de différences a droite a zp, = xo + k- h.

Mit Hilfe der Taylorreihe resp. der Taylorpolynome von f erhalten wir:
o A l'aide de la série de Taylor resp. des polynomes de Taylor de f on voit:

Flon 1) = fow) + o) ket 5 P @) B+ 2 O ) B+ o SO ) b+ 0 (1)

Flon = 1) = flow) = o) ht 5 P @) B2 = < O @)+ o SO ) b 40 (1)

Speziell: e Spécialement:

flzkx +h) = flag) + f/(zk) b+ w h?+0 (h?’) , fleg —h) = f(zr) — f(xk) h+ @ h?+ 0O (h?’).
S flon +h) — flan— ) =2 (@) h+ O (h?)

flzk +h) = flzg = h)
2h

+O(h) — Yk+1 — Yk—1 +O (h2)

yp' = f'(wg) = 5T

Speziell: e Spécialement:
flxy +h) = fxy) + f'(ze) h+ 5 [ (ax) B> + § " (@) B° + O (k)

flxe —h) = flar) — [/ (ze) h+ 5 7 (@r) h? + § f" (1) b3 + O (h*).
= flzk+h)+ flze —h) =2 f(zx) + 25 f"(z) B2 + O (h*)

flxy+h) =2 f(ex) + flzx — h)
h2

Anderseits erhilt man mit Hilfe eines Zwischenschritts %:

_ Yet1 =20k + Yk

Yk "= f”(xk) = +0 (hQ) 52 +0 (hQ)

e D’autre part on obtient a l’aide d’une étape intermédiaire %

/ / / Yyl l 7Yl 1 Yyl 1L7Yp L

- - 2 ' 2 2 2 2 2 2

PR Tt T e Lt 2O R - R Ykl — 22Uk — Yr—1

Y =~ 9k - L ~ h ~ h2
2

Dieses Resultat stimmt mit dem vorher erhaltenen iiberein.
e Ce résultat est conforme au résultat précedent.

""" \.s.w. berechnen:

"ete.:

Weiter kann man in dieser Art auch y ", yx
e En outre de ce maniére on peut calculer yi"", yi

/ o2~ Yk o1 —Yh— e — Yk —
" (yk ”)'m (yk-i-l -2y +yk_1> _ yk+ll_2ykl+yk_1l _ yH;hw _2yk+12hyg L Uk thA 2

Y= h2 h2 h2
_ Ykr2 Yk — 2 (Yk41 — Yr—1) + Yk — Yr—2 _ Y2 = 2k +2Yk-1 — Y2
2 h3 2 h3
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/ /

2y -1’

" ,
Yk+1 — 2Yk + Yp—1 Yk+1
yl(€4) _ (yk //)// ~ ( + _ Ykt

h? h?
Yet2—2Yk41+Yk 9 Yet1—2Yr+yYr—1 + Ye—2Yk—1+Yr—2
_ 2h 2h 2h
h2

Ykt =2yt Uk — 2 Wk — 20Uk FUk—1) F Uk — 201+ UR—2
_ o

_ Ykt2 — dypr +6yr —4yr1+Yr—2
2R3

(Fiir den Fehlernachweis muss des gegenenen Rahmens wegen auf die Literatur verwiesen werden?.)
e (Quant a la grandeur de lerreur, dans notre situation on n’a pas la place pour présenter les calculs. I
faut donc consulter la littérature?.)

_ Ykt — 2Yk F Yk L0 (hg)

y = () = P L0 (02), oy = () 02

2h

-2 2Up_1 — Yk— —4 6y —4uyp_ _
" = Yk+2 yk+12‘;3 Yk—1 — Yk—2 +O[h2], yz(:l) _ Yry2 Yk+1 +2z1; Yk—1 + Yk—2 +O[h2]

Mit dem oben benutzten Einsetzungsverfahren findet man auch fiir partielle Ableitungen:
e Awvec la méthode de remplacer des termes utilisée, on trouve aussi pour les dérivées partielles:

Sei o Soit xp=x0+k-hy, Yy =x0+7j-hy, flz,y) =w(z,y)

Of (xr,y;) g WhEL — Wk Of (xr,y;) o ay Whitl = Wk
SR A : =l A A T Tk
ox L 2hy, Ay ylk.g 2 hy
2
O f@nyys) _n o Whilgt = Whitj-1 = Wh1j41 + Who15-1
dxdy oylk,j 4hy hy,
4
0* flar,y;) @ N
dx29y2  weyylk ~
Wh1,j1 + Wht1,j—1 F Wh1j1 + Wh1,j-1 = 2Whi1j = 2Whjir = 2Whyjo1 — 2Wh—1j HAWRG

12 h3

Der Fehler ist jeweis von der Ordnung h2, hz oder Max(h2, hZ)
o L'erreur est de Uordre hZ, h2 ou Max(h,h3).

3Siehe z.B. e Voir p.ex.: Becker Dreyer Haacke Nabert, numerische Mathematik



5.6. NUMERISCHE INTEGRATIATION — INTEGRATION NUMERIQUE 189

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
Sei f(x), f(x,y) in I geniigend oft differenzierbar,
e Soit f(x), f(x,y) derivable dans I assez souvent,
rr=x9+kh, €1, k=0,1,...,n, h=h,
Yy =% +khy,cl, k=0,1,....n
f@) =y oder o ou f(z,y) = w(z,y)
Beh.: e The.:

Loy = f(ox) = BB+ O[]

2h
—2Ur + yp—
2 = @) = B £ O]
-2 2Uk—1 — Yh—
3.y = Yk+2 Yk+1 +3 Yk—1 — Yk—2 +O[h?]
2h
—4 +6yr —Adyp—1+ Yp—
4 yl(€4) _ Yryo Yk+1 Yk Yk—1 T Yk—2 +O[h2]
2 h3
Of (xr,y;) / Wh1,j — Wk—1,5 2
by Wk R g TOh-a
Of (xr,y;) / Whj+1 — Wkj—1 2
L Y P ]
. 92 Flxn, v;) '~ Wh41,j41 — Wk+1,j—1 — Wk—1,j+1 + Wk—1,j—1
oz dy xylk,j 4 hy hy

+O[Max(hZ, h2)]

4 .
O J(@eys) _ @ ~ O[Max(hi,hi)]-i—

axQ ayQ - llyylkﬂ

Wh41,j4+1 + Wht1,j—1 T Wh—1,j4+1 + Wr—1,j—1 — 2Wk41,j — 2Wk j+1 — 2Wk,j—1 — 2Wk—1,j + 4 Wk,;
2 h2
h2 12

Wichtige Anwendungen: Siehe Differentialgleichungen, Randwertprobleme oder partielle Differential-
gleichungen.

e Applications importantes: Voir équations différentiels, probléeme de valeur aux limites ou €équations
différentiels partielles.

5.6 Numerische Integratiation — Intégration numérique

5.6.1 Rechteckmethode — Méthode des rectangles

Geg.: e Donné: Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte (dquidistante z—Werte) oder n + 1 gewiihlte
Stiitzpunkte auf einem Graphen. e Courbe de points de mesure, n+ 1 points de mesure a distance égale
sur l'aze x, ou points d’appui spécialement choisis dans un graphe.
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Gegeben sei eine &dquidistante Intervallein-
teilung. Arbeite mit ,linken “ oder ,recht-
n “ Rechtecken. Bei geniigend feiner Inter-
vallteilung bekommt man brauchbare Resul-
tate. e On utilise une division d’intervalle

équidistante. Travaille avec des rectangles de X x %
‘gauche’ ou de ’droite’. Si la division de o " "
lintervalle est assez fine, on obtient de bons
résultats.

zn=b n n
Formel: e Formule: | fl@)dz =~ Y flzg—1) Z flxr—1) = Fy

- k=1 k=1

M=

~ ,ifm) h=h S ) = By

k=1

5.6.2 Trapezmethode — Méthode du trapeze

Geg.: o Donné: Situation wie oben bei der Rechteckmethode. Wahle Trapeze statt Rechtecke.
o Situation comme en haut a la méthode des rectangles. Choisir des trapézes au lieu de rectangles.

Trapezfliche: e Surface d’un trapéze:

f@) + f(wp—1)

F, = 5 - h
Zn=b h n h n h n
v J J@de s 5 QL fa) + ) = 5 fee) + 50 f@n) = 5 (Fat Fy)
k=1 k=1 k=1
Regel: o Regle: Trapezregel e Formule du trapéze

k=1 k=1
Tp=b h
= [ flz)dz~ §(Fa + Fy)
To=a
Tn= n—1 h
~ | f@)dr =Ty~ h Y fak) + 5 (Flwo + flam))
zo=a k=1
Fehlerabschitzung: e Quant a l’estiamtion de 1’erreur:
Formel: e Formule: Sei o Soit £€I=]a,b], |f"(&)|=Maxzer|f” ()]
Tp=b
a 2 "
R(h):=| [ f(z)dr— ~h - fE)]
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Sei o Soit h:b;a
Tk:f(a+(k—1)z+f(a+k:h).h
T(h) = 35 Ty = 5 - fla) b+ fla+ ) - bt
=1
+f(a+2h)-h+...+%'f(b)-h %th av2nXe X b=afnh X
he A fla+(k—1)2+fla+kd) n
T(E)_kz::1 z 2. o=
1 h h, h h, h 1 h
=5 fla)-g+flatg) g+flat2g) 5+ +5-f)5
== T(h)—l—f(a—i-g)-g—i-f(a—i-%)-g—i- +f(a+(2n2_1)h)-g
;=%M(h)
Folgerung: e Conclusion: T(g):%(T(h)—i—M(h))

Diese Formel kann man bei numerischen Berechnungen zur Effizienzsteigerung einsetzen.
e On peut utiliser cette formule quant aux calculs numériques pour augmenter [’efficacité.

5.6.3 Polynommethode — Méthode de polynémes

Geg.: e Donné: Situation wie oben bei der Rechteck— und Trapezmethode. e Situation comme en
haut a la méthode des rectangles ou trapezes.

Idee: e Idée: Lege durch die Stiitzpunkte eine Polynomkurve (Interpolationspolynom) und berechne
den Flidcheninhalt unter der Polynomkurve. e Construisons une courbe polynomiale a travers les points
donnés et calculons la mesure de la surface en dessous de cette courbe polynomiale.

Problem: e Probleme: Das Interpolationspolynom vom Grade n zeigt oft an den Intervallenden
ein unerwiinschtes Oszillieren. e Le polyndome d’interpolation montre des fois une oscillation indésirable
aux points terminaux de l'intervalle.

Trick: e Truc: Man kann das Oszillieren mindern indem man durch die Einfiihrung neuer Punkte
ausserhalb des Intervalls Polynome hoheren Grades erzeugt und so das Ostzillieren nach aussen treibt.
Man kann z.B. dazu die innern Punkte am jeweils dussersten Punkt spiegeln.

e On peut diminuer les oscillations en introduisant des points auziliaiers en dehors de 'intervalle. On o0b-
tient ainsi des polynomes d’interpolation de degré supérieur ce qui a comme conséquence que l’oscillation
passe a l’extérieur de Uintervalle. Il suffit de réflecter des points auzr deur points terminaut.

5.6.4 Simpsonmethode — Méthode de Simpson

Geg.: e Donné: Messpunktkurve, n + 1 Messpunkte (dquidistante z—Werte) oder n + 1 gewihlte
Stiitzpunkte auf einem Graphen. Wéhle n = 2m, m € N. Bilde damit m = 5 Paare benachbarter Inter-
valle. ~» Flidcheninhalte Fy, Fs,...F,,. F; entsteht, wenn die Kurve (Graph) iiber zwei Teilintervallen
durch einen Parabelbogen ersetzt wird.

e Courbe de points de mesure, n+ 1 points de mesure a distance égale sur l’axe x, ou points spécialement
choisis dans un graphe. Choisis n = 2m, m € N. Forme a Uaide de ¢ca m = § paires d’intervalles
voisins. ~ Mesures de surface F1, Fa,...F,,. On obtient F; en remplacant la courbe (graphe) sur deux
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intervalles partiels par une courbe parabolique.

~» Parabelbogen zu F;: e Courbe parabolique pour F;: p;(x) = a;x% + bz + ¢

Betrachte: e FEtudier:
A=Fy, = Fﬁa
=1l = (@i, Tiyo = Tiqon], Tip1 €1
p(x)=azx®+bxr+c ::p%(x)
x;+2h
= A= [ px)dz

z;

x;+2h
~ A= [ (az’+bx+c)de=Laa®+ $ba’ + cx|2T2h
Zq
5@ (@i +21)° = 2f) + b (@i +2h)* — ) + (2 +2h) — i)
=za(3-2-2%h+3-4x;h* +8h%) + 1b(2 - 2x;h + 4h%) + c2- h
= h(a(2zi* + 4a;h + 3h?) + 2b(z; + h) + 2¢)

Verwende: o Utilise: yi1o = p(x; +2h) = a(z? +4x;h+4h?) + b (x; +2h) + ¢
Yit1 =p(xi+h) =a(x?+2z;h+h?) +b(x;+h)+ec
Yi p(x;) =ax?+bx;+c

h
—(a (622 +12x;h+8h%) +b(6x;+6h)6¢
3 1

h

~ g(yi+4yi+1 + Yiy2) =
h 2 8 5

= g(yi+4yi+1+yi+2):h(a(2xz +4$zh-‘r§h )+2b($i+h)+26):A=F%

Diesen Fldcheninhalt unter dem Parabelbogen verwenden wir jetzt als Ndherung. e Maintenant nous
utilisons cette mesure de surface sous la parabole comme approximation. ~-

Formel: e Formule:

w3
w3

Fiotal = F#: Fr,

%
Yi T4Yiv1 + Yigo
h-
> 3
m:%:l

5.6.5 Der Rombergalgorithmus — L’algorithme de Romberg

Der Rombergalgorithmus beruht auf dem Trapezverfahren: e L’algorithme de Romberg est basé sur la
méthode du trapéze:

n—1
Sei o Soit I =[a,b], h:= b;a, Tso:= f(a)+ f(b), Ts1:= Zf(a—i—k:h), T(h) :=
k=1

| >

Setze: o Définir: Too :=T(h),

h 1 h h .
Tio =T(5) = 5Tj—10+ 55 > .f(a+k?§) (G=123..)
0<k=2m+1<2J

Tjs1—Tj 1,61
Ty i=Thsm1 + =

Benutze Matrixschema, j = Zeilenzahl, s = Spaltenzahl.
o Utiliser schéma matriciel, 7 = numéro de la ligne, s = numéro de la colonne.

(s=1,2,3...,min(j,m)
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Satz: e Théoréme: Vs lim T s = nf_ f(x)dx
J—o0 To=a

(Exakter Beweis vgl. Lit..) e Preuve exacte voir lit..
Fehlerabschitzung: e Quant a l’estiamtion de 1’erreur:
Sei o Soit &€ 1=][a,b], fe€DZs+2(])

B,, := n—te Bernoulli—Zahl, rekursiv definiert wie folgt:
e B, := n—éme nombre de Bernoulli, défini récursivement de la facon suivante:

n—1
Bozl, 0:Z<n>By, 1/22
v

v=1

Formel: e Formule:

Tp=b
25+1
fla)de — Ty = (—1)7F° - Bysya W%

(2 5+2)(&5,)
(25 + 2)! 2G+D@i—s) ! '

To=a

Bemerkung: e Remarque:

Als Spezialfall erscheint hier die Keplersche Fassregel: e Comme cas spécial on obtient la régle de
Kepler pour les tonneaux:

an=b b— b
Formel: e Formule: [ fl@)de =Ty, = e . (fla)+ 4f(a;_
To=a

)+ f(b))

Beweis: e Preuve: Vgl. Lit.. e Voir lit..

5.6.6 Die Integrationsformel von Gauss — La formule d’intégration de Gauss

Wir definieren die Legendre—Polynome durch die folgende Rekursionsformel: e Nous définissons les
polynoémes de Legendre par la formule de de récurrence suivante:

1 m 2 _ 1)m
Po(z) =1, Pn(z) d (@ — 1)

Tomml dxm
Seien x1,...,z, die n Nullstellen des Legendre-Polynoms vom Grade n. e Soient x1,...,x, lesn zéros
du polynome de Legendre du degré n.
Tn=b b—a b+ (b—a) x;
Formel: e Formule: Jeclap) 2 [ fla)da = Ta Zwi : f(a o (2 a2 )+ Ry,
Zo=a i=1

R” =y - (b _ a)2n+1 . f2”(§)
w;, ¢; vgl. Lit., z.B. Formeln und Tafeln der DMK
® w;, c; voir lit., p.ex. formules et tableaur de la DMK

Beweis: e Preuve: Vgl. Lit.. e Voir lit..
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Kapitel e Chapitre 6

Reihen — Séries

6.1 Zahlenfolgen — Suites de nombres

6.1.1 Bekannte Begriffe — Notions connues

Wir wollen uns die bereits behandelten nachstehenden Begriffe in Erinnerung rufen, damit wir darauf
aufbauen konnen: e Nous nous rappelons les notions connues ci—jointes pour que nous puissions nous
baser sur elles:

Folgen sind spezielle Funktionen mit dem Definitionsbereich N (vgl. Seiten 8, 17). e Les suites sont des
fonctions spéciales avec domaine de définition N. (voir pages 8, 17).

Zugehorige Begriffe: Allgemeines Glied (Seite 17), Teilfolgen (Seite 46). e Notions lies: Terme
général (page 17), suites partielles (page 46).

Bei Teilfolgen gibt es zu f : n —— a,, eine injektive und ordnungstreue Indexfunktion g : N —— N auf
N mit g : m — n = g(m). e Aux suites partielles il existe pour [ : n —— a, une fonction d’indeze
injective qui conserve l'ordre g : Nv+—— N sur N avec g : m —— n = g(m).

~ {(g(m)/ag(m)} - {(na an)}

m——n=g(m n——an
N +—r> ) N e R, C
m——by,
— —_— —

Folgen konnen monoton wachsend, streng monoton wachsend, monoton fallend, streng
monoton fallend, beschrinkt, nach oben beschrinkt, nach unten beschrinkt sein (vgl. Seiten
50, 50). e Les suites peuvent étre croissantes de fagon monotone, croissantes de fagon monotone
et stricte, décroissantes de facon monotone, décroissantes de fagcon monotone et stricte,
bornées, bornées vers en bas, bornées vers en haut (voir pages 50, 50).

Beispiele: e Exemples:

(ay) monoton wachsend e croissant de fagon monotone <V, ani1 > an

(ay) streng monoton wachsend e croissant de fagon monotone et stricte <V, ani1 > apn
(ay) nach oben beschrinkt e borné vers en haut < Jprep+ Vo an < M
(an) beschréinkt e borné < Iy ep+ Vo |an| < M

195
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6.1.2 Spezielle Folgen — Suites spéciales
Polynomiale Folgen — Suites polynomiales

Die folgenden Begriffe sind selbsterklédrend und brauchen nicht speziell définiert zu werden:
e Les notions suivantes s’expliquent elles—mémes. Il n’est pas nécessaire de les définir spécialement.

Konstante Folge: e Suite constante: Y, a,, = ¢ = const.

Lineare Folge: e Suite linéaire: V,a, =a-n+b
Quadratische Folge: e Suite quadratique: V,a, =a-n>+bn+c
Polynomiale Folge vom Grad n: e Suite polynomiale du degré n:

) m—1
vn Pn = am * n™ + Am—1 nm +...4+a1-n+ag

Arithmetische Folgen — Suites arithmétiques

Lineare Folgen heissen auch arithmetische Folgen. e Les suites linéaires s’appellent aussi suites
arithmétiques.

Es gilt: e Il vaut:

[a1,a2,a3,a4...] =]a-1+ba-24+ba-3+ba-4+b...]=]a1,a1 +a,a1+2a,a1+3a..],
ant1 — ap = a := d (Differenz e différence) a, = a1 + (n—1)d

Man definiert daher: o C’est pourquoi on définit:
Definition: e Définition: (ay) arithmetisch e arithmétique

& gV : Up+1 — Gn = d

Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

(ay) arithmetisch e arithmétique

Beh.: e The.:

Ap+1 + Ap—1

anp=a1+(n—-1)-d= )

E N W hd o N
[ ]
q
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Geometische Folgen — Suites géométriques

Geometrische Folgen haben wir schon auf Seite 47 getroffen. e Nous avons déja vu des suites géométriques
a la page 47.
Allgemein definiert man: e On définit de facon générale:

a,
Definition: e Définition: (a,) geometrisch e géométrique < 3V, it q

n

(¢: Quotient e quotient.)

— — — 2 — —
> Qp4l = (q - Qp, Ap = G Gp-1 = Ap41 - Qp—1 = a” = ap = i\/an—f—l *Qp—1, Ap—1 = ¢ Ap—2 =

Gn+41 = q2 cAp—1 = qS Ap—2 = ... = q(TL_1)+1 “On—(n-1) = q” ca1 = Ap = q”_l -ay
Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:
(an) geometrische e géométrique
Beh.: e The.:
an = q”_l tay, an = i\/ Ap+1 - An—1
p—Folgen — Suites ”p”
p—Folgen sind Potenzfolgen: e Les suites ”p” sont des suites de puissances
Man definiert: e On définit:
Definition: e Définition: (a,) p—Folge e suite ”p” < 3V, : a, =ap-n?

Induktiv definierte Folgen — Suites définies par induction

Verankerung: e ’ancrer’: a; gegeben e donné

Vererbung: e ’Conclusion de linduction’: any1 = @(ay)
(¢: Vererbungsfunktion e Fonction ’pour transmettre’)

Bsp.: e Exemple: a; =1, ani1 = ¢(a,) =a, +n? = (a,) =][1,2,6,15,31,.. ]

Differenzen— und Summenfolgen — Suites de différences et de sommes

Geg.: e Donné: Folge e Suite (a,)

Fiir e Pour Az = (n+1)—n =1 wird der Dif-

ferenzenquotient: e le quotient de différences & a
Ckvient: a anﬂ/
Y an—f—l — Qp L 1
I Ttk T
Wir definieren daher: | AN %
Xa= k Xo= k1

o (est pourquoi nous définissons:
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Definition: e Définition: (dY := (api1 — an) heisst 1. Differenzenfolge von (ay,)
e s’appelle 1-re suite de différences de (a,,)
( %2)) = (dg-q)ﬂ — %1)) heisst 2. Differenzenfolge von (a,)
e s’appelle 2—me suite de différences de (a,)

(d%k)) = (dilk_;ll) - d%k_l)) heisst k. Differenzenfolge von (a,)

e s’appelle k—me suite de différences de (a,,)
Umgekehrt: e D’autre part:

n
Definition: e Définition: (5%1)) = (> ap = (a1 + a2 + ...+ ay)) heisst 1. Summenfolge

von (a,) e s’appelle 1-re suite de sommes de (a,)

n

(5%2)) =(> sg)) = (5(11) + 5(21) +...F 5%1)) heisst 2. Summen-
k=1

folge von (a,) e s’appelle 2—me suite de sommes de (a,)

n
(s%m)) =(> 55:1—1)) = (5(1m—1) +5(2m—1) +.. .+5$Lm_1)) heisst m.

Summenfolge von (a,) e s’appelle m—me suite de sommes de

(an)

Man sieht sofort: e On wvoit tout de suite:
(an) = (a-n+Db) (linear e linéaire) = an41 —an, = (a-(n+1)+b)— (a-n+b) = a = const.
(an) = ¢ = const. (konstant e constant) = s =ct+e+...4c=n-c (linear e linéaire)

{an) = {a-n?>+b-n+c) (quadratisch e quadratique) = apt1—an = (a-(n+1)2+b-(n+1)+c)—
(@an?+b-n+c) = (a-(A2+2n+1)+b-(+1)+ £)—(a- A2+b Ao+ £) =2na+a+b (linear e linéaire)

s =a-1+a-2+b+a-3+b+...+a-n+b=
a-n*+(a+2b)-n
2

an) = {a-n+b) (linear e linéaire) =

: 1

a-(1+2+...4n)+n-b=a- (quadratisch e quadratique)

Allgemein konnen wir vermuten, dass Partialsummenbildung und Differenzenfolgenbildung in irgend
einer Art zueinander inverse Operationen sind. e Nous supposons généralement que former la suite de
sommes et la suite de différences sont dans une certaine maniére des opérations inverses.

Seien e Soient (5%1)) = (by,) Partialsummenfolge von e suite de sommes partielles de (a,,)

. , s 1) o o "H =
~+ Differenzenfolge von e Suite de différences de (bn): dy,,, = b1 —bp = 8311 =80 = D, ap— », ap =
' k=1 k=1
an4+1 ~ Urspriingliche Folge mit verschobenem Index e Suite originale avec index déplacé

Umgekehrt berechnen wir die Summenfolge der Differenzenfolge: o A ["inverse nous calculons la suite
de sommes de la suite de différences:

Geg.: e Donné:
(an) ~ dt = Qpt1 — Qn, d(ll) =ay —ay, d(gl) = a3 — az, d(gl) = a4 — ag,

= s :k;d;”:dﬁ”+d§”+...+d$}> = (fi2 — a1) + (fs— fo2) + (fu— fo3) + ...+
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+ (fin— fin—1)+ (@ny1— fin) = Gnp1 —a1 = (5((112) = (an41 —a1)

~» Um a; verschobene urspriingliche Folge mit verschobenem Index e Suite originale déplacée de ay
avec index déplacé.

Weiter vermuten wir, dass die Differenzenfolge einer polynomialen Folge n—ten Grades eine solche vom
Grad n — 1 ist. e En outre nous supposons que la suite de différences d’une suite du degré n est une
suite du degré n — 1

Pr=Gm N+ Gyt N L ar ntag = Pag1 — Pn =

(@m -+ +am1 - (n+1)" L+ 4ar-(n+1)+ap) = (am 0™+ am-1 0™ 1 +...+a1-n+ag)
=am - (M+ D)™ =)+ ap_1-(n+ D)™ =™ H 4 tar-((n+1)—n)+ay—ao
:am'(/hm_clf) nm—1+(7121) nm—2+“.+n0_ /lm)‘i‘am—l'(/hm_l"i‘(ml_l) nm—2+<m2—1) nm—3+.“
+n0= A"+ tar=am - ()™ (0™ )+ 4+ a1 ~ Grad e Degré =m —1

Satz: e Théoréme: Die Differenzenfolge einer polynomialen Folge vom Grad n hat den Grad
n—1
e La suite de différences d’une suite polynomiale de degré n a le degré n—1

Die Differenzenfolge der Summenfolge von (a,) ist (an+1)

e La suite de différences de la suite de sommes de (a,) est {(ani1)

Die Summenfolge der Differenzenfolge von (a,) ist (an4+1 — a1)

e La suite de sommes de la suite de différences de {(a,) est {an41 — a1)

Dieser Satz ermoglicht uns die Berechnung erstaunlicher Summenfolgen: e Ce théoréme nous permet de
calculer des sommes étonnantes:

n n

Bsp.: e Exemple: s, = Y k= ) a? =? ~ Summenfolge einer quadratischen Folge muss Grad
k=1 k=1

3 haben! e Suite de sommes d’une somme quadratique doit avoir le degré 3!

~ sy =a-n*+b-n*+c-n+d

Dazu ist: e En plus on sait: ds, = S}L_H — st =ap1 = apy1 = M+ 12 =n?4+2n+1 =
(@a-n+12+b-n+1)2%+c-(n+1)+d) —a-n3>+b-n>+c-n+d=3an?>+2b+3a)n+a+b+c
= 3a =1, 3a+2b=2, a+b+c=1 (Koeflizientenvergleich e comparer les coefficients.

1 1 1
~ a==, b==, c==, d="7
3 2 6
1 1 1 1 1 1 1
s}:kzzjlk2=1=a-13+b-12+c-1+d=§+§+g+d:»d:o:sizg-n3+§n2+g-n
nooo 1, 1, 1
Formel: e Formule: k== -n"+-n"+=--n
= 3 2" "6

50 1 1 1
Bsp.: e Exemple: > k%= 3 50% + 5502 +5 50 = 42925 u.s.w e etc..
k=1

Es ist dem Leser iiberlassen, auf diese Weise eine Formel zu finden fiir: e C’est un devoir du lecteur de

n n
trowver ainsi une formule pour: Y k3, Y k* us.w e etc.
k=1 k=1
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6.1.3 Konvergenzprobleme — Problemes de convergence
Die Problematik — La problématique

Euler'3 hat zur Berechnung der Quadratwurzel den folgenden Algorithmus gefunden: e Pour calculer la
racine carrée, Euler' a trouvé lalgorithme suivant:

Vk=7 Sei o Soitk>0, z:=Vk

1 1 k
= 2=k 22°=2?>+22=k+2% = xz—(x2+l<:)=—(x+—)
2x 2 x
1 k 1 k 1 k 1 k
:$=§($+5)=§($+ﬁ)=§($+1 2 )= 5@+ 2 )
S@+3) St ) St )
2 x 2 1( +E) 2 l(x—l— k )
2Ty 2
. N 1 k
~» Versuche Iteration: e FEssaie ['itération: x1 =1, xp41 = §($n+x—)
n

Im Falle der Konvergenz muss dann gelten: e En cas de convergence il vaut:

5 (Foc + =)
T=Too =~ (x —
0T g Too
= e =VEk (Rechnung von oben riickwérts e calcul d’en haut dans l'autre direction.)

Problem: e Probléme: Konvergiert die Folge (x,,)? Jede Rechnung mit einer Maschine muss einmal
abbrechen. Damit kann man keine Konvergenz beweisen. e FEst—ce que la suite {x,) converge—t—elle?
Chaque calcul a la machine doit s’arréter une fois. Ainsi il n’est pas possible de prouver une convergence.

Begriffe — Notions

Nachfolgend spielen schon frither definierte Begriffe eine Rolle: e Des notions définies il y a longtemps
jouent un réle dans ce qui suit :

Wir erwahnen sie kurz: e Nous les mentionnons brié¢vement:

Nullfolge (vgl. Seite 40, fiir ein beliebiges ¢ > 0 liegen fast alle Folgenglieder a,, in einer Epsilon—
Umgebung von 0, nur endlich viele nicht.) e Suite vers zéro (voir page 40, pour un & > 0 quelconque,
presque tous les termes de la suite a, sont dans un voisinage epsilon de 0, il y manquent seulement un
nombre fini de termes.)

Grenzwert (vgl. Seite 43) e Valeur limite (voir page 453)

Konvergenz (vgl. Seite 43) e Convergence (voir page /3)

Hiufungspunkt ( HP'PA, vgl. Seite 44) e Point d’accumulation ( HP’PA, voir page 44)
Grenzwertfreie Konvergenzdefinition (Kriterium von Cauchy)(vgl. Seite 44) e Définition de la con-
vergence sans valeur limite (critére de Cauchy) (voir page 44).

Falls der Leser Liicken entdeckt, ist eine Repetition empfohlen! e Si le lecteur voit qu’il a des lacunes, il
faut qu’il répéte la matiére.

131707 — 1783
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Sitze liber Grenzwerte — Théorémes sur les valeurs limites

Wir wollen uns rasch noch einige wichtige Grenzwertsétze in Erinnerung rufen. e Il est nécessaire de se
rappeler certains théoréemes importants sur les valeurs limites.

@

@

Jede Folge besitzt mindestens einen HP’PA, der auch +oo sein kann. (vgl. Seite 45).
e Chaque suite posséde au moins un HP’PAqui peut étre aussi oo (voir page 45).

Konvergenz einer Folge (a,,) bedeutet, dass der Grenzwert eindeutig ist. e La convergence d’une
suite (an) signifie que la valeur limite est univoque.

(Sonst gibe es mindestens zwei HP’PA, dazwischen eine Distanz d > 0, was dem Kriterium von
Cauchy widerspricht. e Si non il y aurait au moins deur HP’PAet entre ces deux une distance
d > 0, par contradiction au critére de Cauchy.)

an — a # oo = (|ay|) beschr’borné.
(Sonst wire oo HP’PAvon (|a,|), a, ist immer definiert. e Si non oo sera HP’PAde (|a,|), an est
toujours défini. )

an — a = {(by) — a fiir jede Teilfolge (b,) e pour toutes les suites partielles de (by,).
(Denn der Grenzwert ist eindeutig o Car la valeur limite est univoque.)

(ay) monoton und beschrinkt e monotone et borné = (a,) konvergent e convergent. (vgl. Seite
50 e wvoir page 50)

Was das Rechnen mit Grenzwerten betrifft, sei auf Seite 50 verwiesen. e En ce qui concerne les
regles de calcul pour les valeurs limites, il faut consulter page 50.

6.2 Reihen, Zahlenreihen — Séries, séries de nombres

6.2.1 Gegenstand, Motivation — Sujet, motivation

Wir betrachten eine Folge (a,). e Soit (a,) une suite donnée.

n

Definition: e Définition: Ein Glied s,, der Partialsummenfolge (s,,) = > aj heisst endliche
k=1
Reihe. .
e Un terme s, de la suite de sommes particlles (s,) = Y. ax
k=1

s’appelle série finie.
o0

Der formale Ausdruck Y aj := lim heisst unendliche Reihe oder
k=1 n—oo

kurz Reihe, die aufsummierten Glieder der Folge (a,,) heissen Rei-
henglieder.

[ee]
o L’expression formelle Y ap := lim s’appelle série infinie ou
k=1 n—ee
bref série, les termes additionnés de la suite de sommes partielles
(ayn) s’appellent termes de la série.

Falls der Grenzwert lim existiert, so heisst die Reihe konver-
n—oo

gent. Andernfalls heisst sie divergent.

e Si la valeur limite lim existe, la série s’appelle convergente.
n—oo

Si non elle s’appelle divergente.

Dass eine Reihe konvergiert bedeutet also, dass ihre Partialsummenfolge konvergiert. Man hat es
demnach mit speziellen konvergenten Folgen zu tun. e Qu’une série converge signifie donc que la suite
des sommes partielles converge. On a donc a faire avec des suites spéciales.
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Schreibweise: e Facon d’ écrire:
&)

s:= Y ai konvergiert e converge = s € CONYV, divergiert e diverge = s & DIV
k=1

Falls die Reihengleider nicht Zahlen, sondern Funktionen sind, hat man es mit Funktionenreihen zu
tun. Solche Reihen spielen in der Praxis bei der Approximation von transzendenten Funktionen (z.B.
f(x) = e*) durch Polynome oder von periodischen Funktionen durch trigonometrische Ausdriicke eine
grosse Rolle (vgl. Potenzreihen und Fourierreihen). e Si les termes de la série ne sont pas des nombres
mais des fonctions, on a des séries de fonctions. De telles séries jouent un grand réle en pratique
a Uapproximation de fonctions transcendentes (p.ex. f(x) = €) par des polynéomes ou de fonctions
périodiques par des expressions trigonométriques (voir séries de puissances et séries de Fourier).

6.2.2 Spezielle Reihen — Séries spéciales

1. Beispiel: e Exemple 1:

Aus einer arithmetischen Folge erhalten wir durch Summation eine arithmetische Reihe:
e Nous obtenons par sommation de la suite arithmétique la série arithmétique:

n n n n—1 n—1)n
s'rL:Zak:Z(a1+(l€—1)d):za1+dij:na1+d(T),\,)
k=1 k=1 k=1 k=0
Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

(ay) arithmetische Folge e suite arithmétique

(n—1)n

Beh.: e The.: S, =na; +d 7

Hinweis: e Indication:

Geg.: o Donné: Arithmetische Folge ap = a1 + (k—1)d
e Suite arithmétique ar, = a1 + (k —1)d

Summe: e Somme:

A=a1+as+as+...+a, =7 A
A =ay-1+az-1+az-1+. . +a,-1 =n-a1+A; 2
Aot =n-ar+n-(n—1)-d=n-a1+2-Ay )

(n—1)-d d
:»A:MHW%

—
——
o
-

2. Beispiel: e Exemple 2:

Aus einer geometrischen Folge erhalten wir durch Summation eine geometrischen Reihe:

e De la suite géomértique nous obtenons par sommation la série géomértique:
n n

n n
sn=Y o= =3¢ q=>@""a)=a-I+qg+PF+...+¢")
k=1 k=1 k=1 k=1
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Es gilt: e Il vaut: (¢g#1)

It+g+@+.. +¢" ) 1-)=0+¢+F+..+¢" )=+ + +...+¢")=1-¢"

2 no1_ L—4q"
= 14+q+q¢ +...+¢q zl_q,q;él
Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

(an) = (¢") geometrischen Folge e suite géométrique

R u l—q
Beh.: e The.: Sn= Y. ap=ay -

lg) <1 = Reihe konvergent e série convergente
lgl > 1 = Reihe divergent e série divergente

Bemerkung: e Remarque: Arithmetische und geometrische Reihen spielen in der Finanzma-
thematik eine Rolle. e Les séries arithmétiques et géométriques
sont importantes dans les mathématiques des finances.

3. Beispiel: e Exemple 3:

Numerische Reihe (Dezimalbruch): e Série numérique (fraction décimale):
noocp

No = 2 1o

k=1

Da unendliche Dezimalbriiche eine reelle Zahl darstellen, ist damit zu rechnen, dass numerische Reihen
konvergieren. Fiir den exakten Beweis miissen wir uns die theoretischen Grundlagen aber erst erarbeiten.
e Comme les fractions décimales infinies représentent des nombres réels, on prétend que les séries
numériques convergent. Pour avoir une preuve exacte, il faut d’abord €élaborer les fondements théoriques.

4. Beispiel: e Exemple 4: Alternierende Reihe: e Série alternée:

n
An =% 35 (=1 [ag]
k=1
~> Problem: e Probleme: Konvergenz? e Convergence?

5. Beispiel: e Exemple 5: p—Reihe: e Série ”p”:
n

1
P, =a —, pcl
! k=1 kP

~»  Problem: e Probleme: Konvergenz? (S. p. 54) e Convergence? (V. p. 5/)

6. Beispiel: e Exemple 6: Harmonische Reihe: e Série harmonique:

UM 1 1 1 1
n k;k totgtg Tt

~> Problem: e Probleme: Konvergenz? e Convergence?
Konsequenz: e Conséquence: Um die Konvergenz beurteilen zu konnen, miissen wir uns erst

Konvergenzkriterien erarbeiten. e Pour pouvoir juger la convergence, il faut d’abord élaborer des
criteres de convergence.
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6.2.3 Konvergenzkriterien — Critéres de convergence

Nullfolgekriterium — Critéres de suite convergeant vers zéro
n
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: > ar € CONV
k=1
Beh.: e The.:

(ay) Nullfolge e suite convergeant vers zéro ( NF’SZ)

n

Idee zum Beweis: Falls (a,) keine Nullfolge wére, miissten die Werte von s, = Y ai mit n stindig
k=1

wesentlich dndern, was bei einer Konvergenz nicht sein kann.

n
o Idée quant a la preuve: Si (a,) n'était pas une suite convergeant vers zéro, les valeurs de s, = Y ay
k=1
devraient changer avec n, ce qui ne peul pas étre pour une suile convergente.

Achtung: e Attention: Die Umkehrung (Konversion) des Nullfolgenkriteriums gilt nicht! e La
conversion de ce critere de la suite convergeant vers zéro ne vaut pas!

Das sieht man z.B. an der harmonischen Reihe H,, = ZZZI % Spéter werden wir beweisen, dass diese
Reihe divergiert. Trotzdem bildet die Folge der Glieder (a,) = % eine Nullfolge.
e Ca se voit p.ex. a la série harmonique H, = ZZ=1 % Plus tard nous allons prouver que cette série

diverge. La suite des termes (a,) = % forme quand méme une suite convergeant vers zéro.

Abéidnderung von Reihengliedern — Changement de termes d’une série

Wenn man bei einer konvergenten Reihe endlich viele Glieder verindert, so dndert man die Summe
endlich viele Male um jedesmal einen Wert. Das ergibt dann einen neuen, wieder exakt definierten Wert
oder Grenzwert der Reihe: Die Reihe bleibt konvergent. Genauso bei divergenten Reihen und bei Folgen.
Das was das Konvergenzverhalten der Reihe wirklich bestimmt, ist somit ihr ,,Schwanz“ und nicht der
Anfang. Weiter: Die Grenzwertsétze fiir Folgen gelten auch speziell fiir Summenfolgen oder Reihen. Falls
z.B. s, konvergiert, so konvergiert auch jede Teilfolge von s,, gegen denselben Grenzwert.

e Si l’on change d une série convergente un nombre fini de termes, on change la somme en un nombre
fini d’étapes, chaque fois par une valeur. Alors ¢a nous donne une valeur nouvelle de la série (valeur
limite), aussi exactement définie: La série reste convergente. Analoguement pour des séries divergentes
et pour des suites. Ce qui influence essentiellement le comportement de convergence de la série est
donc "la queue” de la série et non le début. En plus: les théorémes de limites pour les suites valent
spécialement pour les suites de sommes, donc pour les séries. Si p.ex. s, converge, chaque suite partielle
de s, converge aussi vers la méme valeur limite.

Satz: e Théoréme: Veréindert man endlich viele Glieder einer Folge oder Reihe, so dndert sich
die Konvergenz nicht. e Si [‘on change un nombre fini de termes d’une
suite ou série, la convergence ne change pas.

Die Grenzwertséitze fiir Folgen gelten auch speziell fiir Reihen. Z.B. kon-
vergiert mit s, auch jede Teilfolge von s, gegen denselben Grenzwert.

e Les théorémes de limites pour les suites valent spécialement pour les
séries. P.ex. si s, converge, chaque suite partielle de s, converge aussi
vers la méme valeur limite.
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Majorantenkriterum — Regle de comparaison

Die Begriffe Majorante (kurz: Major ) und Minorante (kurz: Minor ) haben wir schon auf Seite 46
getroffen. e Nous avons défini les notions de majorante (bref: Major ) et de minorante
(bref: Minor ) a la page /6.

o) o)
Zur Erinnerung: e Rappelons: Vpsn, |an| < ¢ ~ Y. ¢ Major zu e pour > |ag|
k=1 k=1

o) o)
und e et > |ag| Minorzu e pour Y cj
k=1 k=1

Satz: e Théoréme: 1. Jede nicht negative Minorante einer konvergenten Reihe ist absolut kon-
vergent. e Chaque minorante non négative d’une série convergente con-
verge de facon absolue.

2. Jede Majorante einer divergenten Reihe mit nicht negativen Gliedern ist
divergent. e Chaque majorante d’une série divergente, dont les membres
ne sont pas négatifs, est divergente.

Zum Beweis: o Quant a la preuve:

(1) Eine Majorante einer nicht negativen Reihe muss lauter Glieder > 0 haben, die Majorante muss also
monoton wachsen. Da sie konvergent ist, muss sie beschrinkt sein. Somit muss auch die nicht negative
Minorante beschriankt sein. Da diese keine negativen Glieder hat, muss sie monoton wachsen. Daraus
folgt die Konvergenz. e Une majorante d’une série non—négative doilt consister completement en termes
> 0, la majorante doit donc croitre monotonement. Comme elle est convergente, elle doit étre bornée.
La minorante non—négative est donc aussi bornée. Comme elle n’a pas de membres négatifs, elle doit
croitre monotonement. De ces failts on déduit la convergence.

(2) Offensichtlich wichst die Minorante hier iiber alle Grenzen. Dieses Verhalten iibertrégt sich auch auf
die Majorante. o Comme on voit, la minorante croit infiniment. Ce comportement vaut donc aussi pour
la majorante.

[e'e) n+1
Bsp.: e Exemple: Y
n=1 N

€ CONV, denn die konvergente geometrische Reihe e parce que la

&)

série géométrique convergente Y, 0.9 ist Maiorante e est majorante.
k=1

Bemerkung: e Remarque:

Mit Hilfe des Majorantenkriteriums lassen sich spéter weitere Kriterien gewinnen. (Quotientenkriterium
(von d’Alembert!'?), Integralkriterium w.s.w.) e Plus tard nous allons déduire d’autres critéres a l’aide
de la régle de comparaison. (Critére de d’Alembert'®, critére de 'intégrale, etc.).

Konsequenz: e Conséquence:

Sei e Soit a, € {0,1,2,...,8,9}

108

a =9 =1 1 9
L <Y —=9) (—)"=9.——=9.— =10 = Major!
107 —;wn ;(10) - L 10 ajor

144’ Alembert, 1717 — 1783
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Absolute Konvergenz — Convergence absolue

[ee]
Definition: e Définition: >~ ay, heisst absolut konvergent e s’appelle absolument con-
k=1

&)
vergent < > |ai| konvergent e convergent.
k=1

&)
Schreibweise: e Fagon d’ écrire: Y a, € ABSCONV

k=1
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: > ar € ABSCONV
k=1
Beh.: e The.: > ar € CONV
k=1

Achtung: e Attention: Die Umkehrung (Konversion) gilt nicht! Das werden wir spéter z.B.
wieder an der harmonischen Reihe H,, = ZZ=1% sehen. e La conversion de ce théoréme ne vaut pas!
Nous allons voir ce fait p.ex. plus tard a la série harmonique H, = ZZ=1 %

n n
Zum Beweis: o Quant a la preuve: Sei e Soit (Sq.n) = Y. |akl, (sp) = . ak
k=1 k=1

&)
Z ay € ABSCONV = (84,,) monoton wachsend (|ai| > 0) und beschriinkt e croissant monotonement
=1

(|ak| >0) et borné.
| Z ag| < Z lak| = Z ay beschrinkt e borné.

n
Wiire (s,) := Y. ar € CONV, so existierten mindestens 2 HP’PA a und b, a # b.
k=1

n
o Si(sy):= > ar ¢ CONV, il existerait au moins 2 HP'PA a et b, a # b.
k=1

~» 3 Teilfolgen e 3 suites partielles sy, Sj, sm € Ue(a), s; € Uc(b),
|Sa,m — Sa,j| > |$m — sj| > |a—b —2e>M >0 fir e poure geniigend klein e assez petit.

Andererseits gilt wegen dem Cauchy—Kriterium infolge der absoluten Konvergenz: e D’autre part il vaut
a cause du critére de Cauchy et par suite de la convergence absolue:
|Sa,m — Sa,j| = 0 = Widerspruch! e Contradiction!

Bsp.: e Exemple:

i (=0.9)"+! 0.9)7+!

1 € ABSCONV nach dem letzten Beispiel e selon l’exemple dernier.
k=1

Leibnizkriterum — Critére de Leibniz

Das Leibnizkriterium gilt fiir alternierende Reihen: e Le critére de Leibniz vaut pour des séries
alternantes:
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

sp =+ > (=1)¥|ag|, (Jag|) streng monoton fallende Nullfolge
k=1

e suite convergeant vers zéro décroissant de facon monotone et stricte

Beh.: e The.: (sn) € CONV

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Sei e Soit |ax|=ar >0,
Sp=a1— a2+ a3 —as+as—...Ea,

Programm: Zeige e Programme: montrer

@ (1.) Zeigen: e Montrer: (s,) beschrankt e borné.

@ (2.) Zeigen: e Montrer: (s2,) streng monoton e strictement monotone.
~ 1.,2. = (san) € CONV.

@ (3.) Zeigen: e Montrer: Sopt1 — Sap — 0 = lim s9,41 = lim s9p,
n—oo n—oo

= lim s, = lim sg,41 = lim s, € Conv ~ ©)
n—oo n—oo n—oo

Die Beweisarbeit: e Le travail de prouver:

@ (2) (Jag|) streng mon. fallend e décroissant monotonement, stricte

= Sop=a1—a2+az—as+...=by +by+ ... >0~ streng monoton wachsend
—— =
b1>0 ba>0

e croissant, strictement monotone

@ (1.) Sapg1 = San + Gant1 > S2p >0 = Vypen s, >0

52n+1=a1—(a2—a3 —(a4—a5 —...<a

c1>0 c2>0
S2p+2 = S2n+1 — G2n42 < S2p+1 < A1
Sont1 < a1, Sapt2 < a1 = VpeN Sn < a1 = Vpen 0 < s, < a1 = (sp) beschr’borné

@ (3.) S2n+1 — S2n = a2n4+1 — 0 weil o parce que {(a,) Nullfolge nach Voraussetzung e suite vers zéro
selon I’hypothese ~ ©
1 1

x 1 1 1
Bsp.: e Exemple: > (-1)ffl-o=1--4+-—->4_— €CONV
k=1 k 2 3 4 5

Quotientenkriterium — Critéres de d’Alembert

o0
Satz: e Théoréme: |M| <g<1 fir e pourk>ky = ar, € ABSCONYVY
ag k=1

ak+1 , <
|?|2q>1 fir o pourk>ky = Y. ap € DIV
k=1
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Zum Beweis: e Quant a la preuve:

| a/k—‘rl
ag
= geometrische Reihe ist Majorante e série géométrique est majorante.

<gq ar+1] < |ax|q ap+2| < |ars1]q < |ax| g ak4n| < |ak| ¢’
| <q = lappl <larlqg = lanie| < lara] g < larl¢® = = | | < lak|q"

Analog im Falle der Divergenz. e Analoguement dans le cas de la divergence.

Fiir das spéitere Studium der Potenzreihen ist folgendes Beispiel wichtig: e Pour les études ultérieures
des séries de puissances l’exemple suivant est important:

< ok o9
Bsp.: e Exemple: kzz:1 i € CONV ?
k+1 | k | Xk
Q41 c k! c c k! c c
= === |—| |=|=|——| =0 V. E—C(’)
o = =l el T = g 70 7 Vem 2 gy € COMY

Integralkriterium — Critére de ’intégrale

Problem: e Probléeme:

o ?

Z ay € CONV ?

k=1

Betrachte die Situation: e Soit donné la situ-
ation:

lag| < f(z) fir e pourz €[k, k+1),keN, k> Ny, [ f(z)dz ex.
No

¢
NIE

|ax| monoton wachsend e croissant monotonement

=
Il

1

No—1 n k+1 No—1 n+l

al=E a1 5+ $ = £ 4] fade < £ T ) ds e

NIE

k=1 k=1  k=No k =1 N =1
&) &) &)

= > |ax| beschr’borné = > ar € ABSCONV = 3 ap € CONV
k=1 k=1 k=1

Analog: e Analoguement:

lag| > f(z) fir e pourz €[k, k+1), keN, k>Ny, [ flx)dz=00 = ) |ar|] =00
No k=1
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

i@t lan] < f(x) fir o pourx € [k, k+1),

o0
k>No, keN, [ f(z)dzex. .
No

Beh.: e The.:

S ax € ABSCONY
k=1

Vor.: e Hyp.:

i@ : lan] > f(zx) fir o pourx € [k, k+1),
[ee]

k> Ny, keN, [ f(z)dr=o0
1

Beh.: e The.:
o0

> lak| = o0
k=1

1. Beispiel: e Exemple 1: p—Reihen e Séries ”p”

1 [ee] [ee]
— = (k7P <(x—1)"P fir o pourxzelk,k+1), k>2, x—1)"Pdzr= [(z)Pdx
k/’p |p21 5 1
1 oo 1 oo 1 1 1
= (x)—;l)-f-l |1 = —1 |1 = 1 —1 =
—p+1 (I—p)ar (1 =p) (c0)? (L—p) (1) p—1 _,

=1
= Zk—peABSCONV fir o pourp>1
k=1

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.: p>1
x 1
Beh.: e The.: > w € ABSCONV
k=1

2. Beispiel: e Exemple 2: Harmonische Reihe e Série harmonique

1 1 1 1

k_P:(E)pZ(E)l‘K”Sl 25 fir o pourx € [k,k+1), k>1,

o o > 1
J1lzdz=In(z)| =In(co) —In(l) =In(c0) =0 = Y — = 00
1 k=1 FP lo<p<a

= 0

Eol

[ee]
Spezialfall: o Cas spécial: >
k=1

~>  Die harmonische Reihe ist divergent!
e La série harmonique est divergente!
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Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.: 0<p<l1
> 1
Beh.: e The.: > — e DIV
=1 kP

Speziell: e Spécialement: Die harmonische Reihe ist divergent! e
La série harmonique est divergente!

[ee] [ee]
1 1
Bemerkung: e Remarque: p==- = 0<p<1l = E — = E e DIV

3. Beispiel: e Exemple 3: Sei o Soitap-kP - ce€R = c—c<ap-kP<c+e

c—¢ c+e
< <+

o S S = (c—¢)- —< akg(c—i—a)-z

Wegen den Korollaren gilt daher e Par conséquence des corollaires il vaut donc:

p>1 = ZakECONV, pE(O,l] = ZakEDIV

k=1 k=1

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.: ap -k? —ceR
Beh.: e The.:
[ee]
> ap € CONV fiir o pourp>1
ko:ol
> ap € DIV fiir o pourp € (0,1]
k=1

4. Beispiel: o Exemple 4: Sei o Soitap =2k 3+5k735 - 6k=*3

1 1 1 >
3 — 0 —0.5 —1.3 _ E
k=1

Allgemeiner: e Plus général: Seien e Soient

P.(k) =b. k" + b1 Er~l'+ ... 4b k' +by~ Polynom e Polynéome pgrad =r

Qs(k) =dsk® +ds_1 k5 1+ ...+ d k! +do~ Polynom e Polynéme pgrad = s

. o) Pr(k/,) ?
Problem: e Probleme: ) c CONYV ?
k=1 s

. , Qs(k) b k™ 4 by kTP 4 4 by BT 4 b kP
S Soit p>1. ap-kP = kP - =
e e ooup a Qs (k) dok® +do k4. +dikitdy ¢

fir © pourr+1<r+p<s(~ —>d—r fiir © pourr+p=3s, —0 fir ¢ pourr+1<r—+p<s)

S

© b kTP 4 b KT by KNP 4 b kP
CcO fii 1
~ P bt d T T T dg € CONYV fiir @ pourr+1<s
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Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.: r+1<s

Beh.: e The.:

© b k" b1 kT b kY 4+ b

c CONY
=1 ds kS +ds_1 kST + ..+ di kY 4 do

X 18K — 11K + Th* + 9%% + 10k 4+ -1
5. Beispiel: E le 5:
eispie e bxemple k; 11k +12k3 — 8Kk +2

14 cony

Waurzelkriterium!'® — Critéres de Cauchy!®

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: Vl]ax| = beR

Beh.: e The.:

b<1l = > |ax| € CONV
k=1

o)
b>1 = > |ax| € DIV
k=1

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Sei o Soitb <1, k> Ny = {/|lap] <b+e<qg<1l = |ax| < ¢*® ~ Konvergenz, denn eine
konvergente geometrische Reihe ist Majorante e convergence, parce qu’une série géométrique convergente
est magjorante.

Sei o Soith>1, k> Ny = {/|lax] <b—e>¢>1 = |ax| > ¢* ~ Divergenz, denn eine Divergente
geometrische Reihe ist Minorante e divergence, parce qu’une série géométrique divergente est minorante.

<k k2 1 1
1. Beispiel: ¢ Exemple 1: Y (——5——)" € CONV, {|ar| = 75— = — o<1
= 3k -2 3k2-2 3-2% 3

> 1 > 1
2. Beispiel: o E le 2: S €CONY, Y o =+
eispiel: ¢ Exemple k2=:1 S 2 R + P

6.2.4 Arithmetik mit Reihen und bedingte Konvergenz — Arithmétique de
séries et convergence conditionnée

Bedingte Konvergenz — Convergence conditionnée
(o]
Definition: e Définition: 3" ai bedingt konvergent e semi—convergent!6
k=1 [ee] [ee]
= Z ag € CONV A Z |ak| € DIV
k=1 k=1

15 Cauchy, 1789 — 1857
16franz. e semi-convergence ou convergence conditionnée
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Bsp.: e Exemple:

0o (_1)k+1 (-1 k+1
L b . h « ;,S/ . d L b - S — = —
,Leibnizreihe* o ”Série de Leibniz k2=:1 — Sa Z —1= Z A

~ S € CONV nach dem Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen e d’apreés le theoréme de Leibniz
pour des séries alternantes

S = In(2) (Potenzreihen!) e (Séries de puissances!)

Sa € DIV (harmonische Reihe e série harmonique)

Bsp.: e Exemple:

o L o oo (—1)k+t 1 1 1
,Leibnizreihe“ e ”Série de Leibniz” S := Y, ——— =1— -+ - — —
= 2k—1 2 5 7

~ S € CONV nach dem Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen e d’aprés le théoréme de Leibniz
pour des séries alternantes

S = arctan(1) = — (7 berechnen, Potenzreihen!) e (Calculer w, séries de puissances!)

1

Achtung: e Attention: Beim gedankenlosen Rechnen mit bedingt konvergenten Reihen kénnen
eklatante Widerspriiche produziert werden! e En calculant avec des séries semi—convergentes, on peut
produire des contradictions éclatantes!

o (—1)kt! 1 1 1 1 1
sp e Exemple k2=:1 ’ 2+3 4+5 6+
_a 1) 1+(1 1) 1+(1 1) 1+ 1 1+1 1+1 1
_1 21 41 ?i 61 18 5 110 12 "1_2 4 6 8 10 12
:—1—— —_ — — —_- — — = — = — =
2( 2+3 4+5 5 ) 2S:S 2S:S 0

1 1 1
Andererseits: e D’autre part: S—1—§+§—Z+g 6+ = S5>0=0>0
—— N——

>0 >0 >0

~»  Widerspruch! e Contradiction!

Wo liegt das Problem? Waren nicht alle ausgefiithrten Schritte richtig? Oder gilt etwa doch 0 > 07 —
Eine genaue Analyse zeigt, dass doch ein Problem existiert: Wir haben hier Gesetze der Arithmetik auf
unendliche Summen angewandt. Wir haben das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz unendlich
oft gebraucht. Bewiesen resp. die Beweise angedeutet haben wir frither die Gesetze nur fiir endlich
oft-malige Anwendungen! e Ou est le probleme? Est—ce que les étapes n'ont pas toutes été exécutées
correctement? Ou bien est—ce que 0 > 0 vaut quand méme? — Une analyse exacte montre qu’il y a
quand méme un probléme: Nous avons appliqué les lois de I’arithmétique pour des sommes infinies. Nous
avons appliqué la loi commutative et la loi associative infiniment de fois. Mais nous avons prouvé ces
lois resp. donné l’idée de la preuve seulement pour des termes finis!

Konsequenz: e Conséquence: Die Gesetze der Arithmetik sind nur fiir endliche Terme bewiesen
worden. Bei bedingt konvergenten unendlichen Reihen diirfen wir sie nicht mehr beliebig und bedenkenlos
anwenden! e Les lois de ['arithmétique ont été prouvées pour des termes finis. Pour les séries infinies
semi—convergentes, nous ne pouvons plus les appliquer de maniere quelconque et sans réfléchir.

6.2.5 Rechnen mit Reihen — Calculer avec des séries
Regeln: e Reégles: (Umformung von Reihen e Changer les termes d’une série)
1. Setzt man in einer konvergenten Reihe S irgendwie Klammern, so nennen wir die entstehende

Reihe S(,y. Dann konvergiert S,y gegen dieselbe Summe wie S. e Si nous mettons dans une série
convergente des parenthéses, nous appelons la série obtenue S(,y. Puis cette série a la méme valeur
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limite que S.
Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Konvergiert S, so konvergiert auch S,y nach dem Cauchy-Kriterium fiir konvergente Folgen. e Si
S converge, S(.) converge aussi d’apres le critere de Cauchy pour des suites convergentes.
[ee] n [ee]
S = Zak: Zak—i— Z ar =S, +R,, R,—0
k=1 k=1 k=n+1
Analog: e Analoguement:
S =50m T By By =0 = Sp=50n =5, Sn=25)n = S = =50

2. Eine Reihe, die man durch Setzen von Klammern aus einer divergenten Reihe mit positiven
Gliedern erhilt, divergiert. e Une série qu’on obtient d’une série divergente aux termes positifs en
mettant des parenthéses, diverge aussi.

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Divergiert S gegen oo, so ist die Partialsummenfolge (S,,) = (S(),,) unbeschrinkt. Daher divergiert
auch S(,) gegen oo.
e Si S diverge vers oo, la suite des sommes partielles (Sn) = (S(),n) n'est pas bornée. S,y diverge
donc aussi vers co.

3. Eine Reihe, die sich durch Setzen von Klammern aus einer divergenten Reihe mit gemischten
Gliedern ergibt, kann konvergieren oder divergieren. e Si on obtient une série d’une autre série
divergente aux termes positifs et négatifs, cette nouvelle série peut converger ou diverger.

x x 2k+1
Bsp.: e Exemple: S= Y ap= > (-1)F1. k:+
k=1 k=1

2k+1 1
ar, = (=1)F1. k:+ :(—1)’“_1(2+E)—>i2«» 2 HP’PA = Divergenz e divergence.
) 79 dm—-1 4dm+1

Kl e P eses: S = (3 — = - — = —

ammern: e Parenthéses: S = (3 2)+(3 4)+ +(2m—1 ™ )+ ..,
dm—1 4m+1 (dAm—-1)2m—Am+1)2m—-1) 1
2m —1 2m (2m—1)(2m)  4Am2-2m

1 1

Am?2>4dm? —2m>4m®> —2m>=2m?> >0 = <

<
4m2 ~4m2—-2m  2m?
~» Positive Klammern, Reihe beschrinkt durch konvergente Majorante (p—Reihe, p = 2)
e parenthéses positives, série borné par majorante convergente ("série p”, p=2)

S e CONVY

4. Geg.: e Donné: Absolut konvergente Reihe S. Daraus erhalte man eine neue Reihe S* durch
beliebige Umordnung der Glieder (ev. unendlich oft Kommutativgesetz anwenden). e Série S
convergente de facon absolue. On transforme S en une série S* en changeant l’ordre des ter-
mes de maniére quelconque (éventuellement appliquer la loi commutative un nombre infini de fois).

Beh.: e The.:

S* konvergiert absolut gegen S. e S* converge de fagon absolue vers S.

Anschaulich zum Beweis: o Quant a la preuve “clairement compréhensible”:



214

KAPITEL ¢ CHAPITRE 6. REIHEN — SERIES

Absolute Konvergenz: Man stelle sich einen Kartonstapel, bestehend aus unendlich vielen Scheiben
der jeweiligen positiven Hohe |ay| vor, dessen Gesamthohe S betrdgt. Man kann diesen Stapel
beliebig neu ordnen, indem man in irgend einer Reihenfolge Scheiben herauszieht und zu einem
neuen Stapel aufschichtet. Der neue Stapel kann so nicht hoher werden, denn er ist wihrend dem
Umordnungsvorgang tiefer als der alte. Ordnet man dann den neuen wieder zum alten um, so gilt
das gleiche Argument. Daher miissen beide Stapel gleich hoch sein.

e Convergence absolue: On s’tmagine un tas qui consiste en un nombre infini de disques de carton,
chaque disque d’une hauteur |ay|, avec une hauteur totale S. On peut réarranger ce tas de fagon
quelconque en retirant des disques dans un ordre quelconque et puis en les entassant sur un tas
nouveauz. Le nouveau tas ne peut pas devenir plus haut que le vieux, parce que pendant le temps du
réarrengement il est plus bas que le vieux. Si on réarrange le vieux tas, le méme argument compte.
Les deux tas doivent donc avoir la méme hauteur.

Zur gewohnlichen Konvergenz: Man firbe die ,negativen Scheiben“ griin, die positiven rot. Bei
der absoluten Konvergenz ist die Gesamthohe der griinen und roten endlich, bei der gewdhnlichen
Konvergenz hat man vermutlich die Hohe der roten minus die der griinen. Die Stapelhthe messen
wir in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung z.B. auf einer Tischoberfliche liegt, wobei die
griinen fiir sich nach unten zu liegen kommen (unter die Tischoberfliche). Wenn wir nun den
Ursprung verschieben auf das untere Niveau des griinen Stapels fiir sich, so haben wir beziiglich
Umordnung die Situation wie bei der absoluten Konvergenz. e Quant a la convergence simple:
Colorons les ,disques négatifs® en vert, les positifs en rouge. Quant a la convergence absolue, la
hauteur totale des verts et rouges est finie, quant a la convergence simple, la hauteur totale est
propablement la hauteur des rouges moins la hauteur des verts. On mesure la hauteur du tas dans
un systeme de coordonnées dont l’origine se trouve p.ex. sur la surface d’une table. Les verts sont
a placer a part en bas (sous la surface de la table). Si l'on déplace lorigine sur le niveau bas du tas
vert pris pour soi, on a par rapport a un réarrengement la méme situation comme a la convergence
absolue.

Man kann die Glieder einer bedingt konvergenten Reihe so umordnen, dass eine divergente oder
eine konvergente Reihe mit beliebiger Summe entsteht. e On peut réarranger les termes d’une
série semi—convergente de facon qu’on obtient une série divergente ou bien une série qui converge
vers une somme donnée.

Dass solche ,,unglaublichen“ Dinge passieren kénnen, haben wir oben bei der Umordnung der Leib-
nizreihe gesehen. e En réarrangeant la série de Leibniz nous avons vu que des choses "incroyabes”
peuvent arriver.

Regeln: e Regles:

(Fiir Addition, Subtraktion und Multiplikation von Reihen. e pour addition, soustraction
et multiplication de séries.)

o) o)
Seien e Soient A= > ar, B= > by

k=1 k=1

Damit lassen sich neue Reihen bilden: e A [’aide de ces séries nous pouvons former des séries nouvelles:
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(ar — bi),

18
S

I

M8
B
_l’_

=
il MX
Mg

o

£

k
o0
Zwkz(a1b1)+(a152+a251 ay by +az by +agby) +

1. A= 3" ax € CONV, B= 3 by € CONV = 3 (ap£by) =A+BeCONY
k=1 k=1 k=1

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

n

o0
AECONY = Y ar= > ap+ Z ar = San + Ran, Rapn —0

k—l k= k= TL-‘rl
BeCONY = Zbk—Zbk-i- Z by = Spn + Ry, Rpn — 0 =
k=1 k=1 k=n+1
n
A+ B = San'i‘Rani(Sbn'i‘Rbn):Zakizbk+Ra,nin,n:Z(akibk)'i‘Ra,nin,n
k=1 k=1 k=1

mit e avec (Ry £ Rpn) — 0

2. A= § ay € ABSCONV, B = 3 by, € ABSCONY
k=1

z (ar £ by) = A+ B € ABSCONV

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Man wéhle in der letzten Regel alle Terme positiv. e Choisir dans la régle précédente tous les
termes positifs.

3. A=Y ar € ABSCONV, B= Y b, € ABSCONV =
k=1 k=1

Zwk:(albl)—i—(albg—i—agbl)+(albg+agbg+a361)+...:A-B€ABSC(’)NV
k=1

Anschaulich zum Beweis: o Quant a la preuve “clairement compréhensible”:

[ee]
Man stelle sich A = > aj als endliche Lénge vor, die in unendlich viele positive Teillingen ay,
k=1
unterteilt ist. A - B kann als endlichen Flicheninhalt eines Rechtecks gedeutet werden, das aus
unendlich vielen Teilrechtecken besteht mit dem Inhalt a; - b;. Summiert man diese auf, so erhalt
man den gesamten Flicheninhalt. Dabei kann man die Reihenfolge der wy wéhlen.
[ee]
e Imaginons que A = 3" ay, soit une longueur finie qui consiste en un nombre infini de parties de
k=1
la longueur ay. Alors on peut comprendre A - B comme mesure finie de [’aire d’un rectangle qui

consiste en un nombre infini de rectangles partiels de la mesure a; - bj. Si l’on fait la somme, on
obtient le contenu total. On peut choisir l’ordre des wy,.

4 A= 3 ap € ABSCONV, B = ZbkeCONV
k 1
= Zwk:(albl)—i—(albg+agbl)+(a1b3+agbg+a3()1)+...:A-BEC(’)NV
k=1

Hinweis zum Beweis: e Indication quant a la preuve:
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Sp= > wi = (a1b1)+ (a1 ba+azb1)+ (a1 bs+azba+asbi)+...+ (a1 by +asbp_1+...+a, b1) =
k=1
al(bl+b2+b3+...+bn)+a2(b1 +bg+...+bn_1)+...+an(b1)
o0 o0

Die Glieder von Y aj werden somit mit Partialsummen von Y by multipliziert.

k=1 k=1
00

[ee]
e On multiplie donc les termes de Y ay avec des sommes partielles de . by.
k=1 k=1
Sei o Soit Maxp per+ = Maximum der Partialsummen von e mazimum des sommes partielles de
[ee]
> by (ex. wegen Konvergenz e ex. d cause de la convergence),
k=1 o
Ming pert = entspr. Minimum e minimum corresp.
n n
~* MinB,part -A L MinB,part : Z ar <5, < MaxB,part : Z ap < MaxB,part -A
k=1 k=1
~» S, beschr’borné

Die Konvergenz kann man sehen, wenn man im Rechteck (A - B) die Restfliche geschickt aufteilt
n

in einen Teil, dessen Inhalt mit R4, = A — > ax gegen 0 geht und einen Teil, wo der Inhalt
k=1

entsprechend mit Rp, gegen 0 geht. e On peut voir la convergence quand on partage dans le

rectangle (A - B) les surfaces qui représentent le reste en une partie dont la mesure va vers 0 avec

n
Ran=A— > ai et une partie dont la mesure va vers 0 avec Rp .
k=1

5. A= ZakECONV, B= ZbkECONV = (ZwkECONV vV ZwkEDIV)
k=1 k=1 k=1 k=1

Diese Aussage ist eine Tautologie. e Cette proposition est une tautologie.

6.2.6 Interessante Beispiele — Exemples intéressants

1. Beispiel: e Exemple 1: FEine Teleskopreihe: e Une série télescope:

Man benutze Partialbruchzerlegung! e Utiliser la décomposition en fractions partielles:

0 1 1 & 1 1
S = _ _ _
,,nz::l(Qm—l)-(Q +1) 2";(2771—1 2m+1)
1 a 1+1 1+1 1+1 )_1 1_1
2 3 '3 5 5 7 7 2 T2

2. Beispiel: e Exemple 2: Die Eulersche Konstante C: e La constante d’Euler C':

no ]
Definition: e Définition: lim () i In(n)) := C heisst Eulersche Konstante
k=1

n—oo

° s’app?alle constante d’Euler

s Lepry

- €

k=1 k f
Jedoch: e Mais par contre:

n 1
lim (3. = — In(n)) = C ~ 0.577215665

n—oo k=1 k
r=n 1

In(n) =In(z)|” "= [ p dx

=0

Zo
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r=n
1
< -1 - / —dx < 1 (Flicheninhalt vgl. Skizze e Aire voir esquisse)
x

k=1

Eol

—In(n) = Z
k=1

| =
ol

T

Konsequenz: e Conséquence: Die harmonische Reihe divergiert gleich stark wie der In.
e La série harmonique diverge aussi fort que le In.

6.2.7 Weitere Kriterien — D’autres critéres

Im Quotionenkriterium ist fiir den Fall |¢| = 1 nichts ausgesagt. In diese Liicke springen zwei Kriterien,
die hier ohne Beweis aufgefiihrt sind: e Pour le cas |q| = 1 rien n’est dit dans le théoréme de d’Alembert.
1l y a deux théorémes qui ferment cette lacune. Nous les donnons sans preuve:

n

Gegeben sei: e Soit donné: > ay

k=1
Satz: e Théoréme: Kriterium von Raabe e Théoréme de Raabe
Vor.: e Hyp.:
lim n-(1—|M|) =k
Beh.: e The.:

k>1 = 3 ap € ABSCONY
k=1

n

k<1 = > ar € DIV oder konvergiert bedingt
k=1

e ou semi—convergent

Satz: e Théoréme: Kriterium von Gauss'” e Théoréme de Gauss!”
Vor.: e Hyp.:
Ap41 k Cn
( :1+—+—2) AN (Elklvn>]\}'0: |Cn|<k1)
an non
Beh.: e The.:

k>1 = Y an € ABSCONY
k=1

n

k<1 = > ar € DIV oder konvergiert bedingt
k=1

e ou semi—convergent

Bemerkung: e Remarque: Beim Gauss—Kriterium ist die Trennung fiir £ = 1 scharf. e Pour
le théoréme de Gauss la séparation pour k =1 est stricte.

7Gauss, 1777 — 1855



218 KAPITEL ¢ CHAPITRE 6. REIHEN — SERIES

6.3 Folgen und Reihen von Funktionen — Suites et séries de
fonctions
6.4 Funktionenreihen — Séries de fonctions

Betrachte eine Funktionenfolge: e Considére une suite de fonctions:
(on(x)), Dy, (zy =1=][a,b] oder o oul = (a,b)

> Wenn gilt: x = z¢ = fix, so hat man eine gewthnliche Zahlenfolge.
e Sl vaut: x = xg = fixe, on a une suite de nombres comme nous la connaissons déja.

> Wenn gilt: = variabel, so hingt das Konvergenzverhalten vom Wert von z ab.
e S7il vaut: x = variable, la maniere de la convergence dépend de la valeur de x.

Man hat es hier mit einer Funktionenreihe zu tun. e Ici on a d faire a une série de fonctions.

6.5 Gleichmissige Konvergenz — Convergence uniforme
6.5.1 Problem und Definition — Probleme et définition

Wir definieren: e Nous définissons:

Definition: e Définition: on(z) = o(x) auf o surl <V eron(zo) — p(0)
~ (x) konvergiert gegen e converge vers p(x)

Epsilontisch®: e Dit avec epsilon:

(Pn(x) - @(x) <~ ngel Veso0 3N(ur;g,s) VTL>N(IL‘U,E) : |99n(x0) - @(x0)| <e

Problem: e Probléeme:

4
N(xo,¢) hiingt von xg ab e dépend de xqg. ~
N(zg,e) ist Funktion von o e est fonction 1
de xg. ¢ t— n=2
21 €,< €, 7
0 ! = X
o \_1x, %,

PX)E0

Daher ist vermutlich nicht garantiert, dass z.B. N(zg,¢) in I = (a, b) beschriinkt ist. e par conséquent il
n’est propablement pas garanti que N(zg,€) soit borné dans I = (a,b)

Z.B. e P.ex. lim N(xg,e) = co ist moglich e est possible.
To—a

Bsp.: e Exemple: (p,(z)) = (%), xe(1,2]=1

1
rel = pu(r) = () =0 mit e avecn — oo (Denn e car p,(v) — p(z) = — < ¢ fiir
x

1, 1 1
e pourn > Ny)~ d.h. e¢ v d. E<x = 1< {l/E< NQ/E<$
= Bei gegebenem sehr kleinem ¢ muss Ny sehr gross gewihlt werden, um x nahe zu 1 riicken zu kénnen.
Ny wichst so iiber alle Grenzen. e Si e soit donné tres petit, il faut choisir Ny tres grand pour pouvoir
choisir x trés proche de 1. Ny dépasse donc toutes les limites.

Genauer: e Plus exacte:
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Bsp.: e Exemple:
1
Sei e Soit Ng =10 fix e fize, £X) =550 = €(10,x)
1
on(z) = o z € [1,2]. |pn(z)] <

n’

10

1
< o, ()| = i 0(No, z) = €0(10, x)

A B

~» e-Schlauch zu e tuyau (tube)-—<, No =10, @, (r) = —5
x

Umgekehrt: e D’autre part:

1 1 . 1
Sei o Soit No =10, e fix e fivre, = <eo, v € [1,2] = 2™ > - = enoln@) > en(zg)
T 0

1
= No-In(z) > In(—)
€o

re[l,2], v#1, e<<1 = In(z) >0, 1n(%)>0

1n(€i)
= No > .
In(x)

— oo fiir e pourxz |0, e << 1fix e fize

Konsequenz: e Conséquence: Es ist nicht garantiert, dass N(x,¢) in I = (a, b) beschrinkt ist.
o Il n'est pas garanti que N(xg,¢e) soit borné dans I = (a,b)

~ lim N(zg,e) = oo ist moglich e est possible!
To—a

Fiir die Losung dieses Problems verwenden die Mathematiker ein vielerprobtes wissenschaftliches
Konzept: Sie klassifizieren die Funktionen iiber I und bilden zwei disjunkte Klassen: die Klasse der
Funktionen, die problematisch sind und diejenigen, die nicht problematisch sind. Jede Klasse wird dann
fiir sich untersucht. Zudem braucht es Kriterien, die iiber die Klassenzugehorigkeit entscheiden.

e Pour résoudre ce probléme les mathématiciens utilisent un concept bien établi dans les sciences: Ils
classifient les fonctions sur I en deux classes disjointes: Les fonctions qui sont problématiques et celles

qui ne le sont pas. Puis on examine chaque classe a part. En plus il faut trouver des critéres pour décider
a quelle classe une fonction appartient.

Den unproblematischen Funktionen geben wir einen Namen: e Nous donnons un nom auzr fonctions
non-problématiques:

Definition: e Définition: on(z) — ¢(x) gleichmissig iiber o uniformément sur I
< Ny(e,x) = No(e) unabhiingig von z (global) wihlbar
e peut étre choisi indépendamment de x (globalement)

Begriff: e Notion:

Statt ,,gleichmiéissig® sagen wir auch uniform. e (Ne concerne que l’allemand)

Schreibweise: e Facon d’ écrire:

on(r) — o(x) e UNTFCONV(I) (gleichmiissig konv. iiber I o conv. uniformément sur I)
1

Bsp.: e Exemple: (p,(z)) = <x_">’ r€[2,3]=1 e<1

e -n(r n
xN() >~ c0 0 = 0 0= 1 (x)

1n(%)
In(2)

Das ist erfiillt fiir o C’est en ordre pour Ng > =m(gg) € R.
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Bei der gleichmissigen Konvergenz ist die spezielle Wahl von € I ohne Einfluss auf das Konvergenzver-
halten. e Pour la convergence uniforme, une valeur spéciale de x n’influence pas la maniére de converger.

Konsequenz: e Conséquence: Bei gleichmissig konvergenten Funktionenfolgen sind die Definitionen
und Aussagen von den Zahlenfolgen iibertragbar. e On peut traiter les séries de fonctions qui convergent
uniformément comme de simples séries de nombres.

6.5.2 Gleichmissige Konvergenz von Funktionenreihen — Convergence uni-
forme de séries de fonctions

Definition und Bedeutung der gleichmissigen Konvergenz — Définition et importance de
la convergence uniforme

Reihen sind spezielle Folgen. e Les séries sont des suites spéciales.

Konsequenz: e Conséquence: Speziell sind gleichméssig konvergente Funktionenreihen wie
gewOhnliche Zahlenreihen behandelbar. e Spécialement on peut traiter les séries de fonctions qui
convergent uniformément comme de simples séries de nombres.

Definition: e Définition: ,Epsilontisch® fiir Reihen : e Dit avec epsilon pour des séries:
Sei e Soit R, () := Sp(z) — S(x)
Sp(x) — S(z) gleichmissig iiber e uniformément sur I
S Voer Ves0 INg ()N V> No(e) [ Bn(®)| < €

Die gleichméssige Konvergenz ist bei Operationen mit Reihen von grosser Wichgigkeit. Wéahrend man
zwei absolut konvergente Reihen gliedweise addieren darf, kann man gleichmiissig konvergente Reihen
gliedweise integrieren und in einem gewissen Rahmen auch gliedweise differenzieren. Diese Konvergenz
spielt spéter eine grosse Rolle bei Potenzreihen und bei Fourierreihen. e La convergence uniforme est
trés importante quant aux opérations avec des séries. Deux séries convergentes de facon absolue peuvent
étre additionnées terme par terme, tandis qu’on peut intégrer et aussi dans un cetain cadre différencier
les séries convergentes de facon uniforme terme par terme. Cetle convergence joue un grand réle plus
tard pour les séries de puissances et de Fourier.

Sitze iiber gleichméssig konvergente Funktionenreihen — Théorémes sur des séries de fonc-
tions convergentes de fagcon uniforme

8

Satz: e Théoréme: Majorantenkriterium von Weierstrass' e Théoréeme de la

majorante de Weierstrass'®

Vor.: e Hyp.:

[ee]
Im, kzl Mg — M € R, Vyenzer lpr(z)| < My

Beh.: e The.:

[ee]
> wr(z) konv. absolut und gleichmissig in I e conv. de fagon absolue et
k=1

uniforme dans I
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Zum Beweis: e Quant a la preuve: ~» Folgerung aus dem gewthnlichen Majorantenkriterium
e Conséquence du théoréme de la majorante simple.

Bsp.: e Exemple: Sei o Soitg: (x,k)—y=g(z,k),g: RxN—R

2 k 1 k
0 < W < = = Z w konv. absolut und gleichméssig in R e conv. de facon
k=1
absolue et uniforme dans R
Satz: e Théoréme: Dirichlet—Kriterium!® e Théoréme de Dirichlet!?

Vor.: e Hyp.:

(ax) NF’SZ,
(lax|) monoton fallend e décroissant de fagon monotone

n
Vienger @ |Sn(x)] =1 wx(z)| beschr’borné
k=1

Beh.: e The.:

ioi |lak| - or(z) € UNTFCONV(I)
k=1

n n
VneN, z€el |Sn| = |Z 123 (x)l beschr’borné~» Jpcr VneN, z€l |Sn| = |Z ‘Pk(x)l <m
kl kl

Zum Beweis: o Quant a la preuve: ~» Verallgemeinerung des Leibnizkriterium e Généralisation du
théoréme de Leibniz.

Bsp.: e Exemple: Sei e Soit o) (x) =sin(x + k),

| i n(z+km)| = |sin(x) +sin(z +7) +sin(z +27) + ... +sin(x + n7w)| =

= |sin(z) — sin(z) + sin(z

~

. tsin()] = |% (1= (—1)") - sin(z)| < 1

ar = — in(x + k1) € UNTFCONV(R)

ﬂp
aw

18 Weierstrass, 1815 — 1897
9 Dirichlet, 1805 — 1859
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Satz: e Théoréme: Kriterium von Abel?° e Théoréme d’Abel?Y

Vor.: e Hyp.:

Z or(r) € UNTFCONV(I),

k=1
(ay) monoton und beschrinkt e monotone et borné,
[a,b] C T

Beh.: e The.:

o)

S ak - o (x) €EUNTFCONV([a, b))

k=1

Zum Beweis: e Quant a la preuve: (a,) monoton und beschréinkt e monotone et borné
= 3,:a, —a = (a, —a) = (b,) NF’SZund monoton e et monotone.

[ee] [ee]
Betrachte: e Etudier: > a-@i(x)+ > by - or(x)
. k= k=1
Sa-pp(x)=a- > pr(x) € Unifconv(I) (Vor.l) e (hyp.!)
k=1 k=1
[ee]
> by, - @i (2) erfiillt die Voraussetzungen des Dirichlet—Kriteriums e satisfait les hypothéses du théoréme

de Dirichlet = Y b, - pr(z) € UNTFCONV(I)
k=1

S Y a @)+ S ba - ou(@) z<a+b onlz) =

k=1 k=1 k=1 k

(an) - () EUNIFCONV(I)

118

1

[e'e) k
Bsp.: e Exemple: ) % €EUNIFCONV([a,b] C R)
k=0 K

(Quotientenkriterium, vgl. Seite 207) e (Critéres de d’Alembert, voir page 207)

0 2k
2% = SO 5 7 EUNTFCONV (o, )

=~
Il
=]

<
Il
—

Weitere Kriterien, z.B. fiir Doppelreihen, vgl. Literatur. e Autres critéres, p.ex. pour des séries doubles,
voir littérature.

20 Abel, 1802 — 1829
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6.5.3 Gleichmissige Konvergenz und Vertauschungssidtze — Convergence
uniforme et théoremes d’échangement

Limesvertauschung, Stetigkeit — Echangement des limites, continuité

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

S(z) = > oi(x) € UNTFCONV(I)
k=1
Vienpr(z) € stet’cont(I) (d. h. e ¢. . d. ili»r? or(x) = pr(xo0))

Beh.: e The.:

S(x) € stet’cont(I)

Konsequenz: e Conséquence:

n n n
Jim ( lim kz_:l pr(2)) = lim kz_:l Jim gy () = lim ( lim kz_:l k()

Zum Beweis: o Quant a la preuve:

Annsonst: e Si non: iz, 1 @ — w0, |S(x;i) —S(w0)| >a >0 fir e pourxz; # xo

= [S(xi) = S(xo)| = [Sn(xi) + Ru(wi) — (Sn(zo) + Ru(wo))|

= |(Sn(x;) = Sn(z0)) + (Rn(zi) — Rn(x0))| > a fiir o pour x; # xo

Nach Vor. gilt aber: e Mais selon U’hyp. il vaut:

Sp(x;) = Sn(x0) A |Rn(zi)| <e1, |Rn(z0)| <2 fiir o pourn > Ny

= (Rp(z;) — Rn(x0)) — 0 fiir e pour n — oo Gleichmissige Konvergenz e Convergence uniforme
~» Np unabh. von e indépendant de xq

= [S(zi) = S(xo)| = |(Sn(@i) — Sn(20)) + (Rn(x:) — Rn(20))ln>n, 2 a>0

fiir o pour x; — xg geniigend klein e assez petit.

Bsp.: e Exemple:
o ok k L

> e UNIFCONYV([a,b] C R), Vien e stet’cont(I) ~ Y — € stet’cont(I)
P il P

Mit diesem Satz werden wir spéater die Stetigkeit von Potenzreihen untersuchen kénnen.
e A l'aide de ce théoréme nous allons examiner la continuité de séries de puissances.

Vertauschung von Summation und Integration — Echangement de somme infinie et
intégrale
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Seien o Soient p,(x), ¢(x) € INT
on(x) = p(x) e UNTFCONV(I), I = [a,b]

Beh.: e The.: Jon(z)de — [ p(z)dx
T T



224 KAPITEL ¢ CHAPITRE 6. REIHEN — SERIES

Zum Beweis: e Quant a la preuve: |p,(x) — p(z)| <e fiir o pourn > NO( )

:'Ifwn dx—fw ) dz| = Ifwn ) dz — () dw|<f|¢n )dz — ¢ < Je(

(b—a)—>0 furOpouTEHO:fapn dx—>f<p

=

S}

Bsp.: e Exemple:

Sei o Soit ¢, (v) = kz Y(z) — p(x) = 3 Yp(x) e UNTFCONV(I), I = [a,b]

= Jou()dr= [ $ vu(e)dr = 3 [vu(e)dz = [ pla)dr = | 3 () dr
1 1 k=1 1 1 T k=1

Andererseits gilt aus formalen Griinden: e D’autre part il wvaut pour des raisons formelles:

f‘Pn dx_wak dx—’wak

(Fiir die Zweifler an der Existenz der unendlichen Summe etwas genauer: e Pour ceuzr qui doutent de
lezistence de la somme infinie un peu plus exactement:)

S () — 2@ = | Y dela) = > blo)] <e
k=1 k=1 k=1 k=1

(gleichméissig:» unabh. von z e uniformément ~ indep. de x)

n e b
= |If(2¢k zw d$|<f|2¢k kz_ilw(x)ld$<ffd$=f(b—a)—>0
:fzwk dxﬂfzw ) dx :fzwk(x)dxzkiufwk(x)dx

I k=1 I k=1

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

pu(r) = 32 n(a) = ol) = 3 ila) € UNTFCONVI),
I=[0.b, Gutile) CINT

Beh.: e The.:

Die Integration ist also gliedweise moglich. e On peut donc intégrer terme par terme.

1. Beispiel: e Exemple 1:

> % € UNTFCONV([a,b] C R)

k=0

b oo xk 1 xk—i—l b e bk+1 ak—i—l
{Em Z/_x Zz:okz—i—l k! |a_§0(1€+1)!_(1€+1)!

2. Beispiel: o Exemple 2
oo cos(kx)
1k

£

\g/

€ UNTFCONV([0,27] C R)

27

i/cos dx_i—sizgkzx) |§w:i0_0:0
0

k=1 k=1 k=1

N
O%:‘ f
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Vertauschung von Ableitung und Summation — Echangement de somme infinie et dérivée

Satz: e Théoréme:

Zum

Vor.: e Hyp.:

on(r) = p(x) eUNTFCONV(I), I = [a,b]
on(z), p(x) € D(I) (diff’bar e dérivable)

Beh.: e The.: don(z) — do(x)
dx dx

Beweis: e Quant a la preuve:

on(x) — p(x) e UNTFCONV(I)
Lodeal@) | de(e) L en@t A0 —pu(e) | elo+ An)—pla)
dx dx Az—0 Ax Az—0 Ax
Ly $r(@ +AT) —pn(x) = (pe + Az) —¢(z)) . (Pnlz + A2) — oz + Az)) + (p(2) — n(2))
Az—0 Ax Axz—0 Ax

Wegen der gleichméssigen Konvergenz kann unabhingig von x dann |¢,(x + Az) —
— ()| < e gewihlt werden fiir n > Ny (bei gegebenem ¢).
nous pouvons choisir |pn(z + Ax) —

|§0n(x)

n > Ny (¢ donné).

Wir wihlen speziell:

o Choisir spécialement: ¢ = (Ax?)

| (Bul AT~ (e 4 ) 4 (o)~ gala))

Ax—0 Ax ) )
i a8 = plo + A+ (@) = () _ ek o (Ac) + (A7)
Az—0 |A$| Ax—0 |A$| Az—0 |A$|

= lim 2|Ax|—0 =

Az

Satz:

Zum
dpn(x

—0

d on(2) . do(x)

e Théoréme:

dx

Vor.: e Hyp.:

on(2), p(x n) € D(I) (diff’bar . dérivable), I = [a, b
on(z) = kz_: Yr(x), pz) = kz—:l Y (z) € D (diff’bar e dérivable)
on(@) €U I]-‘C(’)NV( )

Beh.: e The.:
d d o0 o0
%W(x) = @;wk(@ = >

o(x+ Az)| < e und
e A cause de la convergence uniforme
oz + Az)| < € et |pn(z) — ¢(z)| < e indépendamment de = pour

Beweis ° Quant a la preuve: Nach dem 1etzten Satz gilt: e D’aprées le dernier théoréme il vaut:

dx - dxzw

Andererseits gllt aus formalen Grunden

d i (x) d(p
Z dx dx dxzwk

k=1

‘¢ dwk( ) d iy (x) dip(x
kzzzl - kz::l dz 2:: dx T dx Zw
1. Beispiel: e Exemple 1:

° Dautre part il vaut pour des raisons formelles:
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oo ok
S(x) = 3 T €UNTFCONV([a,b] C R)
k=0 R:
dS(x) . d > zF _ e d xF B i k-1 s k=1 B oo 2k B
dx _dxzk;l_ dxk'_0+ k k! Z(kz—l)'_zkl_s(x)
k=0 k=0 =1 k=1 k=0
> B9 _ g
Andererseits gilt: e D’autre part il vaut: % pite _ pute

~ Vermutung: e Supposition:

kavxc o 0k
SO =Xt B

? e

- n0 _1 _,0_ O0+c _ _c RS
=0"=1=¢e =e¢ =e :C—O:ZM—
k=0

2. Beispiel: e Exemple 2: (Dieses Beispiel zeigt, wie man einen Ausdruck in verschiedenen Vari-
anten darstellen kann. e Cet exemple montre comme on peut représenter une expression de manieres
diﬁérentes )

ST T T R Ty
dx de 28 2k 27z 2
k=1 k=1 k=1 k=1 -
11 1 1 1
2z 1-3 2 2-%2
(ko) _ 1 = ln(k)
> = dezln(x)—i—C, C:kz_:l ok (=0~ C)
< In(kz) —In(k) 1n(% > 1n(x =1
= In(z) = e m X X or @ ) g =
k=1 k=1 k=1 k=1
3. Beispiel: e Exemple 3:
[ee]
f(x)= > —, = -1~ Konvergiert (Leibniz). e Converge (Leibniz).

flx)=> 7 = Zx(k_l), z = —1 ~» Konvergiert nicht. e Ne converge pas.
k=1 k=1

6.6 Potenzreihen — Séries de puissances

6.6.1 Theorie: Begriffe, Sidtze — Théorie: Notions, théoremes

Der Begriff — La notion

Wir wollen im Moment unter Potenztermen Terme der Form a,, ™ oder bei Koordinatenverschiebung
an (x — )™ verstehen, a, € R. e des Les termes de puissances soyent pour le moment des termes
de la forme a, x™ ou si le systéme de coordonnées est déplacé: a, (x — ¢)", ap € R.

Definition: e Définition: Eine Funktionenreihe, deren Glieder alle Potenzterme sind, nen-
nen wir Potenzreihe. e Nous appelons une série de fonctions,
dont tous les termes sont des termes de puissances, une série de
puissances.

&) &)
Bsp.: e Exemple: f(zr)= Y a,2" =ag+a1x+ax2®+azx®+..., h(z) Z n(z—c)"
I—O :
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Konvergenzbereich — domaine de convergence

Satz: e Théoréme: von e de Abel

Vor.: e Hyp.:

flx) = § bp (x — )" € CONV fiir o pourx =z, |c—z0|=d

n=0
I=(c—d,c+d)

Beh.: e The.:

Fx) =3 by (- )" € UNTFCONV(I)

n=0

Zum Beweis: e Quant a la preuve:
Wende das Dirichlet—Kriterium an auf
e Appliquer le théoréme de Dirichlet pour

i bn (20 — )" = i o(o)

n=0 n=0
xr —C xr —C
ap = (

xo_c) , lan| = |(x0—c
e pourx €l
(Dirichlet: Seite 221) e (Dirichlet: Page 221)

)| — 0 fiir

Alternative: Wurzelkriterium. e Autre possibilité: Critere de Cauchy.

227
b——/
I
A .
X,-C X, X,+ C x

Mit der nachfolgenden Definition kénnen wir jetzt ein denkwiirdiges Korollar formulieren:

o A l'aide de la définition suivante nous sommes capables de formuler un corollaire intéressant:

Definition: e Définition:

Korollar: e Corollaire:

Konvergenzbereich einer Funktionenreihe S(x):
e Domaine de convergence d’une série de fonctions S(x):

{zeR|S(x)} €eCONV

Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe ist ein Intervall.

e Le domaine de convergence d’une série de puissances est un in-

tervalle.

Symbol: e Symbole:

[(a,b]) :=[a,b] oder e ou=(a,b] oder e ou=[a,b) oder o ou= (a,b)

Definition: e Définition:

Sei e Soit [(a,b]) = Konvergenzintervall einer Potenzreihe

e intervalle de convergence d’une série de puissances,

a=c—d, b=c+d

~» r = |d| heisst Konvergenzradius e s’appelle rayon de con-

vergence

Berechnung des Konvergenzradius — Calculer le rayon de convergence

Sei o Soit f(x) = § by (x —c)":= 8
n=0
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Quotientenkriterium: e Critére de d’Alembert:

_ C)n+1

. bn+1
Y —x—c)- 1 1 1
L e | = |(z — )] ningo| ™ | <1 = SeCONV, ¢x >
= Se€DIV, g =1 = |z —¢|:=r = Konvergenzradius e rayon de convergence

} b,
= r- lim | n+1|:1, r= lim |——]
e n n—o0 bpt1
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
r= Konvergenzradius von e rayon de convergence de
f(x) Z by (x — )™
. b
Beh.: e The r= lim | |
n—00 by
1. Beispiel: e Exemple 1: f(z)= > — = r= lim —%— = lim (n+1) =
n=0 n! n— 00 m n—00
& 1
2. Beispiel: e Exemple 2: f(z)= > (z—¢)" = r= lim - = lim 1=
n—=0 n—oo 1 n—00
3. Beispiel: e Exemple 3:
e 22)" Z n+1 11
f(@) ,,;( b P S Zo e nh—>n<;lo 2T, "2

Sétze iiber Potenzreihen — Théorémes sur les séries de puissances

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Geg.: e Donné:
S(x) = 3 an(x—c)", H(z) Zb (z—o)"

n=0
Konvergenzintervalle e mtervalles de convergence

Is, Iy, I =1IsNIg

Beh.: e The.:

Dann gelten die folgenden wichtigen Aussagen: e Les propositions im-
portantes suivantes sont justes:

1. Wichtig: e Important
[a,b] C Is = S(z) € ABSCONYV([a,b]) N S(z) € UNTFCONYV([a,b]).
Ebenso fiir e De méme pour H(x)

(Bew.: e Pr’v.: Direkte Folgerung aus dem Quotientenkriterium e Conséquence du critére de
d’Alembert.)

2. Grenzwertsatz von Abel: e Théoréme limite d’Abel
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Eine Potenzreihe ist im Konvergenzintervall stetig: e Une série de puissances est continue dans

lintervalle de convergenge:
n

n
lim f(z) = lim (lim Y a-(x —¢)*) = lim Y lim a - (z —c)*
r—xTo r—Tp N—00 k=1 n—oo k=1 r—xTo

= lim i ak - (xo — ¢)F = f(wo)

n—00 k=1

(Bew.: e Prv.: Direkte Folgerung aus Satz iiber die Limesvertauschung und Stetigkeit von
Funktionenreihen, denn ¢y (z) = ai - (z — ¢)* € stet’cont (vgl. Seite 223). e Conséquence di-
recte du théoréme sur l’échangement de la limite et la continuité de séries de fonctions, car
or(z) = ax - (x — ¢)* € stet’cont ((voir page 223).)

3. Differenzierbarkeit: e Dériver une série de puissances:

Eine Potenzreihe ist im Konvergenzintervall gliedweise differenzierbar: e Une série de puissances
peut étre dérivée dans l'intervalle de convergence terme par terme:

Stellt eine Potenzreihe eine differenzierbare Funktion dar, so ist sie im Konvergenzintervall
gliedweise differenzierbar: e Si une série de puissances représente une fonction dérivable, on peut
calculer la dérivée dans l’intervalle de convergence terme par terme:

diZan-(x—c)"zZan-n-(x—c)"_l
= k=1

(Bew.: e Prv.: Der Differenzenquotient z.B. von S(x) ist fiir z # ¢ stetig. (S(z) in Ig stetig!)
Summation und Differenzenquotientbildung kann hier somit vertauscht werden, was eine Reihe der
Ableitungen der Terme ergibt. Man rechnet sofort nach, dass diese den Konvergenzradius beibehélt.
Daher lésst sich jetzt der Limes des Differenzenquotienten auch fiir S(x) bilden. (Vgl. auch Seite
225.) e Le quotient des différences p.ex. de S(x) est continue pour x # c. (S(x) continue dans Ig!)
On peut donc échanger la sommation et la formation du quotient des différences, ce qui nous donne
une série de dérivées. On calcule tout de suite que celle—ci garde le rayon de convergence. La limite
du quotient des différences se laisse donc former aussi pour S(z). (Voir aussi page 225).)

4. Gliedweise Integrierbarkeit: e Intégrer une série de puissances:

Eine Potenzreihe ist im Konvergenzintervall gliedweise integrierbar: e Une série de puissances
peut étre intégrée dans l’intervalle de convergence terme par terme:

(-t

118

o0
A — " do — )
If an - (x — )" dw k2=:1 an - — 1

k=1

(Bew.: e Pr’v.: Potenzreihen sind im Konvergenzintervall stetig. ~» Direkte Folgerung aus
entsprechendem Satz fiir Funktionenreihen (vgl. Seite 223). e Les séries de puissances sont contin-
ues dans l'intervalle de convergence. ~» Conséquence directe du théoréme sur les séries de fonctions
((voir page 223).)

5. Gliedweise Addition: e Addition terme par terme:

118

&)
an - (x—c)"+ > by (x—c)" =
1 k=1 k

118

S(x) + H(z) = (an £bn) - (z — )"

in e dans I =1IgNIy

k 1
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(Bew.: e Pr’v.: Direkte Folgerung aus entsprechendem Satz fiir Funktionenreihen (vgl. Seite 214
e Conséquence directe du théoréme sur les séries de fonctions ((voir page 214).)

6. Multiplikation nach dem Distributivgesetz: e Multiplication selon la loi distributive:

118
118

lbn-(x—c)")zk

gn-(x—c)", 9gn = ag by + a1 by—1 4 ay, bo

S(x) - H(x) = <§::1 an - (z—c)) - (

k 1

in e dans I =1IgNIy

(Bew.: e Pr’v.: Direkte Folgerung aus entsprechendem Satz fiir Funktionenreihen (vgl. Seite 215).
e Conséquence directe du théoréme sur les séries de fonctions (voir page 215).)

7. Division: e Division:

8

ap - (x — )"

Il
-

H(e)#0 = G(x) = k wieder Potenzreihe, jedoch in der Regel mit eingeschréinktem

by - (x —c)”

18

=~
Il

1
Konvergenzintervall e de nouveau série de puissances, mais normalement avec un intervalle de

convergence restreint.

S(x)
H{(z)

(Bew.: o Priv.: S(z),H(x) € D>* = € D*° (D*°: unendlich oft diff’bar

e infiniment dérivable)

~»  Koeflizienten der Potenzreihe, vgl. spater Satz iiber die Berechnung der Koeffizienten einer
Potenzreihe e Coefficients calculables, voir plus tard théoréme sur le calcul des coefficients d’une
série de puissances.)

8. Umkehrfunktion: e Fonction inverse:

S(z) = f(x) lokal bijektiv in e bijective localement dans U.(c) = f~'(x) wieder als Potenzreihe
schreibbar e peut étre écrit aussi comme série de puissances
) df(z)"! 1 ) I
(Bew.: o Pr’v.: Wegen: e A cause de: = , spaterer Satz iiber die Berech-
dx d(f(2)
dz | ;-1

nung der Koeffizienten einer Potenzreihe e théoréeme sur le calcul des coefficients d’une série de
puissances, voir plus tard.)

Damit wissen wir einiges {iber den Umgang mit Potenzreihen. Wie man aber zu sinnvollen Potenzreihen
kommt und wie ihr Graph verlduft, ist nach wie vor unklar. Noch interessanter aber ist folgende Frage:
Lésst sich eine klassische, einfache transzendente Funktion wie z.B. f(x) = In(z) auch als Potenzreihe
schreiben? e Nous savons donc beaucoup de choses concernant les séries de puissances. Mais comment
obtient—on des séries de puissances intértessantes, quel est le comportement du graphe? — Nous ne le
savons pas encore. Et encore plus intéressante est la question suivante: Peul—on écrire une fonction
simple et classique comme p.ex. f(x) =1n(x) aussi en forme de série de puissances?

6.6.2 Praxis: Potenzreihenentwicklung — Pratique: Développement en séries
de puissances

Problem: e Probléme:
Geg.: e Donné: f:xz+— f(x)

Ges.: o Trouver: S(z)= > a,-(x—¢c)", I mit e avec f(x) =S(z) in e dans T
k=1
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Potenzreihenentwicklung des Logarithmus — Développement du logarithme en séries de
puissances

Sei o Soit f(x)=In(x)

1 , )
Bekannt: e Nous savons: || <1 = = T+7+72 4+ T 4y,
-7
1

m=T”+1+r”+2+...zr”“(1+r+72+...)=r”+1(—1_7)
1 n—1 n n 1
= —— =147+ 4.+ (—)
L—7 1—7
z+1 z+1 T
1 x+1 1 1 y
1 1 0
—T 1 0 1 0
—1)dr = — 1
l””*/—T—l—l( )dr /_T / In(xz + 1)
0 —x
/ 1
ilﬂ(ﬂl):/l dT=/1+T+72+...+ ™ o, dr =
0
2 3 n $2 xg 2"
T+—+—=—+...+—p +/7“,,Ld7'—x—7+§— + (- 1)”1 + Ry,
0 0 - 0( ) x
n AL n
n — n - d — -1 dt: —1 " dt
s o p )
2 3 2 n
T T lx , t
1 NV=2r— —+——... n"- ny, Rp=(—1)" dt
= In(z+1)==x 5 3 + (—1) + R, ( )/1+t

0
~» Potenzreihe, falls Restglied R,, — 0 e Série de puissances, si terme qui reste R, — 0.

~ Restglied untersuchen! e Ezxaminer le terme qui reste!

x

T gn d d n+1 v n+1 1 R
1. z€]0,1 R, = t< [ t"dt= = < 0= R,—0
rel0n) [ {1+t / s it M -

0

{L‘t'n/ < t'n/ 2 t'n/
2. —-1,0 R, = dt| < —|dt| < —|dt| <
e (10 IRl =1y <1 [ Iila <) [ 175l <
0 0

S 1+t
1 xT
< |1—||/|t"|dt|
y +x
t - ||'t" iy
\‘ l+z n_;l;l
: : > 1 "
= 0
-1 x E X |1+xn+1|_’

= R, —0 fir e pourze (-1,1)
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
x e (-1,1)
Beh e The
2 3 x ..n
x x z" x
1 N=or— "4+ — ... 1n—t = —
nE+l) =z =t (1) gn
2 a3 o1 "
n(z+1)=2——+—=—...+(-1)" " — + R, mit e avec
2 3 n
0,1) = |R,| < ——
SRS
1 znt
€ (—1,0] = |R,| <
(1,0] 5 1Rl < I3
Konvergenzradius: e Rayon de convergence:
b 1 1
r= lim —" :hm%:hmn—i_ :11m1+—=
~ x € (—1,1) wie vorausgesetzt e comme dans I’hypothése.
Potenzreihenentwicklung von Polynomen — Développement des polynémes en séries de

puissances

Um eine allgemeine Entwicklungsformel zu gewinnen, mit der sich die erwdhnten Funktionen als
Potenzreihe schreiben lassen, ist es ratsam, die Sachlage erst fiir die einfache Klasse der Polynome zu
studieren. e Pour obtenir une formule de développement générale a l’aide de laquelle on peut écrire des
fonctions mentionnées comme séries de puissances, il est utile d’étudier d’abord la chose pour une classe
stmple: les polynomes.

Geg.: e Donné: Polynom e Polynome p(x)

p()=ag+arz+asr®+...+a,_12" ' +a, 2" p(0) = ag
p(x)—a1+2a2x+3a3x2+...+nanxn_1 pP(0)=a=1a
p'(x) =2as +3-2a3x+4-3ag2®°+...+n-(n—1) a, 2" ? p”’(0) =2

3)( =3-2a3+4-3-2a42+...4+n-(n—1)-(n—2)-a, -z"3 pB)(

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

p(x) :aO+a1$+a2x2+...+an_1x"_1+anxn

Beh e The
(n)

)
n!

(©) M @)
:»p(x)zpo!(O)er1!(0)x+p2!(0)x2+...+ Ol
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Ausdehnung auf andere Funktionen — Généralisation pour autres fonctions

Nun wollen wir den Versuch wagen, dieses Lemma auch auf andere Funktionen auszudehnen.
e Maintenant nous voulons essayer d’extendre ce lemme aussi a d’autres fonctions.

Gegeben sei: e Soit donné: f e DI, xo €I, x=x0+hel
Ansatz: e Disposition:

f(@) = ao + a1 (x — x0) + az(x — 20)%> + ... + an_1(x — 20)" ! + an (x — 20)" + Rp(w,20) =

FfOxo) | [N (20) F® (o) 2 F 7V (o) w1, £7(20) n
Th(z,x0)
+RTL (x) xO)
Dieser Ansatz ist eigentlich blos eine Definition von R, (x,zo) := f(x) — T (z,20) und somit immer
richtig.

o Cette disposition est enfin seulement une définition de Ry (x,xo) := f(x) — Tn(x, o) et donc juste.

Definition: e Définition: Ry(z,x0) = f(x) — Tn(x,20) heisst Taylorpolynom oder
w3chmiegeparabel® n—ter Ordnung e s’appelle polynéme de
Taylor ou ”parabole” d’ordre n qui s’approche de la courbe f.

~» Problem: e Probleme: Abschitzung des Restgliedes R, (z,x0) e Estimation de lerreur ou

reste Ry(x,x0). ~ Ry(z,x0) 50 fiir e POUT T — OO

Trick: e Truc: Sei e Soit R,(x,x9) = f(z) — Tn(x,20). Halte z als Parameter fest, veréindere
jedoch xg :=t e Tiens x fize comme paramétre, o :=t soit variable.

> xz=uwx¢:=t: Ry(x,t)=f(t) —Ta(t,t)=f(t)— f(t) =0
xeUs(t), ® —=t=ax0~ f(x),Tn(t,t) stet’cont = R, (x,t) stet’cont
= R,(z,t) =0 fir e pourz —t

> Ry(z,t)

11 (n—1) (n)
f@) = (f(t)+ f/(t) (@ —t)+ f2(!t) (x—t)°+...+ "Enfl(;) (x—t)" '+ f(n)(!t) (x—t)")
(Produktenregel e Régle du produit)
7 3
~ %Rn(x,t) =0—f' @)+ f )= f'{t)(@—1t)+ f2(!t) 2 (z—t)— f2—('t) (-t 4.
f(n_l)(t) (n — A — n—2 _ f(n)(t) T — n—1 f(n)(t) on-(r— n—l_f(n+1)(t) Tz —t)"
AT e i e e = SR e
d _ S [ _ e _
= aRn(x,t) R (x —t)", /ERn(x,t) dt = Ry(z,1)|,_ " = Ru(z,70) — Rp(7, )
p =0
zo To (n+1)
= R,(z,x0) = / %Rn(x,t) dt = — / fT)'(t) (x —t)"dt
Lemma: e Lemme: R, (z,x0) = f A0 (x —t)™dt

PO
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Sei o Soit x =x0+h, tE[xg,xo+h], t=u0+v
xof+h f("+1)(t)

ro+v=x0+h £(n+1) To+ v
— f w(xo—i—h—(xo—i—v "dv =
ro+v=x0 (n)

= Ry(z,x0) = (xo+h—t)"dt =

(n )
/Mm_w

Mittelwertsatz: e Théoréme des accroissements finis:

FOHD (29 4+ A h) (h—Ah)"h = (1= X-1)n A+ fFD) (2 4 A B)
n)! (n)!

~» Abschéitzung von Cauchy e Estimation de Cauchy

Jxepo,1] : Ru(z,20) =

Eine andere Abschéitzung hat Lagrange gegeben. e Une autre estimation a €té donnée par Lagrange ~»

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

feDII), 2o, x=x0+hel
Ry (z,20) = f(z) — Th(z, x0)

Beh.: e The.:

(1 =N pntt fdD) (20 4 X D)

Jaepo1] : Rulx, w0) = () (Cauchy)
hrtl f(n+1) T +Mh)
Juepo] + Bu(z, m0) = o +(1)O! (Lagrange)

Konsequenz: e Conséquence: Will man f(z ) durch Taylorpolynome T (x Zp) approximieren, so
(n +1)' Bekanntlich gilt:
|f D) (2o 4+ ph)| < M in I, so gilt auch R, (z,x0) — 0 mit  — .

e Si l'on weut approximer f(x) par des polynéomes de Taylor T,(x,xo), Uerreur est de l'ordre
C(zo,h) - (ZWTT)' On sait qu’il vaut: (nTT)' — 0 pour n — oo. S’il vaut |f"F) (zg + ph)| < M dans I, il
vaut aussi Ry (x,z0) — 0 avec © — xg.

ist der Fehler von der Grossenordnung C(xg, h) - — 0 fiir n — oo. Ist

(n+1)'

1. Beispiel: o Exemple 1: (sin(z))™ = +sin(z) oder e ou = +cos(x)
3 5 T
= Vopen|(sin(z))™| <1 = Vyep sin(z) = 2 — % + % — (€ CONY)

2. Beispiel: e Exemple 2: Sei o Soit M € Rt belichig o quelconque (%)™ = e* € (0, M)
2 et

fir o pourx <In(M) = Vaen|(e®) ™| <M = Vpere® =1+ + x_ + % + o +...(€CONV)
Analytische Funktionen — Fonctions analytiques

Sei f eine reelle Funktion e Soit f une fonction réelle.

Definition: e Définition: f(2) heisst analytisch e s’appelle analytique (analyt |

f € analyt) = Jscgp+ : Rn(x,20) — 0 fiir o pourn — oo,
x € Us(xo)



6.6. POTENZREIHEN — SERIES DE PUISSANCES

235

Konsequenz: e Conséquence: Analytische Funktionen besitzen in Us(zg) eine konvergente Poten-
zreihendarstellung: e Les fonctions analytiques possédent dans Us(xg) une représentation en séries de

puissances qui CONvVerge:

o 4(k) (4
fay =3 L)y

!
P k!

Definition: e Définition: Die Potenzreihe einer analytischen Funktion heisst auch Taylor-
reihe e La série de puissances d’une fonction analytique s’appelle

(k)
ausst série de Taylor ~» Z f k('xo)
k=0

Fiir 29 = 0 redet man auch von einer Mac Laurin—Reihe.

(x— xo)k

e Pour xog = 0 on appelle cette série aussi série de Mac Laurin.

Problem: e Probleme: Konvergenzintervall = ? D.h. wo ist R, (x,2z) — 0 fiir n — co?
e Intervalle de convergence, ¢.v.d. ot est Ry, (x,x0) — 0 pour n — co?

Beispiele analytischer Funktionen — Exemples de fonctions analytiques

1. Beispiel: e Exemple 1: f(z) =p(z) =22, ,20=1
/.

/(1 (1
= f(x):x2=p(1)+2¥(x—l)+p2(|)(x—1)2+0:1+2(x—1)+%(x—1)2
o0 o0 o0
2. Beispiel: e Exemple 2: f(z)=¢%, 20=0, z=h = f(z)=¢" +—x+—x —i—yx?’—i—...
0 n+1 n+1 T n+1
e_ n _ LT < X - € < (
fiir o pourn—>oo
= flz )—1+—x+—x +§x +4 +...=2Hx
k=0
3. Beispiel: o Exemple3 f(x) —e*, 29=0
(o]
1
éf()—l-i-—x-i-—x +§x +Ix+ ngk
k=0
d . d&;1 4 o dl o Sk - k—1
= =y b= =) Omo + 2 77
k=0 k=0 k=0 k=1
> 1 1
_ k=1 _ = _ .z T\ __ T
= (k_1)|x —Zk!x =e’ = (") =e
=1 k=0
4. Beispiel: e Exemp1e4 f(x) :e*, z9=0
[ee]
1
éf()—l-i- x—l——x +§x +Ix+ Zyxk
k=0
|
= dt = —thdt = —thdt = ah gkt
/e /Z / Zk' k:+1 b z:o(k+1)!x
1
k_k’_ :—1—1-;_:0530 =e'—1=¢€" —eoé/edt—e —¢f

".cos(x) n=2k+1, keN

5. Beispiel: e Exemple 5: (—1)
{ (=)™ -cos(z) n=2k

f(z) = sin(z) f(z) =

+
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. 0 1 0 1
29 =0 = sin(zg) = 0, cos(zg) =1 = f(x)—O—i——x—g2—§3+Ix4+ax5—...:
1 1 1 1 1 , z"
TR +§x5_ﬁx +§x — |f(n)( )| < 1(sin,cos) = |Ry(z,0)] < 1) 0Vaer
. 1 1 1 1 1
= f(x):sm(x):ﬁx—§x3+ax5—ﬁx7+§x9—...
6. Beispicl: » Exemple 6: /(x) = cosh(z) =} (¢ +e7) = L3 Lot - L (caph
. N L] . = = — — — — — (—
eispie xemple @) = cosh(z) = 5 (¢" +e 3 (2 Tk 27 x
I xzh 4 (—z)f 1S A+ (=DF)-2F 1 KX (2) 22k = a2k
_ S S/l = — = cosh(z) =
D DI 5 2 oh) =2 G
7. Beispiel: e Exemple 7: Binomische Reihe e Série binomiale
fk)(zo)
fl@)=QQ+2z)", reR, z0=0, ax = T
o fRE) = (=) (r=2) (k) (Lta) = (= 1) (r=2) - (r— k4 1),
ny n-(n—=1)-(n—=2)-...-(n—k+1) n!
k) n! Kkl (n—k)!
. e (N _ro(r=1)-(r—=2)-...-(r—k+1) ) (o) r
= Def.: o Déf.. (kz) = X = ap = T =\,
= [
= f(x)zz<k> ¥
k=0
xn—i—l N
1 N s ) T o S (s S | ron—1 _
pe 01 = ROl = S =) 0= =) (L pa)
r=1)-(r—2). . - (r—
(1+ux)’“-x"+1-7a (r=1)-(r—2) (r—n) <c(x)-x" fir o pourn>r = |R,(z,0)]—0

(n+ 1) (14 pz)nt!

. 7 sin(t) 1 Ls, 1y 1o 1o
8. Beispiel: e Exemple 8: f(z) = dt = / - t—st+ =t -t =t — . )dt =
{ t t 310 TEY W T

(=)

[ 1, 1., 1., 1.4 B 1
/(1—§t+§t—ﬁt+§t L)dt =t —

0

I s t 1 1 1 1
:/%dtzx—g.g!x?’—i— ..x5— : x4+ ..xg—...

0

9. Beispiel: e Exemple 9:

3 5

- 22k
~» arctan(x) = x — 3 + T

(o)
_ K ..
—|—...—§ (-1) 2k+1(furop0ur|x|§1)

111
4 (l—cd o
oo (I=g+g-7+-)

.
10. Beispiel: e Exemple 10: fe_t2 dt =7
(keine elementare Stammfunktion e pas d’antidérivée elementazre)

R _l 2 2k 2k
M{e _Ofgk— —t?) /ZM k2k g = Z/k' ka2k gt

k=07

[ee]
1 k 2k+1 k ,.2k+1
_ L -1
Z1<;!-(zk+1)( o Zk' 2k:+1 )
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xT

2 = 1
—t2 gp — )k g2kt
é,/e g%m-@k+u( ) e
/ =

11. Beispiel: e Exemple 11: Ein Problemfall: e Un cas problématique

0.4
_TLZ 0
@ = {57 o7 0.3
T =
1 0.2
2 x2
fl(w) = ==, lim f'(x) =0
S 0.1
4e = 6e =2
11 _ : 11 _
flia) = 5 A li f (133)_0 1 0.5 0.5 1
24e” =% 36e =2 8¢ =2
" _ : " _
f"(x) o 7t i}_{%f () =0
120737 3003  144e”:  16e 37
4 _ : 4 _
fO(x) =~ 26 + 8 plo + 712 i:r%f()( )=0
O (z)=..., 3}1_{% M (x) =0

Grund e La raison: R,(x,&) = "S> 1 6 € (0, z), z<<1

(n+1)!
~» Potenzreihe konvergiert nicht! e La série de puissances ne converge pas.

Anwendungen — Applications

Potenzreihen sind zweifellos wichtig zur approximativen Berechnung numerischer Funktionswerte
irrationaler und transzendenter Funktionen. e Sans doute on utilise les séries de puissamces pour
calculer numériquement des valeurs approzimatives de fonctions non—rationnelles et transcendentes.

. L 1 1 3 1 5 1 ;1 9 -
Bsp.: e Exemple: sin(0.5) = i 0.5 — 30 0.5° + a0 0.5° — o 0.5" + ] 0.57 — ...~ 0.479426
Eine andere Anwendung ist die Linearisation: e Une autre application est la linéarisation:
T "(z
reUieo) = 1)~ TG —a + F )t = s 4 £ ) )

Allgemein versucht man also, eine Funktion durch die Anfangsterme ihrer Potenzreihe zu ersetzen. Die
Genauigkeit nimmt dann in der Regel ab mit |z — zq|. o Généralement on essaye donc de remplacer
une fonction par les termes initiauz d’une série de puissances. L’exactitude baisse en général avec |x—x|.

Bsp.: e Exemple: |z]| <1

1 1 1
= —— =l+z+22+2°+.. . ~1+z,

= ~ 14 0.0001 = 1.0001
1—= 1-0.0001  0.9999

Hier ist eine Potenzreihenentwicklung allerdings nicht notwendig, da es sich um eine geometrische Reihe
handelt. e Ici un développement en séries de puissances n’est pas nécessaire parce qu’il s’agit d’une série
géométrique.
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1 1
Bsp.: e Exemple: : =7—-¢ CONV, |q|=|z| <1
—q

1 a 1 1 1
Sei Soit 0 = == cO
ei o Soit a#0, Ttz a(lta) a 14 = 1+Q_Z+1€ NV,

lg = =2t <1, [z —a+1]<a, z€(-1,2a—1)

.
Bsp.: e Exemple: [ sint?dt =7
0

Aufgabe: Berechne 8 zéhlende Glieder der Potenzreihenentwicklung.
e Probleme: Calculer 8 termes de la série de puissances.

t15 t13 tll t9 t7 t5 t3
S 307674368000 | 6227020800 39916800 | 362880 5040 120 6
= t3 SintQ - t33 N t29 B t25 N t21 B t17 N ﬁ B ﬁ +t5
1307674368000 ' 6227020800 39916800 ' 362880 5040 ' 120 6
= jt3 sin t2 gt — $34 N xBO B $26 N $22 B $18 N $14 _$_10+$_6
/ 44460928512000 ' 186810624000 1037836800 ' 7983360 90720 ' 1680 60 6

Landaus ’O’-Symbol — Le symbole O’ de Landau

In der Praxis setzt man zur Berechnung von Werten transzendenter Funktionen mittels Potenzreihen
iiblicherweise Computer ein. Dabei ist es notwendig, die unendlichen Reihen durch endliche Reihen
(Taylorpolynome) zu ersetzen. Fiir den Verweis auf die weggelassenen Terme verwendet man in der
Literatur tiblicherweise das Symbol O’ von Landau:

e En pratique, on utilise normalement des ordinateurs pour le calcul des valeurs de fonctions transcen-
dantes au moyen de séries de puissances. Quant a cela, il est nécessaire de remplacer les séries infinies
par des séries finies de polynomes de Taylor. Pour faire la référence aux termes omis, dans la littérature
on applique normalement le symbole O’ de Landau:

o f(k)
Symbol: e Symbole: > fi(xo)

n (k)
S e = s ) =
= ' k=0 '

Z % . ($ — $0)k + O[x — xo]n-i-l, Rn(x,xo) — O[x _ xo]n+1
k=0 ’

0’ steht dabei fiir ,,Ordnung® (O[z — z0]"™' ~ Potenzen der Ordnung (Polynom vom Grad!)
mindestens n + 1).

e °O’ signifie "Ordre” (O[x — x0]" ! ~ puissances de 'ordre (polynome de degré!) au moins n+1).

Gegeben seien zwei Folgen (a,,) und (b, ). Allgemeiner definieren wir:
e Soyent données deux suites (an) et (by). De facon plus générale nous définissons:

Definition: e Définition: (an) = O(bn) < (Fnrer+ : |Z—"| < M)
n

(an) = o(bn) & (2 —0)

n

Bsp.: e Exemple:
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1. (n® —4n?+5n+9) = O(n?)
2. (n3 —4n?+5n+9) = o(e)

Wichtig: e Important:

7Z.B. Mathematica verwendet auch dieses Symbol! Fiir die Rechnung mit Reihen muss es unterdriickt
werden. Dafiir existiert der Befehl ,Normal® .

e p.ex. Mathematica utilise aussi ce symbole! Pour le calcul il faut supprimer cet ordre. Pour ¢a il existe
l’ordre ” Normal” .
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Kapitel e Chapitre 7

Differentialrechnung im
n—dimensionalen Raum — Calcul
différentiel dans ’espace a dimens. n

7.1 Funktionen mit mehreren Veridnderlichen — Fonctions a
plusieurs variables

7.1.1 Beispiele — Exemples

Funktionen mir mehreren Variablen sind uns schon 6fters begegnet. Eine Belegung der Variablen mit
Werten entspricht hier einem Punkt (z1,x2,...,2,) € R". e On a rencontré déja plusieurs fois des
fonctions avec plusieurs variables. Un ensemble de valeurs adjoint aux variables correspond a un point
(xl, Toyvnny x”) € R™.

1. Beispiel: e Exemple 1: E,(m,h)=g-m-h

2. Beispiel: ¢ Exemple 2: 2A

Volumen: e Volume:
V(z,y,2) =w-y-2 (x,y,2)

V<

X

3. Beispiel: e Exemple 3: Lokale Temperatur beim Erwadrmen eines Korpers: e Température locale
& Voccasion du réchauffement d’un volume: T =T(x,y, z,t, p)

y 2.11)3
4. Beispiel: e Exemple 4:  f(z,y,z,w) = re (12 i )2+
(22 +w?)z - py L=

y
[z +w]

5. Beispiel: e Exemple 5:

w= f(x,y,z) = \/sin(e*t¥* — 2) - cos(z — z)

241



242 KAPITEL ¢ CHAPITRE 7. DIFF’RECHN. IM 'R-N’— CALCUL DIFF. DANS LE 'R-N’

6. Beispiel: e Exemple 6:
fla,y) =2=/(9—a? —y?) (22 + 32 — 4)

Offensichtlich ist im letzten Beispiel f(z,y) € R, wenn r = /22 4+ 32 <3 A r = /22 +y? > 2, d.h.
r € [2, 3]. Der Definitionsbereich ist somit ein Kreisring um den Ursprung. Man kann nachrechnen, dass
das Intervall [0,2.5] der Wertebereich ist. Bei Standardfunktionen mit nur einer Variablen hatten wir
normalerweise Intervalle als Definitionsbereich. Diese einfache Situation ist hier nicht mehr gegeben.

e Dans lexemple dernier on voyait f(x,y) € R pour r = \/224+y?> <3 A r=+/22+y?> > 2, ¢v.d.
r € [2,3]. Le domaine de définition est donc un anneau avec lorigine comme centre. Le calcul montre
que lintervalle [0,2.5] est le domaine de valeurs. Quant auz fonctions standard avec une seule variable
nous avons eu mormalement des intervalles comme domaines de définition. Ici cette situation simple
n’apparait plus.

Bei den Wertebereichen hingegen ist die Situation nicht anders als bei Funktionen mit nur einer Variablen.
Wir treffen hier wieder Teilmengen C R.

e Quant aur domaines de valeurs la situation est ici la méme que pour les fonctions avec une seule
variable. Nous avons des sous—ensembles C R.

7.1.2 Definitionsbereiche — Domaines de définition

Normalerweise wollen wir Funktionen betrachten, deren Definitionsbereich Gebiete C R™ oder Vereini-
gungen von solchen sind. Den recht anschauliche Begriff ,, Gebiete“ schrinken wir wie folgt ein:

e Normalement nous considérons les fonctions dont les domaines de définition sont des régions C R™ ou
bien de réunions de régions dans le sens qui suit:

Definition: e Définition: Eine Menge G C R" heisst offen, wenn es zu jedem Punkt P € G
eine ganze Umgebung gibt, die ebenfalls ganz in G drin liegt.
e Un ensemble G C R" s’appelle ouvert, quand pour chaque point
P € G il existe un voisinage qui est aussi situé entiérement dans

G.

Zur Erinnerung: n—dimensionale Umgebungen sind n—dimensionale Kugeln ohne Rand (offene Kugeln):
e On se rappelle: Un voisinage & dimension n est une boule & dimension n sans le bord (boules ouvertes):

Up(Po) ={P(x,y,...) €R" | [PPo| = \/(x — z0)* + (y —0)* + ... <7}

Definition: e Définition: Eine Menge G C R™ heisst zusammenhiingend, wenn sich zwei
verschiedene Punkte € G immer durch eine Kurve verbinden
lassen, die ganz innerhalb von G verlduft. e Un ensemble G C
R™ s’appelle connexe quand on peut toujours relier deur points
différents € G par une courbe qui est située enierement dans G.
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Definition: e Définition: Eine offene und zusammenhéngende Teilmenge G C R™ heisst Ge-

biet. Der Einfachheit halber wollen wir hier fir G C R"™, n > 2
ebenfalls ,, Gebiet* sagen. e Un sous—ensemble G C R"™ qui est ou-
vert et connexe s’appelle région. Pour simplifier nous disons pour
G CR™ n>2 aussi "région”.
Ein Gebiet heisst endlich, falls es ganz in einer n—dimensionalen
Kugel mit Radius » € R Platz hat. Andernfalls heisst es un-
endlich. e Une région s’appelle finie, si elle peut étre totalement
emboitée dans une sphére de dimension n avec un rayon € R Si
non elle s’appelle infinie.

Fiir das weitere Verstindnis der Sache betrachten wir endliche Gebiete G C R2. , endlich“ bedeutet, dass
ein solches Gebiet berandet sein muss. Wegen der Offenheit kann aber der Rand OG nicht zu G gehoren.
Der Rand wird uns nun Probleme bereiten, falls wir keine Einschrinkungen machen. Man denke z.B. an
den Fall, dass ein Stiick des Randes aus einem ,,unendlich dichten Kamm® besteht, d.h. eine Funktion,
die in den rationalen Punkten 0 und in den irrationalen 1 ist. Sowas ist sehr unbequem beim Arbeiten.
Wir betrachten daher immer nur Gebiete mit ,verniinftigem Rand* , d.h. Randkurven, die sich durch
verniinftige Vektorfunktionen beschreiben lassen. Daher sagen wir hier: e Pour comprendre mieux la
chose nous considérons des régions finies G C R2. "Fini” signifie qu’une telle région doit avoir un
bord 0G. Comme la région est ouverte, le bord ne peut pas appartenir ¢ G. Le bord va nous causer
des soucis si nous me faisons pas de restrictions. Pensons p.ex. au cas ot une piéce du bord consiste
en un “peigne de densité infinie”, ¢.v.d. une fonction qui est O dans les points rationnels et 1 dans les
points irrationels. Ce n’est pas pratique pour travailler. Nous considérons donc toujours des régions
avec un bord raisonnable, ¢.v.d. des courbes de bord qu’on peut décrire a [’aide de fonctions vectorielles
raisonnables. C’est pourquoi nous disons chez nous.

Definition: e Définition: Eine Kurve heisst glatt, wenn die zugehorige Vektorfunktion dif-
ferenzierbar ist und gilt: 7’(t) # 0. e Une courbe s’appelle lisse,
si la fonciton vectorielle qui décrit la courbe est dérivable de facon
continue et s’il vaut: T'(t) # 0.

Eine Kurve heisst somit glatt, wenn der Tan-

gentenvektor existiert und nicht abrupt die Y

Richtung dndert. Das Profil eines Igels wiire

demnach nicht glatt. e Une courbe s’appelle >

donc lisse, si le vecteur tangentiel existe et ne m ) -
‘ NS -

change pas abruptement sa direction. Le profil
d’un hérisson n’est donc pas lisse.

Definition: e Définition: Wir nennen hier ein Gebiet endliches G C R? ,,verniinftig®, wenn
die Randkurve stiickweise glatt ist. e Nous appelons une région
G C R? ”raisonnable”, si le bord est lisse par morceauz.

Wir wollen fortan hier in unserem Rahmen unter ,, Gebieten“ immer verniinftige Gebiete verstehen, wenn
wir das nicht ausdriicklich sagen. e Nous voulons ici dans ce cadre comprendre une "région” toujours
comme une région raisonnable, si cela n’est pas explicitement exigé différemment.

Analog gehen wir vor im R™, n > 2 oder wenn sich das Gebiet in irgend einer Weise zum Teil ins
Unendliche ausdehnt. Im R3 z.B sind dann die Rénder im endlichen , verniinftigen“ Fall geschlossene
Flichen. e Nous agissons de fagon analoque dans le R™, n > 2 ou si la région s’étend dans une certaine
maniére partiellement vers Uinfini. P.ex. dans le R3 les bords sont dans le cas raisonnable et fini des
surfaces fermées..
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Definition: e Définition: Falls man in einem Gebiet G C R? zu zwei Punk-
ten alle Verbindungskurven ineinander deformieren kann, ohne
das Gebiet zu verlassen, so nennen wir das Gebiet einfach
zusammenhéingend. Andernfalls heisst es mehrfach zusam-
menhingend. Analog fiir G C R™, n > 2 e Si dans une région
G C R? on peut toujours déformer une courbe de jonction entre
deux points dans toutes les autres courbes de ce genre, nous ap-
pelons cette région connexe de maniere simple. Dans [’autre cas
elle s’appelle multiconnexe (multiplement connexe). Analogue-
ment pour G CR", n > 2

Im mehrfach zusammenhéngenden Fall gibt es
Locher im Gebiet! e Dans le cas multiconnexe
il existe des trous dans la région.

7.1.3 Funktionstypen — Types de fonctions

Bei den Funktionen mit nur einer Variablen sind die Funktionstypen ausfiihrlich beschrieben worden. Wir
wollen hier dieselben Bezeichnungen verwenden. Da kaum Missverstdndnisse moglich sind, wollen wir da-
rauf verzichten, die Klassen explizit zu definieren. Zur Erkldrung der Klassen lassen wir Beispiele wirken:
e Pour les fonctions a une seule variable nous avons largement décrit les types de fonctions. Ici nous
voulons utiliser les mémes notions. Comme il n’est pratiguement pas possible de mal comprendre la chose,
nous renongons de définir explicitement les classes. Pour expliquer les classes nous donnons des exemples:

1. Lineare Funktionen im R": e Fonctions linéaires dans le R":
flrr, 22, . xn) =121 + Qa2+ ...+ @ Ty + Qg
Speziell im R3: o Spécialement dans le R3:

fx,y,2)=Az+By+CZ+D
flz,y,2) = Az + By+CZ+ D = const. ~ Ebene e plan!

2. Quadratische Funktionen im R™: e Des fonctions quadratiques dans le R™:

f(xl,xg,...,xn):oqx%+...+anx%+ﬁlx1x2+...—l—ﬁjxn_lxn—i—'ylxl+...+'ynxn+50

Speziell im R?: e Spécialement dans le R?:

flz,y) =A2> + Bry+Cy*+ Dz + Ey+F
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3. Polynome mit mehreren Variablen: e Polynémes a plusieurs variables:

Z.B. ein Polynom mit zwei Variablen vom Grad n:
e P.ex. un polynome a deuz variables au degré n:

flry) =ana +an_12" ty+ ..oy + Bn1 2" L+ Buo a2 2y +.. Loy ..
et T+ ey v

Kiirzer geschrieben mit Doppelindices: e Fcrit de facon plus courte avec double index:
n

fl@y) = Y aipaty

i,k=0
i+k<n
Allgemeiner: e Plus général:
n
k k;
f(xl,xg,...,xj) = Z akl,...,kj -xll -...-ij
kl,...,ijO
kit...+k;<n

4. Gebrochen rationale Funktionen im R™:
e [onctions rationnelles fractionnaires dans le R":

7Z.B. mit zwei Variablen: e P.ex. a deux variables:

It y>:Lﬁy+v
’ dx+ey+(

5. Beliebig zusammengesetzte Funktionen im R"™: e Fonctions composées de maniére
quelconque dans le R™:

7Z.B. mit zwei Variablen: e P.ex. a deuxr variables:

r+y+1
r—y+2

2

)

f(z,y) =sin(z - y) — In(sin(2?) — 32 - cos(

7.1.4 Aspekte der Darstellung — Aspects de la représentation
,» Verniinftige Funktionen* mit zwei Variablen — ”Fonctions raisonnables” & deux variables

Sei o Soit f:(x,y) — z= f(x,y) ,,verniinftige Funktion“ e ”fonction raisonnable”

~» Definitionsbereich: verniinftiges Gebiet. Keine Spriinge, keine Pole, keine Definitionsliicken, glatt,
wie es schon von Funktionen mit eindimensionalen Definitionsbereichen bekannt ist (fiir n—dimensionale
angepasste exakte Definitionen vgl. spéter).

e ~ Domaine de définition: Région raisonnable. Pas de sauts, pas de poles, pas de lacunes de définition,
lisse, comme c’est connu déja des fonctions avec domaine de définition de dimension 1 (pour les
définitions adaptées a des domaines de définition a dimension n: voir plus bas).

n=2
~» Das Bild des Graphen ist eine Fliche im R>. o L’image du graphe est une surface dans le R?



246 KAPITEL ¢ CHAPITRE 7. DIFF’'RECHN. IM 'R-N’— CALCUL DIFF. DANS LE 'R-N’

Begriffe: e Notions:

Allfillige durch z = f(x,y) = const. definierte
Linien heissen Hohenlinien oder Niveaulin- Variante 1 z Y
ien

e Les courbes qui sont définies par
z = f(x,y) = const. s’appellent
courbes de niveau

e

Entsprechend reden wir bei f(x,y,2) von Variante 2
Niveaufldchen und bei f(x1,22,...,2,) von

Niveauhyperflichen. e Correspondamment

quant & f(x,y,z) nous disons surfaces de

niveau et quant o f(x1,x2,...,2,) hyper-

surfaces de niveau.

Schreibweise: e Facon d’ écrire:
flz1,22,...,2n) = f(P), P=P(z1,22,...,2,) € Dy CR"

Die Projektion der Hohenlinien auf die zy—Ebene ergibt die Hohenlinienkarte (Contour-Plot). e La
Projection des lignes de niveau sur le plan xy nous donne la carte de courbes de niveau (Contour—
Plot).

Beispiele — Exemples

@ 1. Beispiel: e Exemple 1: f(z,y) =4z —2y+6=2 = const. =c¢
_4x+6-c
B 2

@ 2. Beispiel: e Exemple 2:
2= fo,y) =% + ¢
Hohenlinien: Kreise e courbes de niveau: Cercles
Tr = ¢ = const. = z=c+y2
~> Parabel e Parabole

=y =22+ (3-— g) ~» Geraden e Droites

© 3. Beispiel: e Exemple 3: 2= f(z,y) = 2% — ¢?

Plot3D[x*2-y*2, {x,-4,4},{y,-4,4}); ContourPlot [x*2-yA2, {x,-4,4},{y,~4,4}];
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© 4. Beispiel: e Exemple 4: 5. Beispiel: e Exemple 5:

2= f(x,y) = /22 + 12 f(z,y) =sin(zy)

Plot3D[Sqrt[x*2+y*2], {x,-4,4},{y,~4,4}]; Plot3D[Sinlx y],{x,-4,4),{y,-4,4},PlotPoints->50];

© 6. Beispiel: e Exemple 6: z = f(z,y,2) = 22 + y* + 2% = const. ~» Die Hyperfliichen sind
konzentrische Kugeln. e Les hypersurfaces de niveau sont des sphéres concentriques.

7.2 Stetigkeit — Continuité

7.2.1 Das neue Problem — Le probléeme nouveau

Bsp.: e Exemple:

w
Sei o Soit f(x,y) = % D,
f(Xo, ¥o)
Es ist: e Il vaut:
Ty x . Yy 0
224y a2 py? o2 4R
1
= % : % = cos(p) - sin(p) = 5 - sin(2¢) ~ xQxny = 5 sin(2¢) = g(¥)
Sei o Soitx=ux0#0 = f(zo,y) = f1(y) :y-% — 0 fiir o poury — 0
ToTY
Sei o Soity=yo#0 = f(z,y0) = fa(x) :y.nyTOyQ — 0 fir o pourz—0
0
1
Sei o Soitx=x0=0 = f(xo,y) = g(g) =3 -sin(r) — 0 fiir o poury— 0
1
Sei o Soity=yo=0 = f(z,y0) =9g(0) = 3 -sin(0) — 0 fiir o pourxz — 0
Jedoch: e Mais par contre:
1 1
Sei o Soitzx=y = f(z,y) 29(2)25-225 #— 0 fir o pourz=y—0
Konsequenz: e Conséquence:
i hiingt vom Weg ab, auf d ,
(a;,y)lEFEO,O) dngt vom Weg ab, auf dem (z,y) vi o)
gegen (0,0) geht e dépend du chemin sur 7 %
lequel (z,y) va vers (0,0).
X
%

Entsprechend im R” fiir e Correspondant dans R™ pour
P(z1.22,...,24) — Po(x1y, Z2gy - - -y Tny)
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7.2.2 Stetigkeitsdefinition — Définition de la continuité
In einem Punkt — Dans un point

Daher wollen wir eine Funktion mit Dy C R"”

stetig nennen, wenn limp_,p, existiert und (QZ GCR?
nicht vom Weg ~ abhéngt, auf dem P gegen Cx f(P)

P, strebt. >V

e Nous appelons donc une fonction avec G o~
Dy C R" continue, quand limp_ p, existe ,/ U‘,(F,’,)g>l\5
indépendamment du chemin v sur lequel P va

vers Py.

Definition: e Définition: f(P) stetig in e continue & P,

& Vyppy  Jim f(P) = f(Po)

»Epsilontisch“: e Dit avec epsilon: ... < Ves03ssoVpevspy) @ f(P) € Ue(f(Fo))
oder o ou|f(P)— f(P()|<e

Bemerkung: e Remarque: Falls nur 1in]1D existiert, jedoch f(P) # f(Py), so ist f nicht stetig,

— 1o
obwohl der Grenzwert fiir P — Po existiert.
o Si 1ir111D existe, mais f(P) # f(Po), f n'est donc pas continue,
— 10

bien que la limite existe pour P — Po.

Schreibweise: e Facgon d’ écrire: f € stet’cont(Py), f € C(Fo)

In einem Gebiet — Dans une région
Definition: e Définition: f stetig in e continue dans G CR" & Vpcq f € C(P)
Bemerkung: e Remarque: (Zu abgeschlossenen Gebieten e (Quant auz régions fermées)

Sei o Soit G=GUOIG

_ Az
f stetig auf e continue sur G — G=GUIG
& stetig in e continue dans G A f stetig (@
auf e continue sur 0G >

d.-h. e¢. v.d PhedG = lim f(P)=f(P)
P—P
PEUPOI?TG‘

Bsp.: e Exemple: f(v,y) = /1 —22—y2=+1—12
= Dy = Kreis o cercle K,—1((0,0)) = {(z,y) € R? | 2% + y*> < 1}

Formal hat sich hier gegeniiber der Stetigkeitsdefinition von Funktionen mit nur einer Variablen nichts
gedndert. Nur die Bedeutung von P sowie die Abstandsdefinition (PP) ist jetzt eine andere (P € R®).
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Daher lassen sich die Stetigkeitsséitze von Funktionen mit einer Variablen formal iibertragen. Bei den Be-
weisen dndert sich nur die Art der Distanzbestimmung sowie die Umgebungen, die jetzt n—dimensionale
Kugeln statt Intervalle sind. e Par rapport a la définition de la continuité d’une fonction avec une
seule variable, formellement rien n’a changé. Seulement la signification de P ainsi que la définition de
la distance (PPy) est maintenant une autre (P € R™). C’est pourquoi on peut copier formellemnt les
théorémes sur la continuité. Pour les preuves seulement la maniere de calculer la distance change ainsi
que les voisinages qui sont maintenant des sphéres ouvertes de dimension n au lieu d’intervalles.

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(P), g(P)eC(P)resp. € C(G)

Beh.: e The.:

—_

. f(P) £ g(P) € C(P) resp. € C(G)
. f(P)-g(P) € C(P) resp. € C(Q)

[\

3. Speziell: e Spécialement:
f(P)-AeC(G), NeR

4. g(Py) #0 = /P € C(Py) resp. € C(G)
9(P)

Sei o Soit

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

g € C(Py) resp. € C(G),
f€C(Qo), Qo=g(F),g€C(H), H=g(G)

Beh.: e The.:

fogeC(P) resp. € C(Q)

Seien e Soient g(x) =pi(z), h(xz)= p2(x) Polynome mit einer Variablen e polyndmes & une variable.

Bekannt: e On sait:  g(x),h(y) €C
~» Wegen obigem Satz: e A cause du théoréme ci—dessus: g(z) £ h(z), g(z)-h(z)eC.
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Weiter: e En plus: h(yo) #0 = 9(@) eC, y=1yo, t€R

h(z)

Als Konsequenz ergibt sich dann das folgende Korollar: e En tant que conséquence on a le corollaire
suivant:

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

p(x1, 22, ..., 2p), q(x1,22,...,2,) Polynome e polynémes
q(z1,22,...,2,) #0 in e dans G

Beh.: e The.:
> p(xy, T2, ...y Tn), q(x(l,xg,...,xn)EC(G)
p(x1,z2,...,%0)
> F(ziy,20,...,0,) = —F—"—""—"""cC(G
(@1, 22 n) q(x1, T2y . 2y) (@)

Beispiele: e Exemples: Unstetigkeiten entstehen oft durch Definitionsliicken, wie die folgenden
Beispiele zeigen. Wie bei Funktionen mit nur einer Variablen sind diese Unstetigkeiten manchmal heb-
bar, manchmal aber sind sie es nicht (Pole oder Funktionswerte unbestimmt): o Souvent les places, ot
les fonctions sont discontinues sont des lacunes de définition, comme le montrent les exemples suivants.
Comme pour les fonctions avec une seule variable ces discontinuités sont des fois supprimables par
une définition, des fois elles ne le sont pas (poles ou valeurs de fonctions indéfinissables):

1
1. 1. Beispiel: e Exemple 1: fi(z,y) = o ZC fir o pourxz=—y
Ty

2. 2. Beispiel: e Exemple 2: fo(x,y) = sin(———

x2+y2)€0(0,0) (fur e pourz =y =0)

3. 3. Beispiel: e Exemple 3: f5(z,y) = sin(%) ¢ C(0,0)
€ Y

1

4. 4. Beispiel: e Exemple 4: fy(z,y) =

+

7 #(0,0)

< |8

Beispiel einer stetigen Fortsetzbarkeit: e Exemple d’une discontinuité supprimable:

sin(x - y)
fs(z,y) = ——=
-y
Die Substitution z := x - y zeigt aber die stetige Fortsetzbarkeit fiir z := -y — 0: o La substitution
z = x -y montre que la fonction a une discontinuité supprimable pour z := x -y — 0:

fslx,y) = sin(z -y =yg(z) = sin(z — 1 fiir e pour z — 0 (Funktion mit nur einer Variablen.
Ty z

e Fonction avec une seule variable.)

ist nicht definiert fiir o n’est pas défini pour x -y = 0.

Dabei spielt es keine Rolle, auf welchem Weg x - y gegen 0 geht. e x -y peut aller vers 0 sur n’importe
quel chemin.

Konsequenz: e Conséquence: Seien e Soient :
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p(P) = p(x1,x2,...,20),¢(P) = q(z1,z2,...,2,) Polynome e polyndmes
p(P) = p1(P) - h(P), ¢(P) = q1i(P) - h(P), pi(P),h(P),q(P) Polynome mit e polyndmes avec
pl(PO) 7é Oa Q1(P0) 7é Oa h(PO) =0

it ~ . _ _ h(P) _
Dann gilt: e Alors il vaut: f(P) = «P) " (P h(P) ~ a(P)
= lim = lim p(P) _ pi)

P—Py PPy q1(P) q1(Po)

|Pspy

~ f(P) in Py stetig fortsetzbar e f(P) peut étre défini de fagon continue & Py

Falls also gebrochen rationale Funktionen in Zdhler und Nenner eine Nullstelle in Py derselben Vielfach-
heit haben, so ist die Unstetigkeit dort hebbar. e Si donc des fonctions rationnelles fractionnaires dans
le nominateur et dans le dénominateur ont a Py un zéro de la méme multiplicité, la discontinuité peut
étre supprimée par définition.

229 —ay® +xy?
22 9y% + 21 9%

Bsp.: e Exemple: f(x,y) = ¢ C((0,0))

Py —xyd+ay? wyP(r—y+1l) x—y+1 z—y+1
) = = = s eC 0,0 s tetig i
f(a,y) 222 + 2242 12 (z +2) z+2 T+ 2 ((0,0)) ~ f(z,y) stetig in

(0,0) fortsetzbar e f(x,y) peut étre défini de fagon continue a (0,0).

Stetigkeit in den Koordinaten — Continuité dans les coordonnées

Dass eine in Py stetige Funktion mit Dy € R"™ insbesondere stetig ist, wenn man auf den speziellen
Wegen parallel zu den Koordinatenachsen gegen P, geht, ist unumstritten. Man mag sich aber fragen, ob
auch umgekeht eine in den einzelnen Koordinaten fiir sich stetige Funktion dann auch generell stetig ist.
Dazu gilt der folgende Satz: e Il est incontesté qu’une fonction continue a Py est spécialement continue
avec Dy € R", quand on va vers Py sur des chemins spéciauz paralléles auzx cordonnées. On peut donc
se demander si, inversement, une fonction continue dans toutes les coordonnées (mais une a la fois) est
ausst généralement continue. Voici le théoréme en question:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

GC Dy CR" )
Py = (214, @24, - -, Tn,) € G beliebig e quelconque
fl(xl) = f(xlame .. 'axno)a .. afn(xn) = f(xl())me .. 'axn)

Beh.: e The.:

feC(P) & Vi felzk) € Clzn,)

Zum Beweis: e Quant a la preuve: = : nichts zu beweisen e rien a prouver.
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<: Sei o Soitn =2, Py(zg,y0) € R?

Seien e Soient |v — xo| < d1, |y —yol < d2 yAy R
Da G betrachtet wird, sind z und y Variablen *.Y) m

itber abgeschlossenen Intervallen I, I,. Yo fix,y)
o Comme on étudie G, x ety sont des vari- 0 <(x°’ Yo) _(2’3)_’// f(x,, ¥,)
ables sur des intervalles fermés I, I,,. 0 X, X »

~ fi(x) == f(z,m0), fao(x) = f(z0,y) EUNTFCONY
~ |z —xol <61 = Voenlf(zy) — fzo,yl < e1(y),
~ |y_y0| < 62 = vyoefy|f(xay) _f(xa:lJOl <52($)

= |f(xay) - f(anyOH = |f(xay) - f(xayo) +f($,y0) - f(anyOH
< |f(@,y) = flzyo)l + | f (2, 90) — f(zo,y0)| < e2(x) +e1(y) — 0 fiir o pour (z,y) — (zo,0)

Entsprechend fiir mehr als zwei Variablen. e Correspondant pour plus de deux variables.

Konsequenz: e Conséquence: Um die Stetigkeit zu untersuchen, geniigt es somit, die Stetigkeit nur
in den einzelnen Koordinaten zu untersuchen. e Pour étudier la continuité il ne suffit donc d’étudier la
continuité que pour les coordonnées.

Bsp.: e Exemple: sin(x-y) € C denn e carsin(xg-y) € C A sin(x-yo) € C

7.3 Partielle Ableitungen — Dérivées partielles

7.3.1 Ableitungsarten — Manieres de définir une dérivée

Problem: e Probléme:
Wir betrachten die Funktion e Nous étudions la fonction f(x,y) = 2% —x-y* +y.

Sei o SOitPO:(anyO):(2a4)a f1($)=f($,y0):$3—$'16+4, fQ(y):f(any):8_2'92+y

3

fi(x) = 322 — 16 ist dann die Steigung auf

der Funktionsfliche in z—Richtung mit y = 4 2=fx.y) ¢
e est la pente de la surface de la fonction en
direction de x avec y = 4.

f4(y) = —4x+1 ist entsprechend die Steigung
auf der Funktionsfliche in y—Richtung mit
x = 2 e est la pente de la surface de la
fonction en direction d% avec x = 2. X

Dieses Beispiel zeigt die allgeieine Situation bei differenzierbaren Funktionen. e Cet exemple nous
montre la situation générale pour des fonctions dérivables.

Sei o Soit v : (;) = (sirf(t)) - (sinx(x)>

= f,(z)=2%—z-sin*(z) +sin(z) = fl(x) =3z — sin?(z) — 2 - 2 - sin(x) - cos(z) + cos(x)
Das ist die z—Komponente der Ableitung des Vektors (~ Tangentenvektor!):

x
o (est la composante z de la dérivée du vecteur (~ wvecteur tangentiel!): | sin(x)

f+(2)

~» Kein einfacher Vektor mehr. e Ce n’est plus un vecteur simple.
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Konsequenz: e Conséquence: Bei Funktionen mit mehreren Variablen kénnen Ableitungen nach
einer fixen Variablen auf verschiede Arten gebildet werden. Die Bedeutung einer solchen Ableitung héngt
von der Art ab, wie sie definiert worden ist. e Quant aux fonctions a plusieurs variables les dérivées
d’apres une variable fize peuvent étre formées de manieres différentes. La signification d’une telle dérivée
dépend de la maniére d’apres laquelle elle a été formée.

7.3.2 Partielle Ableitungen — Dérivées partielles

Geg.: e Donné: f(x1,2a,...,2n), Po=(21,,T25,.-,%n,) = (C1,¢2,...,Cpn)
~ fi(xr) = fr, @20, -0y Tng) = f(@1,00, 0005 Cn)s -
v fo(mn) = f(21,, T2gs - - oy Xn) = f(c1, C2, ..., 2y) sind Funktionen mit nur einer Variablen

e sont des fonctions a une seule variable.

d
~ (fr(wr))s, = dor fr(xr) ist die Steigung der Tangente an den Graphen von fj als Funktion von

e est la pente de la tangente au graphe de fi comme fonction de xy.

Ebenso ist es die Steigung der Tangente an die Funktonshyperfliche von f als Funktion von xy, z; = ¢;
fix fir ¢ # k. o De méme c’est la pente de la tangente a la hypersurface de f comme fonction de xy,
T; = ¢; fixe pour i # k.

d 0
Definition: e Définition: (fu(zr)),, = — fu(zr) = —f
k dxk axk
heisst partielle Ableitung von f nach x; e s’appelle dérivée

partielle de [ d’apres xy.

f(z1,22,...,2,) heisst partiell differenzierbar nach xj (fiir
Tk = Tky-..) © s’appelle partiellement dérivable d’apreés xy
(pour x = Ty,...) < —— existiert e existe
T,
Bemerkung: e Remarque: Man spricht hier auch von der 1. partiellen Ableitung.

e On dit aussi 1-ére dérivée partielle.

3

1. Beispiel: e Exemple 1: f(z,y) =sin(z-y) +2° —ze¥ —y

d 8 8 il’l . 3 _ 0 __
(F(.90)) = = (. 30) = f(gj;yo) _ O(sin(x yo)—i—ay; zevo — yp)

=cos(x - yo) Yo+ 322 —1e¥0 — 0

in . 3 _ o
(f(zo,y)), = %f(xo,y) = af(gg,y) _ I(sin(zo - y) +83;O zpe¥ —y)

=cos(zg-y) 2o +0—a0e¥ — 1
2. Beispiel: e Exemple 2: f(r,y,2) =22 +9*> +22+52y+3y+4

of of of
— =2x+ — =2y+ + — =2
. z+ 5y, ¥ y+o5x+ 3, . z

7.3.3 Hohere partielle Ableitungen — Dérivées partielles supérieures
0
Sei o Soit ka = g(x1,..., 2, ..., 2,) wieder eine nach z;, differenzierbare Funktion e de nouveau

0
une fonction dérivable d’aprés xj ~» 70 % ist bildbar e peut étre formée.
g
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dg 0 . 02 f .
0x; axt( f) (Fa), axiaxk'

Definition: e Définition: = fre = Diwqf

axk

heisst partielle Ableitung 2—ter Ordnung von f nach zj und
x; o s’appelle dérivée partielle d’ordre 2 de f d’apres xy et x;.

Entsprechend bildet man partielle Ableitungen n—ter Ordnung.
e Correspondamment on forme les dérivées partielles d’ordre n.

*f _0f

_— u.s.w e etc.
0x Oxy, axk

Speziell: e Spécialement:

Bsp.: e Exemple: f(z,y) = sin(z?y)

) = cos(a®y) 209, (a.) = con(zy)
7o (2,9) ——sin(ny) da?y? +cos(a? - y) -2y
7y (1, y) = —sin(z?y) - 223y + cos(a? - y) - 2
Vo, y) = —sin(zy) - 230 y+cos(z?-y) 2w
(@ y) = —sin(2?y) - 2ty + cos(x? - y) - 0 = —sin(2? y) - 2ty

7.3.4 Eigenschaften partieller Ableitungen — Qualités de dérivées partielles

Die folgenden Sitze formulieren wir fiir Funktionen mit zwei Variablen. Sie gelten entsprechend auch
fiir Funktionen mit mehreren Variablen. e Nous formulons les théoremes suivants pour des fonctions a
deux variables. Ils valent correspondamment aussi pour des fonctions a plusieurs variables.

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Dy =G CR? [, [ € beschr’borné(G)

Beh.: e The.: f(z,y) € C(G)

Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Sei o Soit Py = (z0,y0) € Gx CG = f(x,y0) € C(x0), f(x0,y) € C(yo). Differenzierbare Funktionen
mit einer Variablen sind stetig. e Les fonctions dérivables a une variable sont continues.

= v(wg,yo)=P06@k f(.??, y) € C(an Yo)

(Stetigkeit in den Koordinaten bedeutet Stetigkeit gemeinhin e Continuité dans les coordonnées signifie
continuité en général.)

~ Voo f €C(GY) = feC(G)

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
GC Dy C R2?, f! existieren in e ezistent dans G
Beh.: e The.: f(z,y) € beschr’borné(G)

Zum Beweis: e Quant a la preuve:
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Konsequenz aus dem entsprechenden Satz iiber Funktionen mit nur einer Variablen.
o Conséquence du théoréme correspondant pour les fonctions a une seule variable.

Vertauschbarkeitssatz der partiellen Ableitungen
e Théoréme de ’échangement des dérivées partielles

Satz: e Théoréme:

Vor.: e Hyp.:

feC@), fil,. 1

+ €C(G)

Beh.: e The.:

" 1!
Ty ny,

Zum Beweis:
Sei o Soit

e(x) = f(z,y) —

= f(z,y0 +

Y(y) = flz,y) —

f(xo + h,

e Quant a la preuve:

z f(P
z,10) ®) 1)

f(xayO) Yo

Y)
f(xO; y) % (/ G

x,/X=Xu+h P

— f(wo, 90 + k) + f(x0, v0)

y=y,+h

a2
<

f(
k) —
f(xo
y) —

Sei e Soit A:= f(xo+h,yo + k) — f(zo+ h,yo)

> (1) A=@(xo+h) —p(@) =, h-¢'(wo+Ah), M el0,1] A¢(2)=
(¥) ~ Mittelwertsatz e Théoréme des accroissements finis

fl(30ay0 + k) - fl(xayO)

= A=h-(fi(xo+Ah,yo+k)— fr(xo+Ah,yo))

k'(h'fgrly(xo—i_)‘lhayo—i_ulk))a Mle[oal]a h#o
> (2) A=4v(yo +k)
= A=

_w(yO) :|(*) k- W(I‘JO +M2 k)a Ha € [Oa 1])) pszl(?j)
k- (fy(xo+h,yo + o k) — fi(zo,y0 + p2 k) )
k"(h'f{/x(.ﬁo-i-)\gh,yo +M2k$)), Ao € [0,1], k#0

= fy(@o + h,y — fy(z0,y)
o

> (3) = bk fiy(xo+ M h,yo + pa k)

= =l@ kb fyo(@o+ A h,yo +p2k), hk#0
f' (300+>\1h Yo+ p1 k) =

gl;lat(xo +)\2 h,yo +M2 k)a )‘15)‘2;M15M2 € [Oa 1]

Nach Voraussetzung sind: e D’aprés Uhypothese il vaut: f;,, f/. € C
Fiir o Pour h,k— 0 folgt daher: e on déduit donc: f),(x0,y0) = f) +(0,%0)

©

Falls die gemachten Stetigkeitsvoraussetzungen zutreffen, so folgt jetzt: e Si les hypothéses concernant

la continuité sont exactes, on déduit maintenant:

Ableitungen 0-ter Ordnung;:
Ableitungen 1-ter Ordnung:
Ableitungen 2-ter Ordnung;:
Ableitungen 3—ter Ordnung:

g

~ rTxTxT

e Dérivées d’ordre 0: ~ f(x,y)
e Dérivées d’ordre 1: ~ fi, f1
e Dérivées d’ordre 2: ~ fI

o Dérivées d’ordre 3:
117 117 117
Tyxr a:ya: yrax

1/

11
yry

1"
TYy

Ty

11 11
yx

111
Yy

vy

11
Yyyy

¢

\o}
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Ableitungen n—ter Ordnung: e Dérivées d’ordre n:~» ... ~ n+1

Konsequenz: e Conséquence: f(z,y) hat unter den Voraussetzungen des Vertauschungssatzes n+ 1
Ableitungen n-ter Ordnung. e FEtant donnée I’hypothése du théoréme d’échangement, f(x,y) posséde
n+ 1 dérivées d’ordre n.

7.4 Differential — Différentielle

7.4.1 Situation bei Funktionen mit nur einer Variablen — Situation pour les
fonctions a une seule variable

Ein grosser Teil der komplexen Situation im Zusammenhang mit dem Begriff des Differentials ldsst sich
schon bei Funktionen mit nur einer Variablen verstehen. Daher studieren wir zuerst diese Situation. e
On peut comprendre une grande partie de la situation complexe en rapport a la notion de la différentielle
déja pour les fonctions a une seule variable. C’est pourquoi nous étudions d’abord cette situation—ci.

Sei gegeben: e Soit donné:

20 €EICR, f:I—R, Us(xo) C I y 4100, 400 A
Sei e Soit f' existiert in I e ewiste dans flx, ) = tx,)
I,f €C = die Tangentenrichtung éndert Af
sich stetig e la direction de la tangente change ULV Af
continiment. f(x) Ay
Tangente in xo: e Tangente a xq: Diff
to(z) = to(zo) + (z — o) - f'(20)

= f(zo) + Az - f'(z) o SO O A
= Ay :=to(x) — to(zo) = Az - f'(z0) 1el0,1] AX=h X=X, +Ah

~» f(z) ldsst sich in Us(xg) durch to(z) anndhern.
e On peut approzimer f(x) dans Us(()xo) par to(x).

Die Differenz resp. der Fehler ist o La différence resp. l’erreur est:
D = D(Az) := Af—=Ay = f(z) —to(x) = f(z) = (f(zo) + Az f'(x0)) = f(zo+Az) — f(z0) — Az~ f'(20)

Wegen der Stetigkeit von f gilt: e A cause de la continuité de f il vaut:
Axr—0 = D(Az)—0

D anders geschrieben: e D écrit différemment: D = (f(xo + Ax) — f(z0)) — Az - f'(z0)

Af Ay

Mittelwertsatz: e Théoréme des accroissements finis:
= f(z)—to(z) =D =Af—Ay = Ax-f'(zo+ Az)— Az f' (x0) = Ax-(f'(wo+ A Ax)—f'(x0)) = Ax-Af’

Man sieht unmittlbar: e On wvoit immédiatement: Ay = Ax - f'(x) ist der lineare Anteil des Fehlers D
e est la partie linéaire de ’erreur D.

Denn: e Car: Af = Ax- f'(x¢+ AAx) ist allgemein nicht linear in Az e n’est généralement pas linéaire
dans Azx.

Falls f” in I existiert, gilt nach dem Mittelwertsatz: o Si f” existe dans I, il vaut d’aprés le théoréeme
des accroissements finis:
flx) —to(x) = Az - Af = Ax - (f'(xo + NAz) — f'(zg)) = Az - (AAz) - [ (xo + p - (N Ax))
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= (A2)2A- (@0 +p- (AD)), A e [0,1]

Sei o Soit
A f(@o+p- (NAZ))[ = [A- f(2)] == |p(z)| < M, x € Us(zo)
= |D| = (Az)? - [N (2o + - NAZ))| = (Az)? - ¢(x) < (Az)? - M, z € Us(z0)

Wenn e Si f(x) existiert in e eziste dans (Us (o))
so existiert ein e il existe un M mit e avec |f"(x)| < M

(Differenzierbar bedeutet stetig. Stetig auf einem abgeschlossenen Gebiet bedeutet beschrinkt.
e Dérivable signifie continu. Continu sur une région fermée signifie borné.)

Konsequenz: e Conséquence:

@ Bei der Anndherung von f durch die Tangente ist der Fehler: e Quant a l’approximation de [ par

la tangente ’erreur D est:
D = f(x) —to(z) = Az - Af’

@ Ay = Ax- f'(xg) ist der lineare Anteil des Fehlers D e est la partie linéaire de l’erreur D
© Falls f” in Us existiert und stetig ist, gilt: o Si f” existe dans Us et est continue, il vaut:
Jmer+ D] = (Az)? - [p(2)] < (Az)? - M, € Us(o)

Wichtig: e Important:

Der Fehler |D| geht mit (Az)? gegen 0. e L’erreur |D| va vers 0 avec (Ax)?.
@ Wenn e Si f beschrinkt in e borné dans Us(()xo):

Ay=  Az-f(z0)  =Af- D
—_——— ~~
lin. in e lin. dans Ax quadr. in e quadr. dans Ax

Der lineare Anteil von Af ist daher durch denjenigen von Ay gegeben. e La partie linéaire de Af
est donc donnée par celle de Ay.

@ Af = f(x)=f(w0) = Ay+D = Az f'(xo) +A2% p(x) = f(z) = f(zo)+Az - f'(20) + (Az)? - p(x)

Ay D

©(x) beschrinkt, falls f(x) beschrinkt e ¢(x) borné, si f(x) borné.

Ay ist der lineare und somit fiir kleine Az der wesentliche Teil des Zuwachses von f(x). e Ay est la
partie linéaire de ’accroissement de f(x) et donc pour des Ax petits la partie principale.
Daher benennen wir Ay speziell: o C’est pourquoi nous appelons Ay comme il suit:

Begriff: e Notion:

Ay = Az - f'(x9) heisst Differential von f in @ = zp (Genauer: ,Endlich kleines“ Differential, im
Gegensatz zum infinitesimalen Differential.)

o Ay = Az f'(xg) s’appelle differentielle de f dans x = xg. (Plus exactement: ”Differentielle finiment
petite”, contrairement a la différentielle infinitésimale.)

Klassisch, d.h. im Sinne der modernen Standard—Analysis, sind infinitesimale Ausdriicke nur als Symbole
verstehbar. Im Umfeld der Nicht—Standard—Analysis jedoch sind solche Ausdriicke sinnvolle Grossen. In
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diesem Sinne konnen wir daher definieren: e Classiquement, ¢.v.d. dans le sens de ’analyse standard
moderne, on ne peut comprendre les expressions infinitésimales que comme des symboles. Par contre
dans l’environnement de [’analyse non—standard, ces expressions sont des entités raisonnables. Dans ce
sens, nous pouvons donc définir:

Definition: e Définition: dy = dx - f'(x0) heisst Differential von f in x = xg e s’appelle
differentielle de f dans x = xy.

Bemerkung: e Remarque: Sei e Soit f analytisch e analytique

~» In Us(xp) ist f in eine Potenzreihe entwickelbar: e On peut développer [ en une série de puissances
dans Us(x0):
[’ (20)

J" (x0) o [ (o)

f(x) = f(wo) + 1 '(33—300)+T'(35—330) +T'(3f—$0)3+---
= f(zo) + ! (13'00) (x—xo) + ) ;CO) (x—x0)® + f7 o) ?E'xo) A ) i
By=Aefi(wo) (o) (g4 L (@ ma0) ) =(A0) (@)
= f(zo) + Az - f'(w0) + Az - ()
7.4.2 Situation bei Funktionen mit zwei und mehr Variablen — Situation

pour les fonctions a deux et plus variables

Richtungsableitung, Differenzierbarkeit — Dérivée suivant une direction, dérivabilité

> Betrachte: e Etudier: f(z,y) in e dans Py = (zo,y0), Dy € R*, Py € Dy

> Sei o Soit f € D(Us(xo,y0)) ~ fy: [y € C(Us(zo,10)) (stetig) e (continue)

> Seien e Soient ty,t, Tangenten an die Funktionsfliche in (zo,y0) o Tangentes a la surface de
fonetion a (xo,yo)
ty ~ Steigung e pente = f.(xo, o), ty ~ Steigung e pente = f; (xo,yo)

Steigung von t.: e Pente de t,: At, = Ax - f, + Ay - f, (vel. Skizze) e (voir esquisse),
At
Ar = /Az?2+ Ay? = Steigung e pente ~ A
,
> Sei o Soit Py = (x1,11) € Us(xo,%0) € Dy
> Sei e Soit t,. = Tangente in Py an die Funktionsfliche mit der Projektion PyP; in der Grun-

debene zy e Tangente a Py a la surface de fonction avec projection Py Py dans le plan principal
xy.
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Durch Py, f(Py), ts,t, ist im R? eine Ebene ® durch P} = (o, yo, f(P)) bestimmt.
o Par Py, f(Po),ts,ty un plan ® est défini dans le R® par P§ = (zo, yo, f(Po)).

Wenn nun & eine Tangentialebene im geometrischen Sinne an die Funktionsfliche ist, existiert in
Py in jeder zy-Richtung die Tangente an die Funktionsfliche. Dass das nicht unbedingt bei allen
Funktionen immer so schén sein muss, zeigen einfache Beispiele. (Man braucht nur die Funktionsfléiche
von f(z,y) = z? + y? entlang der Geraden y = z einzuknicken, so dass sie fiir ¢+ > 0 die Gerade
(x(t),y(t), z(t))T = (t,t,t)T beriihrt, fiir t < 0 aber die Gerade (z(t), y(t), z(t))T = —(t,t,t)T, so hat man
schon einen derart iiblen Fall, wenn wir die Fliche noch entlang der Koordinatenachsen beibehalten.)

e Maintenant, quand ® est un plan tangentiel a la surface de la fonction dans la signification géométrique,
il existe a Py la tangente a la surface de la fonction dans toutes les directions xy. Que cela n’est pas
toujours aussi €légant que pour la fonction qu’on vient de voir, on peut vérifier par de simples exemples.
(Il suffit de plier un peu la surface de la fonction de f(x,y) = x? + 4 le long de la droite y = x pour
qu’elle touche la droite (x(t),y(t),z(t))T = (t,t, )T pour t > 0, mais par contre pour t < 0 la droite
(x(t),y(t), z(t))T = —(t, t,t)T, voici donc déja un cas terrible, si nous conservons la surface comme elle
était le long des azes des coordonnées.)

Bsp.: e Exemple:

Man betrachte die durch die folgende Para-
meterdarstellung gegebene Fliche:

e Ftudions la surface qui est donnée par la
représentation paramétrique sutvante:

r cos(p)
= | rsin(p) |,
r sin(2 )

re[0,1], ¢ €[0,2x], Py =(0,0,0)

IS IS

Es sei dem Leser iiberlassen, diese Funktion in der Form z = f(z,y) zu schreiben. e C’est un exercice
pour le lecteur d’écrire cette fonction dans la forme z = f(x,y). (r = /2% +y?, ¢ = arctan(¥) ...)

Die Darstellung zeigt, dass die Tangenten in Py alle Mantellinien sind, mit ¢ die Richtung stetig dndern,
jedoch keinenfalls in einer Ebene liegen. Ebenso sieht man anschaulich geometrisch, dass hier f; und f
in Us(0,0) nicht stetig sein konnen. e La représentation montre que les tangentes ¢ Py sont toutes des
droites sur la périphérie, qui changent la direction continiment avec @ mais ne sont pas situées dans un

plan. En plus on voit clairement de fagon géométrique qu’ici fL. et f; ne peuvent pas étre continues dans
U6 (05 0) .

Wir nehmen an, dass in Py die Tangente in allen Richtungen existiert.
e Soit donné la situation que a Py la tangente existe dans toutes les directions.

~ fi(r,a) = f(r cos(a),r sin(a)) ~ % bestimmt e définie.
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Wir definieren: e Nous définissons:

Definition: e Définition: Die Steigung der Tangente in P, in irgend eine Richtung 7
der zy-Ebene nennen wir Ableitung in Richtung 7 oder Rich-
tungsableitung. e La pente de la tangente a Py vers une direc-
tion quelconque T du plan xy s’appelle dérivée en direction T ou
dérivée suivant une direction.

Formel: e Formule:

Definition: e Définition: f heisst differenzierbar in Py, wenn in Py die Richtungsableitun-
gen zu allen Richtungen existieren.
o [ s’appelle dérivable a Py, si a Py toutes les dérivées suivant
une direction (pour toutes les directions) existent.

Um die Richtungsableitung nicht auf schwierige Weise mit obigem Limes berechnen zu miissen, suchen
wir nun einen anderen Weg.

e Pour éviter de devoir calculer la pente de la tangente vers la direction donnée de cette facon difficile a
Uaide de la définition susdite, nous cherchons maintenant une autre méthode.

~» Siehe Seite 263 o Voir page 263

Berechnung der Richtungsableitung — Calculer la dérivée suivant une direction

Die Berechnung der Tangentensteigung ist ein Problem, das sich auf Funktionen mit nur einer Variablen
zuriickfithren ldsst, wie die folgende Betrachtung zeigt: e Calculer la montée de la tangente est un
probleme qu’on peut réduire aux fonctions a une variable, comme montre la déduction suivante:

Trick: e Truc: Verwende ein neues Koordinatensystem, das durch Verschiebung und Drehung
entsteht. e Utilise un systeme de coordonnées nouveau qu’on obtient par translation et révolution:
Neuer Ursprung Py. e Nouwvelle origine P

—

r—Achse in Richtung PyP;. e Aze r en direction PyP;.
s—Achse entstanden aus der r—Achse durch positive Drehung um Py, senkrecht auf der r—Achse.
o Azxe s obtenu de l'axe r par rotation en direction positive autour de Py, perpendiculaire sur 'aze r.

Dadurch geht f(z,y) iiber in eine neue Funktion U(r, s): e Ainsi f(x,y) est transformée en une nouvelle
fonction U(r,s):

~ Es gilt: e Il vaut:

f(@o,y0) = f(Po) = ¥(0,0), f(z1,y1) = f(P1)=¥(r1,0),

()= () i) (o) =2 (L 0)
- v =w((§ v (T =) - e (5) < ()
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Damit sind alle Substitutionen als lineare Transformationen erkannt, durch die sich f(z1,y;) und
U(ry,0) := h(ry) ineinander umrechnen lassen. e Ainsi toutes les transformations, par lesquelles on
peut substituer f(x1,y1) et (ry,0) := h(ry), sont reconnues comme transformations linéaires.

Tangentialebenen — Plans tangents

Oben (beim Differential) haben wir vorausgesetzt, dass f,(v,y) = f.(P), f,(z,y) = f,(P) in ganz
Us (0, y0) stetig sein sollen. (~ Steigungen der Tangenten ¢,,t, an die Funktionsfliche in (zo,y0).) ~
JL(P). f;(P) stetig in Us(Ry).

e Précédemment nous sommes partis de lhypothese (voir différentielle) que fy(x,y) = f,.(P), f,(v,y) =
fy(P) en tout Us((wo,y0)) soyent continues. (~» Pentes des tangentes ty,t, a la surface de fonction a
(0, %0)-)

~ fo(P), f,(P) continues dans Us(Fy).

Wiirden nun die Tangenten in P, keine Tangentialebene bilden, so gébe es eine Tangente, die nicht in
der von t,,t, aufgespannten Ebene liegt und diese in einem Winkel -y schneidet. Daher miissten f.(z,y)
oder f,(z,y) irgendwo in einem Punkt P; = (z;,y;) beliebig nahe bei Py = (z9,y0) den Wert mit =
oder y markant &ndern, was im Widerspruch zur Stetigkeit von f, und f; steht. (Um dies anschaulich
einzusehen, geniigt es, f(z;,y) und f(x,y;) zu skizzieren.)

e Si les tangentes a Py me formaient pas un plan tangentiel, il existerail une tangente qui ne serail
pas située dans le plan donné par t,,t,. Cette tangente passerait par ce plan en formant un angle
v. fo(x,y) ou fy(x,y) devraient donc dans un certain point P; = (x;,y;) a une distance quelconque
(petite) de Py = (xo,y0), changer la valeur avec x ou y de fagon considérable, par contradiction a la
continuité de f; et f,. (Pour voir ceci de fagon claire il suffit de faire une esquisse de f(zi,y) et f(x,y:).)

Az - fo(zi,yi) + Ay - [y (w0, yi)

A , Ar z z,llz
T'f'r(x’wy’t) :tan('y)sé y villy ’
IAT , X af
Az fi(z0,90) + Ay [, (w0, yo) o Ly
Ar : -
~ cos(a) fr (zo,y0) + sin(a) f, (xo, o) ° \\Ai‘!"/ml‘/jr/

Widerspruch! e Contradiction!

Konsequenz: e Conséquence: Die Stetigkeit von f; und f; in ganz Us(zo, yo) bedeutet, dass in Py
eine Tangentialebene im anschaulich—geometrischen Sinne existiert, in der alle Tangenten in Py liegen.
Daher existieren alle Richtungsableitungen in Py. f ist somit in Py differenzierbar. e La continuité de f,,
et f, dans tout Us(xo,yo) signifie, qu’il existe a Py un plan tangentiel dans le sens géométrique et clair,
dans lequel sont situées toutes les tangentes par Py. Toutes les dérivées suivant une direction existent
donc a Py. f est donc dérivable a Py.

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: T Iy € C(Us(Po))

Beh.: e The.: feD(Ry)

Daher gilt nun (vgl. Differential von Funktionen mit einer Variablen): e Maintenant il vaut donc (voir
différentielle de fonctions & une variable):

Af = f(z1,11) = f(wo,90) = ¥(r1,0) — ¥(0,0) = AV = Ar - ¥7.(0,0) + (Ar)* - R(r), |R(r)| <M

in e dans Us((FPy))

Aus der Skizze der Tangentialebenen auf Seite 258 lesen wir ab: e L’esquisse du plan tangentiel de page
258 mous montre:
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Az = Ar-W.(0,0) = Az - fi(o,y0) + Ay - f)(z0,y0) = ((A””>, (fi(xo’ o)

Ay 71 (zo. y0)>) =: (AZ, gradf)

Gradient und totales Differential — Gradient et différentielle totale

(f;(xo,yo)

y > héngt nur von xg, yo und nicht von Ax, Ay ab e ne dépend que de xg,yo et non
fy (an yO)

de Az, Ay.
Daher benennen wir diesen Vektor: e C’est pourquoi nous donnons a ce vecteur un nom:

(fglr;(an yO)
f'!l;(an yO)
(x0,y0) ® s’appelle gradient de f a (zo,yo)

Definition: e Définition: > = g?“ad(f)|w:m0, y—y, Deisst Gradient von f in

Allgemeiner: e Plus généralement:

falr;l(xlaxQ) . ')xn)
Definition: e Définition: := grad(f) heisst Gradient von f

fiw ($1, Loy .w.y xn)
e s’appelle gradient de f

Bekannt: e On sait: (Ar)? = (Az)? + (Ay)?)

Wir setzen: e Nous définissons: R(r) = R(r(z,y)) :== ¢(z,y) (|R(r)| = [p(z,y)| <M
in e dans Us((P)))

~ Af = f(x1,51) — f(zo,90) = (AT, gfadf)lflzfo  (A2)* + (Ay)*) - pla.y) (@ y)l < M
in e dans Us((P)))

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

[y € C(Us(Fo))
($,y) € Ué(PO)

Beh.: e The.:

f($, y) = f(an yO) + (Af’ gradf>|£:£0+
+((Az)? + (Ay)?*) - ¢(x,y) (Je(z,y)| <M in e dans Us((Fo)))

Vergleich mit der Tangente: e Comparer avec la tangente:
tr(xa y) = f(an yO) + (Afa gradf>|f,:f,0) AT =7 — fO

Konsequenz: e Conséquence:
_ist der lineare Anteil des Zuwachses f(x,y) — f(xo,yo) in Us(Py)

L. (AZ, gradf)|,_..
o (AZ, gradf), est la partie linéaire de ’accroissement f(x,y) — f(xo,yo) dans Us(Fo)

F=7(

2. Die Tangentialebene ist somit durch die folgende Formel gegeben: e Le plan tangentiel est donc
donné par la formule suivante: t(z,y) = f(zo,yo) + (AZ, gradf)._.

= f(x0,%0) + (z — z0) fz(x0,y0) + (¥ — vo) £, (%0, o)
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3. Im Falle o Dans le cas Af = f(z,y) — f(zo,y0) = (AZ, gradf),_. + (AT)? - p(z,y)
= Az + AT - oz, y), |p(z,y)| < M in e dans Us((Po))
existiert die Richtungsableitung in alle Richtungen: f ist differenzierbar in Us((Fp))
e la dérivée de direction existe dans toutes les directions: f est dérivable dans Us((Pp)).

4. Der Fehler bei der Anndherung von f durch die Tangentialebene ist e L’erreur quant a
Uapproximation de [ par le plan tangentiel est

[l y) = te(z,y) = (Az)? + (Ay)?) - o(,y), |e(z,y)| <M in e dans Us((Fo))

Analog zu den Funktionen mit nur einer Variablen nennen wir den linearen Zuwachs (AZ, gradf) auch
bei n Variablen ,endlich kleines totales Differential“, total, weil fiir alle Richtungen giiltig. Damit
definieren wir: e Analoguement aux fonctions avec une seule variable, nous appelons [’accroissement
linéaire (AZ, gradf) 7différentielle totale finiment petite”, de méme si l'on a n variables, et totale, parce
qu’elle vaut pour toutes les directions. Nous définissons donc:

Definition: e Définition: df = (dZ,gradf) heisst totales Differential e s’appelle
différentielle totale.

Formel fiir die Richtungsableitung — formule pour la dérivée suivant une direction

Schreibweise: e Facon d’ écrire:
Sei e Soit D*f(x,y) = Steigung der Tan-

gente in Richtung o e pente de la tangente 2,
en direction o. :'.x
~  Richtungsableitung e Dérivée

suivant une direction

Seien e Soient
Az = Ar-cos(a), Ay = Ar-sin(a)

f(xo + Az, yo + Ay) — f(x0,%0)

~ DY) g ) = AL

Ar—0 Ar
o A Lo w0) + Ay £ (@, p0) + (A2)” + (Ay)?) - p(,y)
Ar—0 Ar
oy Arecos(@) - (o yo) + Ar-sin(a) - fy (w0, 40) + (Ar)? - p(,y)
Ar—0 Ar

= Jlim_cos(a) - fz(wo,yo) + sin(@) - f, (w0, yo) + Ar - p(z,y) = cos(a) - (w0, yo) + sin(a) - f, (o, yo)
(le(z,y)| < M in e dans Us((Fy)))

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.: > fy € C(Us(z0,90))

Beh.: e The.:

D (2, 9)1 = (o0 ey = €08(@) - f2(@0, y0) + sin() - f, (2o, Yo)
= <ea)a gradf>|(m,y):(mo ,90)

Bsp.: e Exemple:

f(z,y) =22 +sin(z - y) + xy?, Py = (1,3) Steigung in Richtung e Pente en direction de o = % =7
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= ™ . T
D5 f(2,9)1, ) = cos(g) (22 4 cos(zy) -y +3?) —l—sm(g) (cos(zy) - x+2xy)

6 +cos(3) /3 (11 +3 cos(3))
-T2 7 2
Weiter folgt aus dem vorhin Gesagten: e En outre voila ce qui suit des considérations précédentes:

l(@.)=(1.3)

~ 9.45921

Weiter folgt aus der Herleitung der Formel fiir die Richtungsableitung: e En outre, de la déduction de
la formule pour la dérivée suivant une direction il suit:

Konsequenz: e Conséquence:

> Sei e Soit Af = f(x,y)— [(v0,y0) = (AT, gradf) + (AT)? - p(x,y),_.,
= Az + |Af|2 ! @(x,y), |<p(x,y)| <M in e dans U(S((PO))
~» Die Richtungsableitung existiert in alle Richtungen: f ist differenzierbar in Us((FPy)) e La

dérivée suivant une direction existe dans toutes les directions:
f est dérivable dans Us((Py)).

7.4.3 Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit — Généralisation de la
dérivabilité

Fir G € Dy C R" dehnen wir nun die Differenzierbarkeitsdefinition wie folgt aus: e Pour G C Dy C R"

nous extendons la définition pour la dérivabilité de facon suivante:

Sei o Soit Py = (T1,, 220 -+, Tng)s P = (T1,2T2y...,2Zn)
Definition: e Définition: f(P) differenzierbar in G e f(P) dérivable dans G
= vPoeG :
F(P) = F(Po) + (AZ. gradf) + (AT - on (P,

lop, (P)] < M in e dans Us((P))

Der lineare Anteil der Zunahme von f(P) ist somit: e La partie linéaire de ’accroissement de f(P) est
donc:

n
(Afa gradf)b:fo = %:(.ﬁk - xko) f‘i}, (xloa L2py vy xno)

Statt von einer Tangentialebene sprechen wir jetzt von einer Tangentialhyperebene. Sie ist gegeben
durch die folgende Formel: e Auw lieu de parler d’un plan tangentiel, on parle maintenant d’un hyperplan
tangentiel. 1] est donné par la formule suivante:

Formel: e Formule: Tangentialhyperebene e hyperplan tangentiel
t(P) = f(Po) + (AZ, gradf),.
t($1,$2, .. .,xn) =
n
F(@1gs @205+ -y Tng) + %:(xk — Thy) fr, (T105 T205 - -+ Tng)

1. Beispiel: e Exemple 1:

f(z,y) =222 + vy — 3z + 2 Tangentialebene in e Plan tangentiel ¢ (2,1)?

t(x,y) = f(x0,y0) + (z — x0) f2 (0, y0) + (¥ — vo) £y, (%0, y0) =
f(xo,yo)+(x—x0)(4x+y—3)+(y—yo)x:222—1-2-1—3-2+2+(x—2)(4-2+1—3)+(y—y0)2
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=6+ (r—2)6+(y—1)2=6x+2y—38

2. Beispiel: e Exemple 2:
¥ ~» Spannfldchen 0 =0V y=0
e Surfaces étendues ~ f(z,y) = | |z| = |yl

U sonst e autres P

0 0
Es gilt: e Il vaut: a—f(x, 0) =0, a—f(O, y) =0 = Tangente existiert ldngs der Achsen
€z Y

e Tangente existe le long des axes.

Jedoch: e Par contre: f,(x,y), f,(x,y) & C(0,0) (vegl. Skizze e Voir esquisse)

Niveau

-
X

7.4.4 Zum Gradienten — Quant au gradient
Nablaoperator — Opérateur nabla

Die Gradientenbildung kann als Operation auf einer Funktionenmenge aufgefasst werden, denn man hat
hier die folgende Zuordnung: e La formation du gradient peut étre comprise comme opération Sur un
ensemble de fonctions, car on a l’application suivante:

/
T

fr— grad f =
!
Tn
Einer skalaren Funktion wird also hier eine Vektorfunktion zugeordnet. e Ici on applique donc une
fonction scalaire a une fonction vectorielle.

0
81‘1
Mit Hilfe des Operators e A [’aide de l’opérateur 7 := : konnen wir schreiben: e Nous pouvons
d
L. Oy
écrire:
d af
fa, Ern o
Symbol: e Symbole: gradf = : =vf= : f= :
f/ o of
Tn Oy Oy

Manchmal sieht man auch Schreibweisen wie: e Des fois on voit des symboles de ce genre:

gradf := 0z f ~ f»va:gradf

Bedeutung des Gradienten — Signification du gradient

Wir fithren hier die Betrachtung anhand von Funktionen mit zwei Variablen. Bei Funktionen mit mehr
als zwei Variablen trifft man analoge Verhiltnisse. e Ici nous considérons la chose a ’aide de fonctions
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a deux variables. Pour des fonctions a plus de deuz variables on a des circonstances analogues.

Sei o Soit f(x,y) = z,

J€q, gradf) := ¢

~ Df(x,y) = (€a, gradf) =

|€al - [gradf] - cos(p) = ;
1- |gradf| - cos(p) = cos(y) - |gradf]|

grad f

>3
f(x, y) = const.
(Niveau = const.)

Y >
o v E—r X

Dabei ist €, von a abhingig, gradf jedoch nicht. e €&, dépend de o, mais gradf ne dépend pas de «.
Allgemein gilt: o Généralement il vaut:

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

o, gradf) := ¢

Beh.: e The.:

D f(x,y) = (€a,gradf) = |gradf| - cos(yp)
|D f(x,y)| < |gradf]
|gradf| = Max, | D f]|

Wir studieren die Situation fiir einzelne, spezielle p: o Nous étudions la situation pour des ¢ spéciaux:

(1) Sei @ Soitp=0V =7V =271 V ... = |cos(p)|=1 = D*f(x,y) =1 -|gradf|
3T

(2) Sei e Soitgo:g v v= V... = cos(p)=0 = D*f(x,y) =0

Interpretation: e Interprétation:

= D*f(z,y) = 0 bedeutet: B
Die Tangente an die Funktionsfliche in Rich-

tung « ist horizontal, sie steigt nicht und

fallt auch nicht. Die Tangente im betrachteten

Punkt ist also parallel zur Hohenkurve.

grad f|| H,

X

e = D%f(x,y) = 0 signifie: La tangente o la surface de la fonction est horizontale en direction de
«, elle ne monte pas et elle ne descend pas. La tangente dans le point considéré est donc paralléle a la
courbe de niveau.

= D*f(x,y) = |gradf| bedeutet: e signifie:

Der Betrag der Richtungsableitung in dieser Richtung « ist maximal. Hier ist der Betrag der Steigung
maximal. e La valeur absolue de la dérivée suivant une direction est mazimale en cette direction «. Ici
la valeur absolue de la pente est mazximale.

Im ersten Fall war = D f(x,y) = |gradf]|. oy ist somit gerade die Richtung von +gradf. Dazu gehort
p=nm, n€Z. pistder Winkel zur fixen Richtung von gradf. Im zweiten Fall war = D2 f(z,y) = 0.

a9 ist somit gerade die Richtung der Hohenkurve. Dazu gehort ¢ = nnm + g, n € Z. Daraus folgt:
o — ao| = km + g, k € Z. D.h. der gradf steht senkrecht zur Hohenkurve. Und in Richtung

gradf ist der Betrag der Steigung maximal. Die Komponenten von gradf sind die Steigungen in den
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Koordinatenrichungen. Sind sie z.B. positiv, so steigt mit den Tangenten auch die Fléche in den positiven
Koordinatenrichtungen. Daraus folgt, dass der Gradient ,,hangaufwirts* zeigt.

e Dans le premier cas on avait = D f(x,y) = |gradf|. oy est donc la direction de +gradf.
p =nm, n € Z en font partie. @ est l'angle a la direction fixe de gradf. Dans le deuxiéme cas on

avait = D*2f(x,y) = 0. as est donc la direction de la courbe de niveau. p = nm+ g, n € Z en font

partie. On déduit donc: |ay — as| = km + g, k €Z. Cwu.d. le gradf est perpendiculaire a la courbe de

niveau. Ft en direction de gradf la valeur absolue de la pente est maximale. Les composants de gradf
sont les pentes en directions des axes de coordonnées. Si elles sont p.ex. positives, avec les tangentes
ausst la surface croit en direction des coordonnées positives. Il en suit que le gradient pointe vers le haut.

Bsp.: e Exemple: f(z,y) =22+ y*~ Minimum in e Minimum dans (0,0)

2 2
gradf = <2x>, Py=(1,1) = gradfzy=a,1) = <2> ~»  ,hangaufwirts“ e vers le haut.
Y

~»  Im Punkte (1,1) nimmt die Steigung in Richtung (;) maximal zu.
e Dans le point (1,1) la pente augmente de fagon mazimale dans la direction (;)

Verallgemeinerung — Généralisation

Sei e Soit z= f(x1,72,...,2,) ~ Hyperfliche im R*"*1 e hypersurface dans le R"*?
fa, w1 (t)

~ gradf = P Sei o Soit 7(t) = : Kurve C'in Dy e courbe dans Dy
fon Zp(t)

Betrachte: o Etudie: %(xl(t), oo xp(t)) = lim Af
Af Az Af  Ax,

1. : N . =
At—0 Az At et Az, At

fg;l 'xlt fa,w xnt (gradfa Tt)

Auf einer Niveauhyperfliche muss die Hohenzunahme 0 sein, d.h. es gilt: e Sur une hypersurface de
niveau ’accroissement de niveau doit étre 0, donc il vaut:

d
d‘:(xl(t) cxn(t) =0 = (gradf,7,) =0

Falls gilt e S%l vaut: gradf #0 (d.h. die Tangentialhyperebene steigt an e ¢.v.d. ’hyperplan tangentiel

monte)

und e et 7, # 0 (die Kurve C besitzt einen Tangentialvektor # 0 e La courbe C' a un vecteur tangentiel

#0),

so folgt: e on déduit: (gradf,7,) =0 = gradf L 7, | Niveauhyperfliche e || hypersurface de niveau.

d
Weiter sehen wir: e En plus on voit: = d—‘:(xl(t), oy zn(t)) = (gradf, 7)) = |gradf| - |7}| - cos(p)

Parametrisiere C' so dass gilt: e Paramétrisons C' de fagon qu’il vaut: |7} =1

~» Wihle dazu die Kurvenlidnge \ als Parameter: e En cette intention choisir la longueur de la courbe
A comme parameétre:

|\/Z oA+ AN) — 25 (N))?|
A7 |AN]

li =1
I = Jlim, | A)\l AT TAN T A, AN T arto [AN|
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Es gilt: e Il vaut:

S5 (20 (A + AN) — 24(N)? ~ AX

= E(xl(t)’ oo, xn(t)) = |gradf]| - cos(p) ~ E(xl(t)’ ..., Zp(t)) maximal fir e mazimale pour
w37

Y= 2) 2 ).

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

1 ()
f(x1, 29, ... 2,) € CO(Dy), 7(t) =
zn(t)

~» Kurve C' mit Kurvenlédnge als Parameter e Courbe C avec longueur de
la courbe comme parameétre:

Beh.: e The.:

1. gradf L Niveauhyperfliche e hypersurface de niveau

d
2. |gradf| = maximaler Wert des Betrags der Steigung d—‘: der Kurve
auf der Hyperflache iiber C' e valeur mazimale de la valeur absolue

df
de la pente T

3. gradf = Richtung der maximalen zunehmenden Steigung
e = direction de la pente augmentante mazximale.

de la courbe sur la hypersurface sur C.

7.4.5 Bemerkungen zu Tangentialebenen und Potenzreihenentwicklung —
Remarques quant aux plans tangentiels et au développement en séries
de puissances

1. Die Tangentialhyperebene wird: e L’hyperplan tangentiel devient:
() = t(To + AT) = f(20) + (AT, v [f) = f(20) + AT - gradf

Bsp.: e Exemple: f(z,y) = 2% + 12, = <x0> = (;) = (&) = f(£)) + AZ - gradf =

0
—1 2 —1
12+22+<x >-<x0>:5 (x > (>=—5+2x+4y:z—2x+4y 5
y—2 290

2. Taylorentwicklung von Funktionen mit mehreren Variablen:
e Développement en série de Taylor de fonctions a plusieurs variables:



7.4. DIFFERENTIAL — DIFFERENTIELLE 269

Beispiel mit n = 2: e Ezemple avec n = 2:

© el 1 ok : o
f(x’y)zzyz_( _j)!(axjayk_jf)(anyO)'(x_xO)J'(y_yO) ’

!
k=0 F= =5 J-

Trick: e Truc: Erst Potenzreihe z.B. nach x bilden, y als Parameter beibehalten. Anschliessend
Potenzreihen in den entstandenen Gliedern nach y bilden... e D’abord calculer la série de puis-
sances p.ex. pour la variable x, tenir y comme paramétre. Ensuite calculer les séries de puissances
pour y dans les termes qu’on vient d’obtenir. ..

Bsp.: e Exemple:
: 26 z* —x? 26 z* 26 z*y?
) = (1= §) (o 4 ) v (ko §) o st

7.4.6 Weitere Bemerkungen zum totalen Differential, Verallgemeinerung —
Autres remarques quant a la différentielle totale, généralisation

Schreibweisen — Facgons d’écrire

1
1. Sei o Soit feD(G), p,po€ G, P=P(z1,...,2,) == 1 |,

LTn

f(P):= f(a1,...,zpn) := f(Z)

of

Schreibweise: e Facon d’ écrire: (Gradient: e Gradient:) gradf =<7f := 7
z

Fiir Af — df ist es iiblich, wie folgt zu schreiben: e Pour Af — df on écrit de coutume:

Schreibweise: e Facon d’ écrire: df = d¥ - gradf = (dZ, gradf)
(Glieder hherer Ordnung werden vernachléssigt.
e Négliger les termes d’ordre supérieur.)

2. Mit dem totalen Differential Af von f kann man schreiben: e Awec la différentielle totale Af de
f on peut écrire:

Af  AZ (Az)?
A d_f Até%radf—i_ dz d(i(x) dz dz
- 4 _ar LA ) = (22 Y azy - o(@) = (&

—0

3. Die folgende, etwas weniger exakte Schreibweise fithrt kaum zu Missverstdndnissen: e La facon
d’écrire suivante moins exacte ne mene point a des confusions:

f(@) = f(Zo + AZ) = f(Zo) + AT % + (AZ)? - o(%) oder e ou
0
AJ = J(@) - [(F) = AT S5+ (877 - o()

of . . L
AT - 77 ist hier der lineare Zuwachs e voici l'accroissement linéaire
T
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~» totales Differential e Différentielle totale

(AZ)% - o(Z) ~ hohere Glieder o Termes d’ordre supérieur.

of |

~ Af o df = dE S5 (dT)? - p(#) = di- of

———— 833

*

* ~ in erster Ordnung vernachlédssigbar e négligeable au premier ordre.

~> Definition des totalen Differentials auf dieser Grundlage:
e Définition de la différentielle totale sur cette base:

0
Definition: e Définition: df = dz- 8—{ =dzy- f,, +...+dz,- f, heisst totales Differential
x n
e s’appelle différentielle totale.

Bsp.: e Exemple: f(z,y,2) =z -y+a®+ysin(z), fL=y+2z, f,=x+sin(z), fl=y-cos(z)
= df =dz(y+2x)+ dy (z +sin(z)) + dz(y - cos(z)

Verallgemeinerungen — Généralisations

Totale Differentiale hoherer Ordnung definieren wir wie folgt: e Nous définissons les différentielles
totales d’ordre supérieur comme il suit:

Definition: e Définition: d%f = d(df) := %(%dml +...+ aaxf
1 1 n
o  of

of
G Gy 1 ¥ Gy don)den

dzy)dz + . ..

+

Spezialfall n = 2: e Cas spécial n = 2:

o of 9 f 02 )
dx + 9 0y dxdy+82(dy)

991 of 9 of of
Ox " Ox dy

*f 2
+ — + = —= +2
—dy)dz ( d d y)dy 2 (dx)

’f =
Verallgemeinerung der Ordnung fiir n = 2: e Généralisation de l’ordre pour n = 2:

dmf = S (dx)™ + <1> a1 oy (dx) dy+ ...+ —ay”” (dy)

of
ot g,

of

Schreibweise: e Fagon d’ écrire: d™f = ( dy)(™

Verallgemeinerung der Dimension n bei der Ordnung m: e Généralisation de la dimension n pour ’ordre
m:

of yo\ ,Of

(m)
oz, + 3e, 40

Schreibweise: e Fagon d’ écrire: d"f = (=—
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Regeln — Regles

Mit Hilfe der Regeln fiir partielle Ableitungen gewinnt man sofort die folgenden Regeln:
o A l'aide des régles pour les dérivées partielles, on obtient tout de suite les régles suivantes:

Regeln: e Reéegles: Vor.: e Hyp.:

fhgeD..., keR

Beh.: e The.:

1 dk-f)=k-df
2. d(f +g) =df +dg
3.d(f-g)=f-dg+df-g

4. Kettenregel e Régle conjointe
~» Wird weiter unten speziell besprochen e sera discutée en bas plus
en détail.

Bsp.: e Exemple: d(sin(z-y) - cos(x +y)) =

sin(z - y) - (—sin(z + y) de — sin(z + y) dy) + cos(x + y) - (cos(x - y) - y dx + cos(x - y) - v dy) =
(—sin(z - y) - sin(z + y) + cos(x + y) - cos(z - y) - y) dz + (—sin(z - y) - sin(x + y)

+ cos(x +y) - cos(x - y) - x) dy

7.4.7 Die Kettenregel — La regle conjointe

Um die Situation, auf die sich die Kettenregel bezieht, einigermassen zu begreifen, ist es notwendig,
die Herleitung der Regel etwas zu verfolgen. e Pour comprendre un peu la situation a laquelle la régle
conjointe se rapporte, il est nécessaire de suivre un peu la déduction de cette regle.

Sei o Soit u= f(&m,...),
E=p(x,y,...),n=1v(@y,...),...

Sei o Soit Dy =B, Wy, . CB=Dy
Sei o Soit (§,m,...) € We ...

= u=f(&mn,...) = fle(z,y,...),Y(x,y,...),...):=F(x,y,...), Dp =G
Seien o Soient f,p,1), ... € D iiber den jeweiligen Definitionsbereichen e sur les domaines de définitions
concernées.

Problem: e Probléme: ~» FeD?

~+ Untersuche die Existenz von e Ezamine l'existence de dF = Fdx + F, dy+ ...

—

Was passiert mit dem Rest o Que se passe—t—il avec le reste (dF)? - R(Z) ?

Studiere dazu: e Etudie donc:
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(fe- o+ I+ ) de+ (fE-oy + vy + ) dy+ ... =
fe (ppde+ydy+..)+ f - (Ypde+yydy+...)+...=
fe-do+fr-dp+...=fi-dé+ fr-dn+...=df

df,de, di, ... konnen wegen der vorausgesetzten Differenzierbarkeit gebildet werden, die verbleibenden
Reste sind “quadratischer Natur,,. e On peut composer df,dyp,dv, ... car on part de la dérivabilitée des
fonctions en question. Les restes qui restent sont de "nature quadratique”.

(~ Form e Forme 7d- R(Z)”)

Damit kann man df von B nach G verpflanzen. Wegen der Verpflanzung muss man somit das totale
Differential dF der verpflanzten Funktion F erhalten: e Ainsi on peut transposer df de B a G. A cause
de cette transposition on doit donc obtenir la différentielle totale dF de la fonction transposée F':

\df/=(fg-<p;+f;-w;+---)dx+(fg-<p;+f;-w;+---)dy+---=dF

Dy=B D. =G

Wegen dF = F, dx + f, dy + ... muss gelten: o A cause de dF = F, dx + f, dy+ ... il vaut:

L= L@yt By bty Fy= [y + Iyl

Satz: e Théoréme: Kettenregel e Regle conjointe

Vor.: e Hyp.:

¢, Y,...€ D(G), feD(B)

Dy =B, Wyu,...CB=Dy
g:(p(xaya"')an:w(xaya"')a---a (gana"')EW(ip,’lZJ,...)
u=f(&mn,...)=fle(z,y,...), (x,y,...),...)...) = F(x,y,...)

Beh.: e The.:

F e CD(G)

dF' = Fydx + fydy+...=

=(fe-elp+fh -+ )de+ (fe -y + [y + ) dy+ .=
= fe-d§+ [y -dn+ ... =df

Fi=fi @t fy ot Fy=fle@y+ foovy+ ooy

d d d
Bemerkung: e Remarque: Sei o Soit f(z,y) =2%y® = filff, v) =2 de—f—i-?) 22 d_?:
e o e df(zy) . . .
Definition: e Définition: T heisst totale Ableitung von f(z,y) nach t.
d
° M s’appelle dérivée totale de f(x,y) d’apres t.

dt



7.5. ANWENDUNGEN — APPLICATIONS 273

7.5 Anwendungen — Applications

7.5.1 Verpflanzung von Differentialoperatoren in andere Koordinatensys-
teme — Transposition d’opérateurs différentiels en d’autres systemes
de coordonnées

Bsp.: e Exemple: Sei o Soit u= f(z,y),

jradf? = (grad. gradf) = gradf -gradf = (%) (%) = (2 (17

~» Kartesische Koordinaten! e Coordonnées cartésiennes!

Problem: e Probléme: Schreibe |gradf|? in Polarkoordinaten! (Grosste Steigung im Quadrat)
e Ecrire |gradf|? en coordonnées polaires! (Pente maximale au carré.)

x =r-cos(q)
y =r-sin(a)

N v

o = arctan(%) r

\J

Vergleich zum letzten Satz: e Comparaison au théoréme dernier:
(@,y) = (r,a), (&n)+ (z,y)

Damit bekommen wir: e Ainsi nous obtenons:

7'21-7230 —fzcos(a) 7'21-72?] zgzsin(oz)
e B

Sei o Soitw =

8] |

= a= arctan(g) = arctan(w) = arctan(tan(«))
x

Kettenregel e Regle conjointe
da

~ o= 1 = (arctan(tan(a))),, = (arctan(w)),, - (tan(a))’,,
(tan(@)); = ((S:;ZEZ; Joo = cos;(oz)
= 1= (arctan(w)),, - T = (arctan(w))!, = cos?(a)

Zudem gilt: e En plus il vaut:

doa 0 y —y —y 2y y L.
e %(arctan(g)) = arctan(w)?, - = cos?(a) - e B - sin(a)
0 1 1 2?1 1
a—z = Fy(arctan(%)) = arctan(w)/, - — = cos*(a) - o= i—Q o= r% = — - cos(a)
= ul, =l vl 4+l - al, = ul - cos(a) + ul, - _Slil(a)

Uy = uy. - Ty Uy, - o = u, - sina) + uy, - +cosr(oz)
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= |gradf|> = (u})?+ (u)? = (ul- cos(cr) +ul, - %mh? T (il - sin(a) + o, - cos(@) )2
= (u)? - cos2() + 204, -cos(a) - o - —2 o y2 . (Ao
()2 - sin?(e0) + 201, - sinf) - - Sy (o2 (A2
= (u})? - cos*(a) + () - Sm;(“) + ()2 -sint() + ()2 - L)
= (u})? - (cost () + sin(a0) + ()2 S F 0 (0)
= (up)? 1+ (ug)* %2 = (up)* + %2 ()2

7.5.2 Totale Ableitung — Dérivée totale

Wir wollen hier an einem Beispiel zeigen, wie das totale Differential direkt zur Steigungsberechnung
eingesetzt werden kann. e Ici nous allons montrer comme on peut appliquer la différentielle totale
directement pour calculer des pentes.

Sei z.B. gegeben eine Funktion e P.ex soit donné une fonction f(z,y) = z = cos(zy) + = + 3

. o . x(t) et
sowie eine Kurve e ainsi qu’une courbe C': 0(t) = =
y(t) In(t)
Problem: e Probleme: Was ist die Steigung der Tangente an die Kurve auf der Funktionsfliche

iiber C'in Py = (E',In(1)) = (e,0), t =1? o Trouver la pente a la tangente a la courbe dans la surface
de fonction sur C a Py = (E',In(1)) = (e,0), t=1/

Losung: e Solution: Totales Differential: différentielle totale:

df = fr-dx+ f, -dy = —sin(zy) - (yde +xdy) + dr + 2y dy
= (—sin(zy)-y+1)de+ (—sin(zy) -2+ 2y) dy

Daraus die Ableitung: e Par conséquence la dérivée:

%hzl = (—sin(zy) -y +1) Ccll_f + (=sin(zy) -z +2y) Z_?Z |
= (—sin(¢" In(t)) - In(t) + 1) Cil—et +(—sinfef () ¢+ 2 1) © ?t(t) =
= (—sin(e-0)-0+1)e+ (—sin(e0) -e+2-0)% =e

7.5.3 Anwendung auf implizite Funktionen — Application aux fonctions im-
plicites

Sei o Soit f(x,y) = f(x,y(x)) =0, y=y(x) Funktion e fonction.

~» Kettenregel: e Reégle conjointe:
df _9of 9z Of dy d0 _f_;

= At = ot fy oy == =0 Ly =0 L=
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
y = y(x) sei implizit gegeben: o soit donné implicitement:
flz.y) = f(@,y(x)) =0, fyeD
fl
Beh.: e The.: Ve =—%,
fy
Bsp.: e Exemple:

Sei o Soit f(x,\) =2 +2z (1+A?)+2V6A = fi(z,\)=322+2 (14+A?)>0(Y,)
~ f(z,\) streng monoton wachsend. f(x,\) besitzt somit genau eine Nullstelle xg(\) € R. e f(x, \)
croissant de facon strictement monotone. f(x,\) posséde donc exactement un zéro xo(\) € R.

Ges.:

Es gilt: o Il vaut: f(xo(N),\) =0

e Trouver: A so dass zo(\) € R maximal wird! e A\ que z¢(\) € R devienne maximal!

: . ’ fg\ ! —2 \/6
~ Maximum: e Mazimum: 0 = (zo)) = =+ = fy=0= 420 A +2V6 = Ay = 1
o Lo
—2+/6 —2/6
= flz, ) =2 +22 [1+( \/_)2 +2v6 \/_:0
4300 4350
= Losungen: e Solutions: xo1 234 =1, —1,iV3,—iV3 = Zomer =1€R
7.5.4 Extremalprobleme — Problemes d’extréma
Notwendige Bedingung fiir Extrema — Condition nécessaire pour ’extrémum

Sei o Soit f € D(FRy), fi, € C(Fo),

275

Wir nehmen an, dass f in P_0 ein lokales Extremum besitze. e Soit donnée la situation que f posséde

a Py un extrémum local.

Sei o Soit Py € R2.

In Py muss die Schnittkurve der Funktions-
fliche mit einer erstprojizierenden Ebene eine
horizontale Tangente besitzen: e A Py la
courbe d’intersection de la surface de fonction
avec un plan qui est perpendiculaire sur le plan
xy doit posséder une tangente horizontale.
Analog schliesst man fiir Py € R™. e On ob-
tient la méme conséquence pour Py € R™.

= ﬁ(IDQ)ZO, k=1,...,n
axk

Wir verwenden nun die folgende Schreibweise:

Schreibweise: e Fagon d’ écrire: f € D(x

zh

X R

e Nous utilisons la fagon d’écrire suivante:

&, Po) ~ [ stetig differenzierbar nach xy in Py

o [ dérivable de facon continue d’apres xy a Py
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Vi_, f € D(x, Po)
f besitze in Py ein lokales Extremum
e [ posséde a Py un extrémum local

Beh.: e The.: gzlﬁ(Po)zo«» gradf =0
axk
2, .2 Of
Bsp.: e Exemple: f(x,y) ="+ y7, a—(x,y) =2x=0
x
9]
= =0, a—i(x,y):2y:0 = y=0 = Py=(0,0)

(Bekannt: e On sait: 22 +y?> >0, 22 +¢y* =0 o=y =0)

Bemerkung: e Remarque: Die Umkehrung des Satzes gilt schon fiir n = 1 nicht. e La con-
version de ce théoreme ne vaut pas. On le voit déja pour n = 1.

Hinreichende Bedingung fiir Extrema — Condition siffisante pour des extréma

: - _ " el
Sei o Soitn =2, f. = [,

Wir definieren: e Nous définissons:

1! 1!
1! 1!
heisst Determinante der Hess—Matrix (Diskriminante)

e s’appelle determinant de la matrice de Hess (discriminant)

Definition: e Définition: H(f):=D = = fr o —(fr)?

— Jaz T Jyy T Vay

Man stellt unmittelbar fest: o On saisit aussitot:

Lemma: e Lemme: H(f) = [(gradf),,, (gradf),] (Flichenprodukt e Produit de surface)

2 2
~ gradf )y, (gradfy,) = | | f2, | x | i, | 1= lgradf)s | - |gradfy, |- sin(o)
0 0

¢ = {(gradf);, (gradf);)

Es gilt der folgende Satz: e On peut déduire le théoréme suivant:
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f (S D(x,Po) A f c D(y, PO)
fr(Po) = f3,(Po) =0

Beh.: e The.:

D =H(f) >0 = f hat in Py ein relatives Extremum
o [ posséde a Py un extrémum relatif
7> 0: Minimum e minimum
7. < 0: Maximum e mazimum
D =H(f) <0 = f hat in Py einen Sattelpunkt e f posséde 4 Py un
point de col (point—selle)
D =H(f) =0 = so nicht entscheidbar e on ne peut pas encore décider

Anschauliche Begriindung: e Vérification clairement visible:

Py ~ Z.B. Minimum e P.ex Minimum Py ~ Sattelpunkt (Beispiel) e P.ex point col
(exemple) i

y grad f(X, +( Aoy)) v \ %@;@ (%, +(:\0y)))

Ay

Nt
et
ot
i
¥
A
\
\

Ay 77

) Y, F I
Yo { Torad f(%, +(3X))
szf — K( o’

> [ grad f(X, +(A0x)) S

X

X, Ax X X,| [X,+AX

xo + Az, y0) 11 (V) (o + Az, 90)

(V)i (o + Az, yo) 11 (V) (20 + Az, yo) (V)5 (

(V) (o, yo + Ay) 11 (Vf) (o, yo + Ay) (V) (o, yo + Ay) 1L (V) (o, yo + Ay)
= A=|v -1yl sin(e) >0 = A=V il yl sin(e) <0
(Vf = gradf)

1. Beispiel: e Exemple 1: f(z,y) =2y, f,=vy, f, =2, Po=1(0,0)
= £1(0,0)= £1(0,0)=0, fr, =0, f =0, f/ =f" =1 = D=0-0-1-1=-1<0
= Sattelpunkt in Py e point col a Py.

2. Beispiel: e Exemple 2: f(z,y) =2?+y?, f. =2z, fy =2y, Po=(0,0)
= f1(0,0)= f1(0,0) =0, fly=fl=2>0, f/,=f/,=0 = D=2.2-0-0=4>0
= Minimum in P, e minimum a Pj.

7.5.5 Anwendung auf die Klassifikation von Kegelschnitten — Application
pour la classifications des sections de cones

Im Rahmen der Vektoralgebra werden die Kegelschnitte besprochen. In der Ebene handelt es sich dabei
um algebraische Kurven, die durch eine Polynomgleichung in zwei Variablen vom Grade 2 von folgender
Form gegeben sind: e Dans le cadre de l’algébre vectorielle on discute les sections des cones. Dans le
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plan, il s’agit ici de courbes algébriques, qui sont données par des équations polynomiales du degré 2 en
deux variables de la forme suivante:

flx,y) =az? +bxy+cy’ +dox+ey+ f=0

Andererseits ist durch f(z,y) = z im R? eine Fliche ® definiert. o D’autre part f(x,y) = z définit une

surface ® dans le R?

fr(w0,90) =2awo+byo+d=0, fy(xo,y0)=2cyo+bro+e=0
2cd—be, yO:_bd—2ae, D— %J;(xg,yo) f%y(xo,yo)

b2 —4ac b2 —4dac v (10, 90) Sy (20, Y0)

Sei o Soit D #0 = Auf ® gibt es genau ein Extremum oder Sattelpunkt (in (zo,y0)) e Sur ® il

existe exactement un extrémum ou point col (4 (xo, o))

= 19 = =4daqc—1?

Geometrisch sieht man unmittelbar ein:

e On voil clairement géométriquement:

Im Falle der Ellipse muss ® ein , korbartiges
Gebilde“ sein und irgendwo ein Extremum
haben. e Au cas de lellipse ® doit avoir la
forme d’un panier et doit posséder a un cer-
tain point un extrémum.

Im Falle der Hyperbel muss ® ein ,satte-
lartiges Gebilde“, d.h. irgendwo einen Sat-
telpunkt haben. e Au cas de [’hyperbole ®
doit avoir la forme d’un col et doit posséder a
un certain point un point col.

Bemerkung: e Remarque:

Ein Kegelschnitt entsteht allerdings nur, wenn ® die xy-Ebene (= Hy,) schneidet. Die Bedingung
f(zo,y) = 0 ist eine quadratische Gleichung in xo(y). Die Bedingung, das die Diskriminante > 0 sein
muss, fiihrt auf eine quadratische Ungleichung in y, die losbar ist. e On obtient une section de cone
seulement quand ® a une intersection avec le plan vy (= Hgy). La condition f(xo,y) = 0 est une
équation quadratique en xo(y). La condition que le discriminant doit étre > 0 méne a une équation
quadratique en y qu’on peut résoudre.

Konsequenz: o Conséquence: Die Frage, ob ® N H,, # {} gilt, ist elementar algebraisch
entscheidbar. e La question s’il vaut ® N Hy,, # {} peut étre décidée de maniére algébrique élémentaire.

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

flx,y)=az?+bry+cy* +do+ey+ f=0, ®NH,y, # {}

Beh.: e The.:

D=4ac—b*>>0 = Ellipse e ellipse
D=4ac—b><0 = Hyperbel e hyperbole
Parabel e Parabole = D =0

Bsp.: e Exemple: f(z,y) =222 -32y+4y*—z+y—1=0
=4-2-4—(-3)2=32-9=23>0 = Ellipse o Ellipse.
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7.5.6 Extremalprobleme mit Nebenbedingungen — Problemes d’extréma
avec conditions sécondaires

Einsetzungsmethode — Méthode par substitution

1. Beispiel: e Exemple 1: Sei o Soit f(z,y) =22 -3zy+4y> —x+y—1

Problem: e Probléme: Extremum von f(z,y) unter der Nebenbedingung z —y = 17
e Extrémum de f(x,y) sous la condition x —y =17

r—y=1=y=ax-1= f(r,y)=flr,r—1)=32>-52+1=g(z),
g (r)=6x—-5=0 = x:%, y:—%, gy (x)=6>0 = Minimum e Minimum.

Konsequenz: e Conséquence: Solche einface Extremalprobleme mit Nebenbedingungen lassen sich
durch Einsetzen der Nebenbedingung in die zu betrachtende Funktion 16sen. e Les problemes d’extrémum
simples avec condition secondaire comme on vient de voir se laissent résoudre par substitution de la
condition secondaire dans la fonction considérée.

2. Beispiel: e Exemple 2:

Sei e Soit f(x,y) = -y, Nebenbedingung e condition secondaire g(x,y) = 4x%+ 13> —4 =0
~» Extremum? e Extrémum?

Hier hat man es mit der Einsetzungsmethode nicht mehr so leicht. Besser zu handhaben ist hier die
nachfolgend gezeigte Methode der Multiplikatoren von Lagrange. Sie ist oft erfolgreich bei implizit
gegebenen Kurven g(x,y) = 0. e Ici il n'est plus tellement fagile d’opérer avec la méthode de substitution.
On est mieux servi avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange, qu’on va démontrer. Elle nous
porte souvent du succés quand on traite des courbes implicites g(x,y) = 0.

Methode der Multiplikatoren von Lagrange — Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Seien e Soient f(x,y), g(x,y) € D(G),
f,g € CY(G) Ableitungen stetig Maxf, (x,y) € K
e dérivées continues ;

f hat in Py ein Extremum mit der Nebenbe- v
dingung g(xz,y) =0 e f a a Py un extrémum s _grad f LK
avec la condition secondaire g(xz,y) =0 *

Durch g(z,y) = 0 sei eine Kunve C definiert: e Soit défini une courbe C par g(z,y) = 0:

D (=)
C: ) = (y(t)>
Sei o Soit h(t):= f(a&(?f),y(?f))|(m(tw(mec = f(F(t))

Extremum fiir t = tg: e Extrémum pour t = ty:
= hy(t) = fo(z,y) - xp+ fi(x,y) - yp = gradf - 7i(t),_,, = gradf L7i(t)),_,,

In Py (t =to) ist somit: e A Py (t = to) il vaut donc:
gradf | (Tangente e Tangente) || 74(t)|,_,
WEeil C selbst eine Hohenkurve von g ist, gilt in Py: e Comme C' lui-méme est une courbe de niveau de
g, il vaut a Py: gradg 1 Tangente e Tangente || 7}(t)

[t=to

Sei o Soit gradg #0 = gradf || gradg in e dans Py = 3xcr : gradf = \- gradg
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(z,y), g(z,y) € D(G), € CY(G)
gradg # 0

f hat in Py ein Extremum mit der Nebenbedingung g(z,y) =0
e f a un extrémum a Py avec la condition secondaire g(x,y) =0
Beh.: e The.: Jaer @ gradf = X - gradg
Definition: e Définition: A heisst Multiplikator von Lagrange e \ s’appelle multipli-
cateur de Lagrange
Bemerkung: e Remarque: Analog argumentiert man bei Funktionen mit mehr als 2 Variablen.

e On utilise des arguments analogues pour des fonctions avec plus
de 2 variables

Bsp.: e Exemple: Sei e Soit f(x,y) = x -y, Nebenbedingung e condition secondaire
g(z,y) =422 +9?> —4=0~ Extremum? e extrémum?

8
gradf:<y>:)\-gradg:)\-<y>:)\-<2x> = y=A-8x, x=X-2y, 422 +y>-4=0
x x Yy

Mit der Nebenbedingung erhélt man somit ein System von 3 Gleichungen mit den Unbekannten z,y, \.
e Y compris la condition secondaire on obtient un systéeme de 3 équations avec les inconnues T, y, \.

1
~ x=A2-(A-8x)=162-\2 = =0V )\:iz

1
y=A-8-(A-2y)=16y-\? = y=0V A=+g

1 1
0,00 C = )\:iZ’ y:)\-Sx:Z-Sx:2x =

1 1
4?4+ —4=424+ 22> —4=82>-4=0, v =+—, y=X\8r=_-8(&

V2

. 1 2
~ Extremumwerte nur in e Valeurs extréemes seulement a +——, £

V2 V2

Es ist dem Leser iiberlassen zu untersuchen, welche Extremwerttypen wo vorliegen. e C'est un exercice
pour le lecteur de décider quels types d’extréma on a et ot il sont.

7.5.7 Newton—Approximation bei mehreren Variablen — Approximation de
Newton pour plusieurs variables

Wir studieren das Verfahren fiir den Fall von zwei Funktionen mit zwei Variablen: e Nous étudions la
méthode pour le cas de deux fonctions avec deux variables:
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7Zu lésen: e A résoudre:

f(xay) = 0
) = 0

Py = (wo,y0) €L 2

Sei P, nahe Py: e Soit Py prés de Py:

~ Afr = f(zo,y0) — f(w1,51) =0 — f(z1,91) = Ax1 f, + Ay1 f, [p=p,
Agi = g(wo,90) — 9(x1,y1) =0 — g(x1,y1) = Az1 g, + Ay 9; |p=p,

= Conim) = G i) () = ()

Sei A(Py) reguldr o A(Py) soit régulier

= ()= (CoTm) = (o) = —aw (o)
= =) = () = (S0 + ()

Wenn wir Gliick haben, liegt P, niher bei Py als P;. Dann ldsst sich auf diesem Vorgehen eine
Iteration aufbauen. Durch den Verlauf der Rechnung und eine Uberpriifung des Resultates lisst sich
beurteilen, ob das Verfahren gegen brauchbare Werte konvergiert oder nicht. (f(zn,yn) und g(zn, yn)
miissen mit n immer kleiner werden. Theoretische Konvergenzkriterien wollen wir hier nicht behandeln.)
e Si nous avons de la chance, P est situé plus prés de Py que de Py. A partir de cette idée on
peut donc construire une itération. Par le développement du calcul et l’examen des résultats on peut
juger si la méthode converge vers des valeurs utilisables ou non. (f(xn,yn) et g(zn,yn) doivent de-
venir de plus en plus petits avec n. Nous ne voulons pas traiter ici des critéres de convergence théoriques.

x2 4+ y2 —1 0 . 1 0.5
y—sin(@) = 0 Start: e Départ: 2) = \os
In 4 Schritten erhalten wir: e Aprés 4 étapes nous obtenons: xs = 0.73908513,
ys = 0.67361203, f(zs5,ys) = 0.00000000..., g(zs,ys) = 0.00000000...

Bsp.: e Exemple:

7.6 Fehlerrechnung (Abhingigkeit) — Calcul de I’erreur
(dépendance)

Unter dem Begriff ,,Fehlerrechnung® werden in der Literatur zwei verschiedene Problemtypen behan-
delt: Erstens das Problem der Verpflanzung von Messfehlern bei der Anwendung von Funktionen auf
fehlerbehaftete Messgrossen. Und zweitens das Problem der Fehler von statistischen Kenngrossen (z.B.
Mittelwert), welche meistens von einer grossen Datenmenge abhéngen. Hier wollen wir den ersten Fehler-
typ behandeln. Der zweite wird im getrennt herausgegebenen Anhang zu diesem Skript besprochen.

e Sous la notion de calcul d’erreur, deux types de problemes différents sont traités dans la littérature:
Premierement le probléme de la transplantation d’erreurs de mesure a l’application de fonctions lors de
grandeurs mesurées ineractes. Bt deuxiémement le probléeme des erreurs de grandeurs qui marquent des
données statistiques (p.ex. la moyenne) qui dépend d’ordinaire d’une grande quantité de données. Ici,
nous voulons traiter le premier type d’erreur. Le deuxiéme est traité dans l'appendice (édition séparée) a
ce script.
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7.6.1 Das Problem der Verpflanzung — Le probleme de la dépendance

Situation: e Situation: (a): y= f(z)
Gemessen wird e On mesure x = Az ~ y+ Ay=7

A1) A ¥} {ftx) Af(x)
Yo Y= Y=Yy
:n Y = fix,) v
1 _Ax WY, Y, 0
/ ///-f Y szsb_ X Y, /-\—\;IL;:--.__ X Ax | Ax | X
X, X%, X, X%, T\ XXX, Ax X X X

yo = f(®o), y1=f(x1), y2=flz2), Ayp=1|y1—yo| =7, Aya=|y2—wo| =7

Situation: e Situation: (b): y= f(z1,,2Z20y--+,Tng)

Gemessen werden die Werte z1,, %2, ..., %n, der Variablen xi,xs,...,z,. Bei kontinuierlichen Mess-
werten gibt es immer Ableseungenauigkeiten, die aber abschitzbar sind. Diese zugehorigen ,,Messfehler
betragen Azq,Axg,...,Az,. Die ,exakten Werte“ x}, &k = 1,...,n liegen daher in den Intervallen
[k, — Azk,xk, + Axy]. Zudem sei eine Funktion f(xy1,z9,...,2,) gegeben, mit deren Hilfe eine
weitere Grosse berechnet werden muss. e On mesure les valeurs xi,,%2,,.-.,%n, des variables
T1,%2,...,Tn. Pour les valeurs de mesures non—discrétes il y a toujours des inexactitudes quand on lit
les échelles,mais elles sont estimables. Les erreurs de mesure qui en résultent sont Axy, Axs, ..., Axy,.
Les "valeurs exactes” xj,, k = 1,...,n sont donc situées dans les intervalles [Ty, — Axy, i, + Axy].
En plus on a donné une fonction f(x1,x2,...,x,) & laide de laquelle on doit calculer une valeur en plus.

Problem: e Probléeme: In welchem Intervall liegt der ,,wahre® Wert f(xf, a3,...,2%)?
e Dans quel intervalle la valeur “exacte” f(x3, x5, ..., xk) est—elle située ?

) n

7.6.2 Verwendung des totalen Differentials — Appliquer la différentielle to-
tale

T L1
, Ty = : , (@) = f(z1,22,...,2,), Di > |Axy| (Dy ist eine

Tn Tng
bezifferbare Schranke. e Dy est une borne connue.)

Sei o Soit T =

Aus der Theorie des totalen Differentials weiss man: e De la théorie de la différentielle totale on
sait:

Af = f(a0 + AZ) = f(20) = Azy £, (70) + ...+ Azn [}, (20) + O[2]
(O: Glieder hoherer Ordnung e Termes d’ordre supérieur)

~ |Afl < NAw [ fr, (@) + -+ Azl [ £, (20)] < Dy |fz, (Z0) + - .. + D | f7, (20)] := Afimaa
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Messsituation wie oben beschrieben e Situation de mesure comme décrit

en haut,
f c ’D(l)

Beh.: e The.:

Konsequenz: e Conséquence:
f(f*) = f(xﬂlﬂaxéa SRR fo) € [f(fO) - Af'rrww;a f(fO) - Af'rrww;]

Definition: e Définition: |Af| heisst absoluter Fehler e s’appelle erreur absolue,

| A
f (o)

| heisst relativer Fehler e s’appelle erreur relative.

1. Beispiel:

Exemple 1: f(z,y) =2ty = Afpee =Ds|1|+Dy|£1|=D,+ D,

N

. Beispiel: Exemple 2: f(z,y) =2y = Afmax = Dz |yo| + Dy |20

95

. Beispiel:

1
Exemple 3: f(x; y) = E = Af'rrww; = DJ, |_| + Dy |x_g
Y Yo Yo

4. Beispiel: Exemple 4: f(z,y) =a¥ = Afmne = Dz |yo -x30_1| + Dy |2’ In(zo)|

5. Beispiel: e Exemple 5:
1
f(@) =22 -2z +4 —sin(z) + In(z) = Afpmaz = Dz |220 — 2 — cos(zo) + =]
x

Bemerkung: e Remarque: Diese Beispiele zeigen, dass die oft gedusserte Meinung, es geniige
mit den extremen Werten zu rechnen, wohl dusserst falsch sein
muss. e Ces exemples démontrent que l’opinion souvent commu-
niquée, qu’il suffit de calculer avec les valeurs extrémes, doit étre
completement fausse.

6. Beispiel: e Exemple 6:

Messwerte: o Valeurs de mesure:
a = 364.76 & 0.05m

b = 402.35 4+ 0.05m

~ = 68°14' £ 4

~ v~ 1.1909 4+ 0.002

c="7

~ c=/a®+b> —2ab cos(y) ~ 431.38

Oc Oc Oc
Dy |2+, | =
aa|+ b |ab|+ Y | |

Iy
2a—2b cos(y) 14005 | 2b—2a cos(7)
2/a? +b% —2ab cos(y) 2/a? +b% —2ab cos(y)

= Acmaz = Da - |

2ab sin(y)
2/a? +b% —2ab cos(y)

=0.05-|

| +0.002 |
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~ 0.02498 4+ 0.03096 4 0.36762 ~ 0.424 = ¢+ Acpmar = 431.38 £0.424
—

Achtung: e Attention: v~ 1.1909 £ 0.002 = ¢+ Acpar = 431.38 +0.424 i

7.6.3 Linearisierungen — Linéarisations

Idee: e Idée: Af = f(Z— f(x0 = f(2p + AZ) — f(20) = Axy f,, (70) +

oo+ Ay fr (1)
= f(@ = f(20+ Az fr, (20) + ...+ Az, f;, (70)

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: feD!

Beh.: e The.:

J(Z) = f(@0 + Axy f;, (%0) + ...+ Azy f}, (T0)

1. Beispiel: e Exemple 1:

1 1 , _ -1 _
:1+xéf(g):1+E%f(0)+f(0)'5—1+m| e=1l-¢

f(x)

e=0

1
7Z.B. o P.er. ——————— ~1—0..000'000'37 = 0.999'999'63
1.000'000"37

2. Beispiel: e Exemple 2:

fl@)=00+2)" = fle)=0+e)" = f(0)+f(0) e=1+n-(1+e)  -e=1+n-¢

| €

ZB. e P.cx (1.000'000'000'1)%* ~ 1 — 0..000'000/054

7.7 Regression — Régression

7.7.1 Der Begriff — La notion

Geg.: e Donné:

Stichprobe von Beobachtungen e Epreuve au hasard d’observations (x1,y1), (x2,y2)s - -+, (Tn, Yn)
xy, z.B. Maschineneinstellung e p.ex. réglage (positionnement) de la machine,

yr = f(xr) Messung e mesurement.

Problem: e Probleme: Interpretation des Verhaltens der Messwerte (Gesetz)?
o Intérpretation du comportement des mesures (lois)?

7.B. Vermutung: Die Messwerte liegen auf ein-

er passenden Geraden oder sonstigen Kurve. o? . s

e P.ex. supposition: Les points mesures sont ,(?"/:/./-//\
situés sur une droite qui convient ou sur une /'/./'/ ?
autre courbe. Pleie -

Problem: e Probleme:

Wie findet man die ,beste Gerade (resp.
Kurve)? e Comment trouver la "meilleure”
droite (resp. courbe)?

~> Probleme: e Problémes:
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1. Berechnung der Parameter der hypothetischen Kurve. e Calculer les paramétres de la courbe hy-
pothétique.

2. Beurteilung der Zuverléssigkeit der getroffenen Wahl. e Juger [’authenticité du choix qu’on a fait.

Die so gefundene Kurve trigt den etwas unverstdndlichen Namen Regressionskurve.
e La courbe ainsi trouvée porte le nom un peu incompréhensible de courbe de régression.

Wieso dieser Name? Der Name stammt aus einer Beschreibung von Beobachtungen von F. Galton 2!
zum Grossenwachstum von Menschen. Galton hat festgestellt: e Pourquoi ce nom? Le nom vient d’une
description d’observations de F. Galton 2! quant a la croissance de Uétre humain. Galton a observé:
1 Grossere Viter haben grossere Sohne. e Les péres plus grands ont des fils plus grands.
2 Jedoch beobachtet man die Tendenz, dass grosse Véter grosse Schne haben, die aber im Mittel
kleiner sind als die genannten Véater selbst. Es ist also ein Riickschritt ~» Regress vorhanden.
e Mais par contre on observe la tendence que les péres plus grands ont des fils grands mais qui sont
en moyenne plus petits que les peres dont on parle. Il s’agit donc d’un régression.
Sei o Soit x = Grosse der Viter e grandeur des péres,
y = Grosse der Sohne e grandeur des fils.
y(x) =ax + b Gerade e droite
~ ,,Regressionsgerade“ e ”droite de régression”

Der Begriff Regressionsgerade ist also historisch verankert, hat aber inhaltlich nichts mit der Mathematik
zu tun. e La notion de droite de régression est donc fondée par I’histoire. La signification de cette notion
n’a rien a faire avec les mathématiques.

7.7.2 Methode der kleinsten Quadrate — Méthode des carrés minimaux
Das Problem — Le probléme

Problem: e Probleme: Welche Kurve ist die ,,beste“ Kurve? — Wie ist das Kriterium ,,beste®
definitorisch am verniinftigsten zu fassen? e Quelle est la ,meilleure” des courbes? — Comment est—ce
qu’tl faut définir le critere "meilleur” dans ce cadre de facon raisonnable?

Da wir Menschen selbst entscheinden miissen, was unsere ,, Vernunft® sein soll, konnen wir hier
,verniinftig® mit ,,6konomisch® und daher mit ,pragmatisch® und ,einfach® gleichsetzen. Wir wéhlen
daher hier ein pragmatisches Vorgehen. (In der Literatur ist eine etwas fundiertere Begriindung iiblich,
auf der Grundlage des ,Maximum-likelihood-Prinzips.) e Comme nous, étres humains, devons décider
nous—-meémes ce qui est notre “raison”, nous pouvons remplacer ici “raisonnable” par "économique”,
donc par "pragmatique” et “simple”. C’est pourquoi nous choisissons ici un chemin pragmatique. (Il est
de coutume dans la littérature de présenter une explication un peu plus étoffée, basée sur le principe de
"maximum-likelihood”.)

Wichtig: e Important: Dass die gesuchte Kurve eine Gerade oder sonst irgend eine Kurve ist,
lasst sich theoretisch nicht exakt entscheiden. Man kann nur zu Aussagen kommen wie ,,die eine Kurve ist
wahrscheinlicher als die andere”. Denn dass die gefundenen Messwerte {iberhaupt auf einer stetigen Kurve
liegen, beruht auf einer Arbeitshypothese, die wir nach Descartes mit dem Argument der Erfahrung und
der Arbeitstkonomie begriinden. e On ne peut pas décider de facon théorique que la courbe cherchée est
une droite ou n'importe quelle autre courbe. On peut seulement affirmer que "l'une des courbes est plus
propable que l'autre”. C’est une hypothése que les valeurs mesurées sont situées sur une courbe continue,
hypothése que nous faisons d’aprés Descartes, nous basant sur ’expérience et [’économie du travail.

21Engl. Naturforscher e Naturaliste anglais, 1822 — 1911
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Die Begriindung der Methode — La déduction de la méthode

Problem: e Probléeme: Durch eine ,Punktwolke* von Messwerten soll eine , beste” Gerade gelegt
werden. Wie ist vorzugehen? e Il faut tracer la “meilleure” droite a travers un “nuage de points
mesures”. Comment faut—il procéder?

Idee 1: e Idée 1: \ n
Versuche g so festzulegen, dass die Summe der y +\t+ + -I-/?
Abstéinde zu ¢ gleich 0 wird. e FEssaie de - f
déterminer g de facon que la somme des dis-

+
tances a g devienne 0. ‘I/F
g + +\++

Problem: e Probléeme: Diese Methode funktioniert nicht, da offensichtlich (Skizze) mehrere passende
»beste* Geraden moglich sind. e Cette méthode ne fonctionne pas car visiblement (esquisse) plusieurs
droites du type "meilleure” sont possibles.

Idee 2: o Idée 2:

Lege die Gerade so, dass die Summe der Be-
trage der Abstéinde minimal wird.

e Choisis la droite de facon que la somme des
valeurs absolues des distances a g soit mini-
male.

Problem: e Probleme: Diese Methode funktioniert praktisch schlecht, da beim Berechnen der
Abstéinde im R? Wurzeln vorkommen, was die Rechnung sehr kompliziert. o Cette méthode fonctionne
mal en pratique, car en calculant les distances dans le R? on obtient des racines carrées ce qui complique
passablement le calcul.

Idee 3: o Idée 3:

Nimm statt der Summe der Betrdge der Ab- -
sténde die Summe der Quadrate der Absténde /){/(X)
zu g. Dadurch fallen bei der Rechnung die . .;\
Quadratwurzeln weg. *( Min.!

o Choisis au lieu de la somme des valeurs | l
absolues des distances a g la somme des

carrés des valeurs absolues des distances. Par

conséquent on élimine de cette maniére les

racines carrées.

Problem: e Probleme: Praktisch ist zu einem gegebenen Wert x; der Messwert y; gegeben ~-»
P;. Die Gerade soll so bestimmt werden, dass fiir die nichstgelegenen Punkte P € g die Summe der
Distanzquadrate |TPJ| minimal ist. Man hat das Problem der Minimalisierung unter der Bedingung,
dass TPz* 1 g gilt, was die Rechnung wieder sehr kompliziert. Einfacher wird es, hier einen Fehler in
Kauf zu nehmen und z} = z; zu setzen. e En pratique on a pour une valeur x; donnée une valeur de
mesure y; donnée ~ P;. La droite doit étre déterminée de maniere que pour les points les plus proches
P} € g la somme des carrés de distance |P;P}| soit minimale. Le probléme de la minimalisation est lié
a la condition suivante: PiP} L g. Cela complique le calcul. Il est plus simple d’accepter une erreur et
de mettre ] = x;.
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Idee 4: o Idée 4:

Nimm statt Summe der Quadrate der Ab-
stdnde zu g nur die Summe der Ay;.

e Choisis, au lieu de la somme des carrés des
valeurs absolues des distances a g, seulement
la somme des Ay;.

Problem: e Probléeme: Unter der Hypothese, dass die Kurve eine Gerade y = g(z) = a -z + b ist, gilt
es nun, ¢ und b zu berechnen. Analog geht man bei andern Kurven vor, z.B. y = h(z) = a sin(bz + ¢).
e Sous Uhypothése que la courbe soit une droite y = g(x) = a - x + b, il faut maintenant calculer a et b.
On procéde de fagon analogue pour d’autres courbes, p.ex. y = h(x) = a sin(bx + ¢) etc..

Lésung: e Solution:

(yi — (az + b))% := f(a,b) — Min

—
—
=
M=
—
[P
<
)
[NV}
I
—
<
|
Q
—
<)
=
[NV}
I
M=

s
Il
_
o
_
-
Il
_

—
)
M=
—
[P
<
e
I
™
—
<
|
>
—
8
=
[NV}
I
M=

(yi — (a sin(bx + ¢)))? := f(a,b) — Min

=1 =1 =1
0 0
Bedingung: e Condition: 8_f = 8—‘; =0
a
af n n n
8—222(;{] —ax; —b)-( :—22 i —ax; —b)- =—2Zyi-xi—axf—b-xi
a
i=1 i=1

n
=-2 Zyi-xi—a in—b inzo

1=

=32 ar b (1= 2 Yo e 520
n TL

= Zyz Zaxz szzm—a sz—nb—o

Sei o Soit T = 1 i (Mitterwert der x; o valeur moyenne des x;), Y= 1 iyi
n n
= > szyz—aZx +bnz
> /hy /hax—i—/hb:y()—afc-i-b:g
b =19y — aZX einsetzen: e substituer: (= g=aZ+Db)

n n n
Naiyi=a Y 2+ @ —ar)nz=a(d, 2?7 —nz?) +nzy
i=1 ;

Hinweis: e Indication:

1 Ty U1

. o 1 - T2 . Y2
Sei o Soit de:=| . |:=1, := A TR )
1 Ln Yn
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Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

Sei o Soit
y = a-x + b Regressionsgerade g e Droite de régression g

Beh.: e The.:

n
S iy —nTy
a = =1 o :<$a?j)—nxy
Z":xg 72 (Z,Z) —nT?
i=1
)
TiYi —NTY
o 7i=1zz [ (Z,9) —nzy
b=y—= - =y—=x = 5
S22 —na? (Z,Z) —nZT
i=1
y@)=az+b=y = (z,y) €y
Schreibweise mit Varianz und Kovarianz — Facgon d’écrire a ’aide de la variance et de la

covariance

Betrachtung: e Considération:

In der mathematischen Statistik ist es iiblich, die Varianzen s2, SZ und die Kovarianz s,, wie folgt
zu definieren: e Dans la statistique mathématique on a la coutume de définir les variances s2, SZ et la

covariance s;, comme il suit:

Definition: e Définition:

1 « 1 - 1 & 1
2 . _ 2 _ 2 _ 2\ _ oo =2
Si_n_lz(-fz—.ﬁ) —n_l(z.ﬁi—n(z.m))—n_l(( ,x) nx)
=1 =1 =1
1 < ) I &~ 1 G o 1 )
2 — — _ . — _ !
sy = a2 =0t = = Qo - 5 Qo w)) = =7 (7.9) — 05
i=1 i=1 =1
1 < 1 n
Say = g 2= ) (i =) = == (B wiw) —nay)
. z=1n . " " =1
=7 QO myi =~ Qo w) Q_w) = o= (@) —nTp)
i=1 i=1 i=1
. _ 1 - T _ 1 o
Es gilt: o Il vaut: x:ﬁ(x,l), y:ﬁ< 1.

Mit Hilfe der Varianz und der Kovarianz ldsst sich die Regressionsgerade einfacher schreiben. Dabei
benutzen wir: e A ['aide de la variance et de la covariance on peut simplifier la formule pour la droite
de régression. Pour cela nous utilisons:
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Lemma: e Lemme: a=

(Durch ausmultiplizieren verifiziert man leicht: e En multipliant les termes des deux cités on vérifie
facilement: Spy = S2-a )

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

Sei o Soit
y = a-x + b Regressionsgerade e Droite de régression

Beh.: e The.: y:‘%‘_éy.x+g_f.‘%_‘29
52 s2
Bemerkung: e Remarque: Fiir die Summe der quadratischen Abstéande gilt: e Pour la somme

des distances au carré il vaut:

é:l(Ayi)Q = é:l(yi —ax;—b)*= é:l( —a(z; —
:i(yi—ﬂ)Q—Qa Zn:(xi—f)'(y Qi(ﬂcz—x

+a
i=1 i=1 i=1
=(n—1)-(s) —2as, +a’z2) = (n—l (s2—2aas. +a*z2) = (n—1)-(s; —a®22)

s
~ Z(Ay’t)Q =0 <:>532; - a2532r - (%)2 32L - % A (51 Sy)Q _Smy
=1 Sz Se
n
Satz: e Théoréme: Y (Ayi)? =0 & (sp-5y) =52,
i=1

7.7.3 Korrelation — Corrélation

Vorhin haben wir die Gerade ¢, : y(x) = a -2 + b untersucht. e Nous venons d’examiner la droite
gu: y(x) =a-x+0b.

Da y die abhéingige und z die unabhéngige Variable war, schreiben wir préziser: e Comme y était la
variable dépendante et x la variable indépendante, nous écrivons de maniére plus précise:

y(x) = ay - + by,

n 1 < ~ _ n

szyz_nxy n—1 Z(xi_x).(yi_y) Z(xi_-f)'(yi_g)
g, = =1 _ Swy _ i=1 _ =1

Zn: x; —nz? S?L 1 i(x —.f)Q Zn:(xz _x)Q

=1 n—1 ! =1
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Wir vertauschen nun alle Wertepaare (z;, y;).
D.h. wir betrachten y als die abhéngige und
z als die unabhingige Variable. Dann lésst
sich mit der Methode der kleinsten Quadrate
wieder die ,beste” Gerade g, : z(y) = ay -
y + by durch die Messpunkte finden. e Nous
échangeons maintenant les paires de valeurs
(zi,yi). C.v.d. nous considérons y comme
vartable indépendante et x comme wvartable

I
’ {x) =a,x+ by
4 //+|_V I

dépendante. Par conséquent on peut de mou- X (X X>
veau trouver la droite la “meilleure” g,
x(y) = ay -y + by par les points de mesure
a l’aide de la méthode des carrés minimaux.

ay und b, erhdlt man aus a, und b, durch Rollenvertauschung der x;,  und y;, ¥:
e On obtient a, et by de a, et b, par échangement des réles de z;,T et y;,y:

n n
D YiTi —nyYT > (Wi —9) (i —T)
a, = i=1 _ Syz _ =1
n . 52 n _ )
>y —ny? v > (yi — )
=1 =1
n
S YL —nyx
_ _ =1
by=2 -7 =
>y —ng?
i=1

Wenn man g, und g, in dasselbe Koordinatensystem einzeichnet, ist zu erwarten, dass zwei verschiedene
Geraden entstehen. e Si on dessine g, et g, dans le méme systéme de coordonnées, on peut s’attendre
a deux droites différentes.

Ideal wire allerdings, wenn g, und g, zusammenfallen wiirden. Dann hétte man: e Il serait idéal si les
deuz droites étaient les mémes. Alors on aurait:

a; = tan(ay),

1 /
ay = tan(By) = tan(§ — ay) = tan(as) y |ﬁy§ay/
= al.-ayztan(ozl.)-#zl ;ﬂ
X

ol

tan(ay) //

Andernfalls ist: o Autrement on obtient:

ag - ay = tan(ay) - tan(Gy) y
tan(a,)  tan(ag)

tan(§ — G,) tan(ay)

_ tan(oy) 41 /

~ tan(ay +9) | A i
tan(og) . . . . . s
ay - 0y = ————— ist umso verschiedener von 1, je verschiedener § von 0 ist e est plus différent de
tan(ay + 9)
1, plus § est différent de Q. ~>

az - ay ist ein Mass fiir den Zusammenhang der beiden Geraden, d.h. fiir die Korrelation.
® a, - a, est une mesure pour le rapport entre les deux droites, ¢.v.d. pour la corrélation.
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Es gilt: o On consatate: (Szs Sy > 0)
n n n 9
D Yiri —nyT inyi—nfﬂ (L yizi—ny)
Qg - Ay = 'Lzh ’ zz'ln = =t )
> af —na? v —ny? (Zx —n22)- (3 9~ ng?)
i=1 i=1 =1

n
| > yiwi —nyzl
i=1

\/aw -ay - sgn(ag - ay) = = = |Tayl
n 5 2 \/52 . 52
xT 1
(L xi—ni (Zyt—ny v
i=1
Definition: e Définition: Ty = —2%__ heisst Korrelationskoeffizient
/o2 . &2

®ryy = s’appelle coefficient de corrélation

/62 . g2

7.7.4 Korrelationskoeff.: Bedeutung — Coeff. de corrélation: Signification
Untersuchung: e FEtude:

1 n ~ ~
~ Ty = 0 & 0 = sy = Z(x,-—x)-(yi—y (Ay;)) =

1 T T 1/ —
((Z_:xiyz‘) -nzy) <« - thyt =@ =9, T = ($1,-..,xn)T, 7= (e yn)”

i=1
Konsequenz: e Conséquence:
Az Ay Axy Ay
ray =0 & ( ) )=0 1 STy =2y
Az, Ay, Az, Ay,

Diese Situation tritt auf, wenn die Punkte

,wolkenartig“ verteilt sind, wie man schon mit y N e
vier Punkten sieht, die die Ecken eines achsen- ) /|/
parallelen Rechtecks bilden. e On a cette situ- \S{“

ation si les points sont distribués en forme de + N

nuage, comme on voit déja avec quatre points -|/ 1\*
qui sont situés dans les sommets d’un rectan-
gle.

Detailliertere Untersuchung: e Ftude détaillée:

x1 1 T T Axl
Seien e Soient AZ = —z-| | = -] = ,
Hier ist: e Ici, on utilise: T 1 Tn, T Ax,
¢ = J(AT, Ag). (0 1 (7 ] Ay
Aj = ) _ | ) I )

Yn 1 Yn Y Ayn
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Es gilt: o Il vaut:
L - (A%, Ag) S5 |AZ] - |Ag] - cos(p)

r _ Szy _ n—1 _ n—1 o COS((}Q)
Ve i (A5 AD - (A7 A) a1 1A - |AY]

n— —

Tey =0 S (AZ,AY) =0 & AZ L Ay < cos(p) =0 (:Mp:g—i—n-ﬁ, nez
rey =1 & (AZ, Ay) = |AZ]- |Ay] & AZ|AY < |cos(p)|=1 @ p=n-7m, ne€Z
Korollar: e Corollaire:

Vor.: e Hyp.:

Tn 1 Yn 1

Beh.: e The.:

7),'1:’5/:0 <:>(p:g+n'7ra TLEZ

lreyl =1 ©po=n-71, n€Z

k T;— b
_ ﬂ _Ooc'_{fc |c:>
y 1 o Ay,
a o oa
p=n-m, ne€L @Zg—i—n-ﬂ,nez

Bsp.: e Exemple:
1. 2=1{2,3,4,6,8,12}, y=1{4,6,8,12, 16,24} (y=22) = r=1
2. x= {_215 _215 0) 0) 2) 21}) Yy = {4; _4; 3; _3, 4, _4} = r=-0.0106422

3. x={-21,-2,2,21}, y={4, —4,4, -4} = r=-0.024383



Kapitel e Chapitre 8

Integrale von Funktionen mit
mehreren Veranderlichen —
Intégrales de fonctions a plusieurs
variables

8.1 Integration von Integralen — Intégration d’intégrales

8.1.1 Gewohnliche Integrale als Funktionen eines Parameters — Intégrales
simples comme fonctions d’un parametre

Fall 1: Rechtecksgebiete — Cas 1: Régions rectangulaires

Sei o Soit z= f(x,y) [: (x,9) St»et—c>omzresp. e resp. f: GnL]R

Sei o Soit xg € R fix e fize
(z ,eingefrohren” e x "gelée”)

F(xo) := ?f(xo,y) dy

Y1

~» Allgemeiner: e Plus généralement:
Y2

F(z):= [ f(z,y)dy, @ € [v1,22]

Y1
ist ein klassisches Riemann’sches Integral, das

noch von einem Parameter z abhingt e est
une intégrale de Riemann classique qui dépend
encore du parameétre x.

f(z,y) stetig o continue

= |f($ + hay) - f(xay)l klein,
falls h klein e petite, si h petit
= F(x) stetig e continue

293
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(z,y) € stet’cont(Q)
(xayl)a (xaQQ) €G

Beh.: e The.:

Y2
F(z)= [ f(z,y)dy € stet’cont
Y1
~» F(x) wieder integrierbar e aussi intégrable

Bsp.: e Exemple:
1

x dy
= | —=

0 V1-a2y? '/m

= arcsin(z) — arcsin(0) = arcsin(x)

Fall 2: Allgemeine Gebiete — Cas 2: Régions générales

Sei G so, dass G durch zwei stetige Funktio-
nen ¥y(z) und Wy(x) oder dazu noch durch
vertikale Geradenstiicke {(z;,y) | ¥ € [y1,y2]}
einfach beschrieben werden kann. e Soit G
de fagcon que OG puisse étre décrit de maniére
simple par deuz fonctions continues W1 (x) und
Uy(x) ou encore par des segments de droites '
verticales {(xi,y) | y € [v1,y2]}-

Begriffe: e Notions: Solche Gebiete mit derart einfach beschreibbarem Rand wollen wir hier
einfach beschreibbare Gebiete nennen. e Nous appelons ici ces régions, qui ont un bord qu’on peut
décrire de maniere simple, comme nous venons de mentionner, des régions facilement descriptibles.

Bsp.: e Exemple: Konvexe Gebiete sind einfach beschreibbar. e Des régions converes sont
facilement descriptibles.

Allgemein kann man ,verniinftige Gebiete“ betrachten, die einen verniinftig beschreibbaren Rand
(vgl. Seite 243) haben, d. h. keine fraktalen Gebilde. Man sieht unmittelbar geometrisch ein, dass
sich solche Gebiete immer in einfach beschreibbare Teilgebiete zerschneiden lassen. Wir koénnen
hier auch umgekehrt vorgehen und Gebiete ,,verniinftig® nennen, wenn sie sich in abzihlbar
viele einfach beschreibbare Teilgebiete zerschneiden lassen: e Généralement on peut considérer des
"régions raisonnables”, qui ont un bord qu’on peut décrire de maniére raisonnable. (Voir page 243)
(¢.v.d. pas de constructions fractales.) On wvoit tout de suite géométriquement qu’on peut toujours
découper ces rTégions en des régions facilement descriptibles. Ici mous pouvons aussi tourner la chose
et appeller des régions ”raisonnables”, si elles sont découpables en des régions facilement descriptibles:

Begriffe: e Notions: G heisst hier ,,verniinftig*, wenn sich G in abzihlbar viele einfach beschreib-
bare Teilgebiete zerschneiden ldsst. Ici G s’appelle ”raisonnable” si G est découpable en des régions
facilement descriptibles.

Da Integrale unendliche Summen sind und sich solche addieren lassen, geniigt es somit, einfach
beschreibbare Teilgebiete zu studieren: e Comme les intégrales sont des sommes infinies qu’on peut
additionner, il suffit d’étudier des régions facilement descriptibles:
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(xz,y) € stet’cont(G), Vy(x), ¥yi(x) € stet’cont([x1, x2]) (€ C([x1,x2])),

x € [x1, x2]

Beh.: e The.:
U (x)

F(z)= [ f(z,y)dy € stet’cont([z1,z2]) (€ C([z1,x2]))
Wy (xz)

Das Gegenteil fiihrt sofort zu einem Widerspruch! e Le contraire méne tout de suite a une contradiction!
Bsp.: e Exemple: Sei e Soit:
G = K, (z9,y0) = Kreis um (z, yo) mit Radius r e Cercle autour de (xo,yo) avec rayon r.

yo+y/ 12— (x—20)?
1 =yot+y/r?—(z—x0)?
r _ cydy = =12 - 2 1Y=Y%o0
(=) R TR ==
Yo—/r? —(z—x0)?

N ey S N e S R

8.1.2 Ubergang zu Doppelintegralen — Passage aux intégrales doubles
Im Fall wo F(x) stetig ist, ldsst sich miihelos bilden: e Dans le cas ou F(x) est continue, on peut
construire sans probléme:

b Us(w)

/bF(x)de/(/ f(z,y)dy) dx

a Uy (x)

b b Vs(x)

Definition: e Définition: JF(x)de= [( [ f(z,y)dy)dz heisst Doppelintegral
a a Wq(x)
e s’appelle intégrale double

Bsp.: e Exemple: Z.B.im konvexen Fall: e P.ex. dans le cas convexe:

11 1 1 1
[(Jz-ydy)dr = [(zx-1%)dr = ~
00 0o 2 4

Bemerkung: e Remarque: Die ,,geometrische Bedeutung® wollen wir in einem spéteren Ab-

schnitt besprechen, vgl. Seite 299. e Nous allons discuter la ”"sig-
nification géométrique” des intégrales doubles dans une section en
bas, voir page 299.
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Im Falle dass G nicht einfach beschreibbar ist,
zerschneiden wir G in einfach beschreibbare
Teilgebiete und addieren die Integrale iiber
den Teilgebieten. e Dans le cas ou G n’est
pas facilement descriptible, nous découpons G
en des régions partielles qui sont facilement
descriptibles. Ensuite nous additionnons les
intégrales sur les régions partielles.

\E}

Bsp.: e Exemple: In der Physik ist die Geschwindigkeit v(¢) die Ableitung des Weges s(t) und die
Beschleunigung a(t) die Ableitung der Geschwindigkeit. e En physique la vitesse v(t) est la dérivée du
chemin s(t) et l'accélération a(t) est la dérivée de la vitesse.

Umgekehrt ist somit; e D’autre part on déduit donc:

v(t) = _ft a(t)dr und e et s(t) = =ft o(r)dr = =ft ()\_f a(N\)d\) dr

~» Doppelintegral e intégrale double

Bsp.: e Exemple: t; =0, 79 =0, a(t) = a = const.

t t T t
= s(t)= [ v(r)dr= [ ([ ad)\)d f ardrzlatQ
=0 7=0 A=¢ 7=0 2
8.1.3 Zur Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation — Quant a

I’échangement de ’intégration et de la différentiation
Fall 1: Rechtecksgebiete — Cas 1: Régions réctangulaires
Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Sei o Soit G = [x1,72] X [y1, 2]

f(z,y) diff’bar nach z in G e f(x,y) dérivable d’aprés x dans G
fi(x,y) stetigin G o f.(z,y) continue dans G

f integrierbar nach y e L’intégrale de f d’apres y existe

Beh.: e The.:

Y2
1. F(z) = [ f(z,y)dy diff’bar nach z e dérivable d’aprés x
Y1

2.d /fxy

Y2

=/—f(xydy—/flxy

Y1
~ Differentiation und Integration sind vertauschbar e On peut

échanger le calcul de la dérivée et de lintégrale
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Zum Beweis: e Quant a la preuve:

Fla+h)— F(z) = [ f@+hy)dy— | f@g)dy = [ (f@+hy) — f@.y)dy

Y2
= [h-fl(x+ X h,y)dy, e [0,1] (Mittelwertsatz e théoréme des accroissements finis)
Y1
| F(x+h)—F
h

Y2 Y2 Y2
(@) —/f;(x,y)dyl=I/%-f;(x+A-h,y)dy—/f;(x,y)dyl=
Y1 Y1 Y1

Y2 Y2 Y2
[ ata 2o bog) = eyl < [ 1fita+ X bog) = Lelepldy <, | [ edl =212 =]
Y1 Y1 Y1
(%) : fi(z,y) stetig in G o continue dans G, |A-h|<§ = |fi(x+ A -h,y)— fi(z,y)| <e

Y2
e e R p Y ©
Y1

1 1
Bsp.: e Exemple: i/Mdy:/ism(x-y) dy
Y
0 0

dx dx Y
1 1
cos(z - y)- _ sin(x
:/%dy:/cos(x-y)dy—— sin(x y)|Z;é= x( )
0 0

Fall 2: Allgemeine Gebiete — Cas 2: Régions générales

Sei G ein verniinftiges Gebiet. o Soit G une région raisonnable.

Aus Griinden der Zusammensetzbarkeit geniigt es hier auch wieder, Teilgebiete mit einem verniinftig
beschreibbaren Rand zu untersuchen. e Quant a la possibilité de composer les régions, il suffit ici de
nouveau d’examiner des Tégions partielles qui ont un bord qu’on peut décrire de maniére raisonnable.

Sei OG gegeben durch differenzierbare Funktionen Uy(z), Uo(x) sowie eventuell vertikale &dussere
Begrenzungen. e Soit donné OG par des fonctions dérivables Uy(x), a(x) ainsi qu’éventuellement des

bords extérieurs verticaux.

Sei o Soit f € D(G)

Wa(x) v
Sei o Soit F(z)= [ f(z,y)dy=: [ f(z,y)dy :=P(x,u,v) (f stetigin e continue dans G)
Wy (x) u

® ist partiell diff’bar nach = (u,v = const., vgl. oben), aber auch nach v und v (Fundamentalsatz der
Infinitesimalrechnung). e ® est partiellement dérivable d’aprés x (u,v = const., voir en haut), mais
ausst d’aprés u et v (théoréme fondamental du calcul infinitésimal).

!

~» Kettenregel: o Régle conjointe: Fl(x) = O -x) + @, -ul, + D) - v}, =P, + P, -ul, + D - v,
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Fundamentalsatz der Infinitesimalrechnung;: e Théoréme fondamental du calcul infinitésimal:
x

H(z)= [h(t)dt < H.(x)=h(z) oder e ou
y

()
H(p(z)) = [ h(t)dt & H.L(e(z)) = h(e(z)) - ¢i(x) (p,(z) ist die innere Ableitung e est la dérivée
y

intérieure.)
\1/2(3,)
= Fi(z) =@, + @, -u, + @, v, = [ filw,y)dy — f(z, V1(2)) ¥i(2) + f(2, Va()) - Uh(2)

Wy (xz)
(f, @1, Uy diff’bar nach x in G e f, Uy, Uy dérivable d’aprés x dans Q)

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Sei G wie beschrieben e Soit G comme décrit
f diff’bar nach = und stetig in G e f dérivable d’aprés x et continue dans

G

Wy, Uy diff’bar e dérivable
\1/2(3,)

F(z)= [ f(z,y)dy
Wy (xz)

Beh.: e The.:

d ,
Wy (z)
- / ey dy + f, Ua(x)) - Wh(a) — £, T (2)) - W (a)
Wy (xz)

d i .
1. Beispiel: e Exemple 1: —/Mdy =

3;2
3;3 . 3 . 2
sin(z - x%) 5 sin(z - z?)
xf2(:os(x y) dy + = x e x
1 v=a®  3sin(z-2?)  2sin(z-2?) 1
L ey 4 sin(z-2%)  2sin(z-2?) 1 (4 sin(z") — 3 sin(z%))
T y=w T T T

Man beachte hier, dass bm(y—ly) keine elementare Stammfunktion hat (~  Integralsinus).

.. sin(x- B DS 3 . . . .
e Notons ict que sin(ey) g, pas d’antidérivée élémentaire (~ “sinus intégral”).

2. Beispiel: e Exemple 2:
Sei o Soit F,(z)= [ f(y)- (x%dy = %Fn(x) =F/(z) = F,_1(2)
i !

Der Nachweis dieser Formel ist dem Leser als Ubung iiberlassen. e C’est un ezercice pour le lecteur de
vérifier cette formule.
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8.2 Doppel — und Mehrfachintegrale: Begriffsfassung —
Intégrales doubles et multiples: Déduire la notion

8.2.1 Konzept — Concept

Wir wollen versuchen, die Ideen bei der Herleitung des Integralbegriffs bei Funktionen mit nur einer
Variablen zu iibersetzen auf den Fall mehrerer Variablen. Bei Funktionen mit einer Variablen ging
es um Fldcheninhaltsberechnungen. Somit muss es bei Funktionen mit zwei Variablen um Volu-
meninhaltsberechnungen und bei Funktionen mit mehr als zwei Variablen um hoherdimensionale
Volumeninhaltsberechnungen gehen. e Nous voulons essayer de transposer les idées de la déduction de
la notion d’intégrale pour des fonctions a une variable aussi aux fonctions a plusieurs variables. Quant
auzx fonctions a une variable, il s’agissait de calculer les contenus de surfaces. Quant auz fonctions a
deux variables, il doit donc s’agir de calculer les contenus de volumes. Quant aux fonctions a plus de
deux variables, il doit donc s’agir de calculer les contenus de volumes de dimension supérieure.

Wir wollen zuerst das Problem anhand von Funktionen mit zwei Variablen studieren. Die Ubersetzung
auf den Fall von Funktionen mit mehr als zwei Variablen wird dann nicht schwierig sein. e Nous voulons
d’abord étudier le probleme pour des fonctions a deux variables. La trasposition aprés pour des fonctions
a plus de deux variables ne sera pas difficile.

Sei G = Dy ein beschrénktes, verniinftiges Gebiet. o Soit G = D¢ une région bornée et raisonnable.
(Zur Erinnerung: Beschriinkte Gebiete haben in einem endlichen Kreis Platz. e A rappeler: Les régions
bornées peuvent étre inscrites dans un cercle fini.)

Sei f vorerst stetig. e Soit f continue pour le moment.
Sei o Soit A = {(z,y, f(z,y)) | (x,y) € G} CR3 (~ erzeugte Fliche e surface pruduite)

Problem: e Probléeme:

Ges.: o Trouver:
Volumeninhalt zwischen der xy—Ebene und

Af? o Mesure du volume entre le plan xy et
As?
Wichtig: e Important: Bevor wir praktisch Beispiele 16sen, d.h. wirtschaften kénnen, miissen wir

die ,neue Landschaft erkunden® , d.h. einen Begriffsapparat aufbauen und diesen studieren.
o Avant d’étre capables de résoudre des exemples pratiques, nous devons connaitre ”le nouveau paysage”,
¢.v.d. élaborer et étudier un appareil de notions.

8.2.2 Gebietszerlegungen — Partition d’une région

Bei Funktionen mit einer Variablen sind wir von Intervallteilungen ausgegangen. Analog gehen wir
hier von einer Gebietszerlegung aus. e Quant aux fonctions a une variable nous sommes partis de
partitions d’intervalles. Analoguement nous partons ici d’une partition de région.
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~ G=Ur_ AGy, AGNAGK={},
i 7& ja Vi AGk c U"n (Pk-), P, € AGk R AG

AG, U (R)

7y, sel unabhéngig von k gewéhlt, d.h. zu gegebenem n global. e 1, soit choisit indépendamment de k,
¢.v.d. globalement pour un n donné.

Begriffe: e Notions: Wir nennen r, hier die Feinheit der Zerlegung. e r, s’applle ici la finesse
de la décomposition.

Bsp.: e Exemple: Sei AGjy Rechteck, r, = d,, = maximale halbe Diagonalldange beziiglich k.
o Soit AGy, rectangle, r, = d,, = moitié de la longueur maximale de la diagonale par rapport a k.

8.2.3 Verfeinerungen von Gebietszerlegungen — Raffinements de partitions
de régions

Bei den Intervallen haben wir von Intervallteilungen, regelméssigen Intervallteilungen und Verfeinerun-
gen von solchen gesprochen. Diese Begriffe lassen sich problemlos unmittelbar ins Mehrdimensionale
iibersetzen, falls AG dieselbe Form zuldsst wie G. (Wir reden hier vom problemlosen Fall. Der
andere Fall ist in einem spéteren Abschnitt behandelt, vgl. Seite 303.) Wir erhalten dann z.B. im R?
Gebietsteilungen, regelmaéssige Gebietsteilungen und Verfeinerungen von solchen. Dabei soll fiir eine
Folge von Gebietszerlegungen 7, — 0 gelten, z.B. r, = 5. Gebietszerlegungen, die r, — 0 erfiillen,
wollen wir zuléssig nennen.

e Quant aux intervalles, nous avons discuté les partitions d’intervalles, les partitions d’intervalles
réguliers et les raffinements de ces partitions. On peut adapter ces notions sans problémes pour
plusieurs dimensions, si l'on peut choisir la méme forme pour AG comme pour G. (Nous parlons ici
du cas sans problémes. L’autre cas est traité plus bas dans une autre section, voir page 303.). Nous
obtenons donc p.ex. dans le R? des partitions de régions, des partitions de régions réguliéres et des
raffinements de ces partitions. Pour une suite de partitions d’intervalles il faut exiger r, — 0, p.ex.
Tn = 5w - Nous appelons les partitions de régions qui ont la propriétér, — 0 des partitions admissibles.

Reguldre Gebietsteilungen miissen bei bestimmten Translationen in sich selbst iibergehen. Man denke
z.B. an Rechtecke oder Parallelogramme — oder Steinformen, die heute bei Pflasterungen von Plédtzen
verwendet werden. e Les partitions de régions réguliéres doivent s appliquer en elles—méme pour certaines
translations. Pensons p.ex. a des rectangles ou bien a des parallelogrammes — ou a des formes de pavés
qu’on utilise aujourd’hui pour couvrir les rues.

8.2.4 Riemannsche Summen fiir problemlose Gebiete — Les sommes de Rie-
mann pour des régions sans problemes

Wie bei Funktionen mit einer Variablen kann man auch hier bei Funktionen mit zwei Variablen ver-
suchen, den ideal oder auch physikalisch denkbaren Volumeninhalt durch stabférmige Quader iiber einer
reguldren Gebietsteilung anzunihern. Der Inhalt wird so mittels Ober— und Untersummen approximiert.
e Comme pour les fonctions a une variable on peut aussi essayer pour les fonctions a deux variables
d’approzimer le volume, qu’on se représente idéalement ou physiquement, par des rectangles cuboides
sur une partition de régions régulieres. Le contenu est alors approximé par des sommes de rectangles
cuboides inscrits et circonscrits.
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Sei o Soit f € beschr’borné(G)

Sei o Soit My, = frmae in o dans A@;wb
i frna:};(AGk‘,n);

MEn = f’rnin(AGk‘,n)

|AGg | = Inhalt von e contenu de AGy

Es ist geometrisch klar, dass gilt: e C’est une conséquence de la géométrie qu’il vaut:
Mmegn - |AGk,n| < f(xk,nayk,n) : |AGk,n| < Mk,n : |AG/€7"|

Wie bei Funktionen mit einer Variablen definiert man: e Comme pour les fonctions a une variable on
définit:

Definition: e Définition: Untersumme e somme de volumes de rectangles cuboides
inscrits
n
St =22 Mpkn - [AG
k1
Obersumme e somme de volumes de rectangles cuboides
circonscrits
n
Gr _
ST =3 Mgy - |AGk 4]
k1

Fiir eine Zwischensumme muss daher gelten: e Pour une somme intermédiaire on doit donc obtenir:

) n
Lemma: e Lemme: S < f(Thns Ykon) - |AGE | < S,Cj’“
k1

Wie bei Funktionen mit einer Variablen kann man auch hier zu einer brauchbaren Definition des
Volumeninhaltes gelangen, falls gilt: o Comme pour les fonctions a une variable on peut dans ce cas
ausst obtenir une bonne définition de la mesure du volume, si on a:

n n
Z AVk,n = Z(Mk,n - mk,n) : |AGk,n| —0, n— o0
k1 k1

n — oo bedeutet Feinheit: r,, — 0. ® n — oo signifie finesse: r,, — 0.

Und wie bei Funktionen mit einer Variablen ist eine Obersumme S$™ zu einer beliebigen Zerlegung
immer eine obere Schranke fiir eine Untersumme S einer beliebigen andern Zerlegung u.s.w.: e Et
comme pour les fonctions a une variable une somme supérieure (de volumes de rectangles cuboides
circonscrits) S,?’“ pour une partition de région quelconque est toujours une borne supérieure pour une
somme inférieure (de volumes de rectangles cuboides inscrits) S d’une autre partition de régions
quelconque etc.:

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

Gegeben seien zwei beliebige Gebietszerlegungen e Soient données deux
partitions de régions quelconque ~ Gi.n, Gjm

Beh.: e Thé.: Sin < §Gr - gin < gGr
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Sei nun f(x,y) stetig. e Soit maintenant f(x,y) continue.

Wegen 7, — 0 fiir n — oo geht die Distanz zwischen den Punkten, an denen My}, , und my, , gemessen
wird, gegen 0 mit n — co. e A cause de r,, — 0 pour n — oo, la distance entre les points ou on mesure
My, ., et my p, va vers 0 avec n — oo.

~ f(x,y) € stet’cont = Vi : My, —mp, — 0 = Max(|My, — mgn|) — 0

n n n n
= [ AVl T |AVE R = 30 |(Myn — muen)| - [AGEn| < 50 Max(|My,n — my,nl) - [AG,n|
kl kl kl kl

n

= Max(|Mk.n — minl|) - D |AGk ] = Max(|Mk,, — min|) - |Gl — 0 ( wegen e a4 cause de
k1

Max(|Mg , —mi.n|) und e et |G| €R.)

In diesen Féllen gilt nun: e Dans ces cas on obtient:

X n
lim S = lim > f(@kmn, Ykn) - |AGr,| = lim <SS =V
n—oo n—oo kl n—oo
~+ V ist so definierbar! e On peut ainsi définir V! ~

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

Sei G problemlos und verniinftig e Soit G sans probleme et raisonnable
f € stet’cont(G), G € beschr’borné
k,n gehoren zu einer zuldssigen Gebietszerlegung e k. n sont liés a une

partition de région admissible

Beh.: e The.:

n
> (1) D>AVg, — 0 fir o pourn — oo
k1

n
> (2) V= lm Y f(®kn, Ukn) - |AGE | existiert e existe
n—oo kl

n
(1) besagt: e signifie: lim > f(xkn, Ykn) - |AGgn| unabhingig von der Wahl von
n—oo kl

o indépendant du choix de Py n(Tk n, Ykn) € ka

Zur Begriindung von (2): e Quant a la preuve de (2):
n n
| lim 30 f(@kn, Ykon) - [AGkal| < Hm 30 f(@kn, Yen)| - [AGk | <
n—oo kl n—oo kl

n

n n
lim > Max(|f(Zkn, Yk.n)l) - |AGk | <= lm Y ¢ |AGg | =c- lim Y |[AGk,| =c-|G]
n—oo kl n—oo kl

n—00 k1

~»  Majorante! e Majorante!

Bemerkung: e Remarque: Zur ,Epsilontik® e Quant a la facon d’écrire avec €:

n n
lim | > AVj.n| = 0 bedeutet: e signifie: 0<r,<d = | DAV, <e
n—oo 7 k1
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Definition: e Définition: Sei o Soit V:= lim Y f(TknsUkn) - |AGK )
k1

n—oo
Im Falle der Existenz von V' € R nennen wir V' Volumeninhalt
des Korpers zwischen der zy—Ebene und der Funktionsflache Ay.
e Dans le cas de l’existence de V € R nous appelons V mesure du
volume du corps entre le plan xy et la surface A¢ de la fonction.

Symbol: e Symbole: V ::fgf(x,y) aG :zgf(x,y) aG :zgf(x,y)

Falls f(z,y) auf G positiv ist, kann man vom Koérper unter der Fliche Ay reden. Entsprechend fiir
f(z,y) negativ. Im gemischten Fall entstehen negative und positive Inhalte und damit Differenzen. e Si
f(z,y) est positive sur G, on peut parler du volume sous la surface Ay. Correspondamment si f(z,y)
est négative. Dans le cas "mizte” on obtient des contenus positifs et négatifs et donc des différences.

8.2.5 Riemannsche Summen bei beliebigen verniinftigen Gebieten — Les
sommes de Riemann pour des régions quelconques mais raisonnables

Sei e Soit G endlich e fini. Wir verwenden einen Trick: e Nous utilisons un truc:

Packe G in ein Rechteck R ein und erweitere

f und Dy wie folgt: e Inscrivons G dans un ,g e X ¥,
rectangle R et élargissons f et Dy comme il 7 =R G
-, I A*] 1
suit: \\ A! ¢6
B :
a AX b X
flxy) (z,9) €G
R\, .=
e+ = {0V UG
. . b—a 08—« 9 L
Seien o Soient Az = ——, Ay = , n=m", (Tkn,Yk.n) € ARy, beliebig e quelconque
m m

~» Jetzt konnen wir mit einer Rechteck-Gebietszerlegung und fr arbeiten. Ausserhalb G liefert fgr
keinen Beitrag. Die Riemannsche Summe erstreckt sich nur iiber die Punkte € G.

o Maintenant nous pouvons travailler avec une partition de région en rectangles et avec fr. En dehors
de G, fr ne contribue a rien. La somme de Riemann compte seulement pour les points € G.

m2 m2

o [ 4G 3 fat ) - PG OO OO S )
1 kl

~» Problem: e Probléeme:

G

In der Randzone um OG kann zufillig fr (g n, Y&,n) = 0 werden — oder aber
TR(Zkns Yren) = f(Tkons Ykn) # 0



304 KAPITEL ¢ CHAPITRE 8. INTEGRALE IM 'R-N’— INTEGRALES D.L. 'R-N’

e Dans la zone autour du bord OG, [r(Tkn,Ykn) peut devenir par hasard = 0 — ou bien
TR(Tk s Ykn) = (@, Yron) # 0

~» Die Berechnung einer ganzen Zone kann also fehlerhaft sein. e Le calcul de toute une zone peut étre
donc fauz.

Nach Voraussetzung ist G verniinftig, d.h. also G geniigend ,glatt“. Sei nun die Gebietszerlegung
geniigend fein, sodass sich innerhalb der Problemzone nie 4 Rechtecke R} , in einem Punkt beriihren.
Dann kann man die Problemzone in ein Band der Linge von G und der Breite gleich 2 mal die
Diagonallénge der Rechtecke Ry ,, legen. e D’aprés ’hypothése G est raisonnable, ¢.v.d. assez “lisse”.
Soit maintenant la partition de région assez fine telle que jamais 4 rectangles Ry, ne se touchent dans
un point a Uintérieur de la zone problématique. Puis on peut inscrire la zone problématique dans une
bande de la longueur de OG et de la largeur correspondant o la double longueur de la diagonale des
rectangles Ry .

~>  Inhalt der Problemzone e Contenu de la zone problématique < |0G|-2-\/(Az)? + (Ay)?
~> |Fehler| o |Erreur] < Max(|f(xkmn: Yn)l) - 0G| -2/ (Az)? 4+ (Ay)?2 — 0 fir e pourn — oo
(wegen o a cause de Max(|f(zkn, ykn)l), |0G] € R, /(Az)? + (Ay)?2 — 0)

Wenn fr = fin G stetig ist und fr =0in R\ G, so gilt fiir ganz R und fiir fr: e Si fr = f est continue
dans G et fr =0 dans F'\ G on déduit donc pour tout R et pour fr:

n n n n
|22 AVin| S 20 [AV Rl = 20 [(Mygn — M n)| - |ARE | =< 37 Max(| Mg, — Mg ,n|) - |ARg | =

k1 k1 k1 k1

n
= Max(| My n — Mg nl) - D |[ARk n| = Max(| My, — Mg ) - |G| — 0

1

Denn in G ist: e Car dans G il vaut: Max(| My, — mgn|) — 0
und ausserhalb von G gilt: e Et en dehors de G il vaut: My, =mp, =0

Dabher gilt der Satz: e C’est pourquoi nous avons le théoréme:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Sei e Soit G verniinftig e Soit G raisonnable
f € stet’cont(G), G € beschr’borné
k,n gehoren zu einer zulidssigen Gebietszerlegung e k. n sont liés a une

partition de région admissible

Beh.: e The.:

> (1) [ f(z,y)dG existiert o eziste
G

> (2) [ flz,y)dG = lm Y f(@kn, Yrn) - |AGk ]
G n—oo kl

Damit koénnen wir auch die vorhin gegebene Definition des Volumeninhalts auch bei beliebigen
verniinftigen Gebieten iibernehmen. e Nous pouvons donc utiliser la définition de la mesure du vol-
ume que nous avons donné en haut aussi pour des régions raisonnables quelconques.
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8.2.6 n—dimensionale Volumenintegrale — Intégrales de volume a dim. n

Statt P, € G C R? zu wihlen, kann man auch Py, € G C R™ wihlen. e Au lieu de choisir
PyneGC R2, on peut aussi choisir Pyne€GCR™

~+ Py, wird duch m Koordinaten bestimmt: e Py, est défini par m coordonnées:

Py = (xk,nla .- -;xk,nm)

Entsprechend ist |AGy | ein Volumeninhalt im R™. e En conséquence |AGy | est un volume dans le
R™,

Dabei gehen wir immer von einem kartesischen Koordinatensystem aus, wenn wir nicht expliz-
it ein anderes Koordinatensystem fordern! r, ist dann der Radius einer m-dimensionalen Kugel.
Wenn |AGy ;| ein m—dimensionaler Quader ist, kann man fir r, die halbe Diagonallinge nehmen:

rn = /(Az1)2 + ...+ (Axy,)2. Man erhilt dann wie bei m = 2: e Nous partons toujours d’un systéme
de coordonnées cartésien, si mous n’exigeons pas explicitement un autre systéme! r, est alors le rayon
d’une sphére de dimension m. Si |AGy | est un rectangle cuboide de la dimension m, on peut prendre
pour ry, la moitié de la longueur de la diagonale: r,, = \/(Axl)Q + ...+ (Azy,)2. Alors on obtient comme
pour m = 2:

Vie=[l...[ f@rny,- s Thm, ) dG = [ f(@rm,s - Thon, ) dG
G G
= [ (@, Thon, ) = WM D f(Trn, Ykn) - [AGk]
G n—oo k:l

~» Schreibweise: e Fagon d’ écrire:

I - @k hm, ) AG = [ f(@km,, - Thn,, ) dG = [ f
G G

G

Bsp.: e Exemple: Py, = f(Trn,,- > Thn, ) = f(Prn) =c

n n
= ff(xk7n1,...,xk7nm)dG= [cdG = lim > ¢ |AGy | =c- lim > |AGk,| =c-|G]
G G N0 (™

8.2.7 Integrationsegeln — Regles pour l'intégration

Analog zum Fall von Funktionen mit nur einer Variablen kann man hier entsprechende Integrationsregeln
herleiten. Der bei der Herleitung der Regeln einzuschlagende Weg geht meist analog zum Fall von
Funktionen mit nur einer Variablen. Was anders ist, ist die Art der Berechnung von Abstinden: Im R*
sind es Betrige von Differenzen, z.B. z1 — x2, im R" sind es allgemeiner euklidsche Distanzen, z.B.
V(Az1)2 + ...+ (Az,;,)2. Auf die expliziten Beweise verzichten wir hier aus Raumgriinden. Sie sind
Sache des Lesers. Oft kann man die Regel auch geometrisch direkt einsehen. e Amnaloguement au cas
de fonctions a une variable on peut déduire ici des régles d’intégration correspondantes. Le chemin qui
mene au rTésultat de ces reégles est pratiquement le méme qu’au cas des fonctions avec une variable.
Ce qui est différent est la maniére de calculer les distances: Dans le R' on a les valeurs absolues de
différences, p.ex. 1 — xa, dans le R™ ce sont de maniére plus générale des distances euclidiennes, p.ex.
V(Az1)2 + ...+ (Az,,)2. On renonce ici aur prewves explicites pour des raisons de place. Elles sont
Uaffaire du lecteur. Souvent on peut comprendre la régle aussi directement de facon géométrique.

Regeln: e Regles:

Vor.: e Hyp.:

Die verwendeten Gebiete seien verniinftig und die Funktionen integrierbar.
e Les régions soient raisonnables et les fonctions intégrables.

Beh.: e The.:
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o [(c-f=c-[Ff
“ “ c-f(x,y)
f(x,y)

>y
5 D

~» Streckung e Allongement

o [(h+hf)=[HL+]f

G G G

~ Addition“ von Volumina e ”Addition de volumes”

Das Integral ist ein linearer Operator. e L’intégrale est un opérateur linéaire.

o [ f=Jr+/r

G1UG2 (€ Go
GlﬁG2={}

~» Zusammenzug von Gebieten
e Réunir des régions

vy
X G, G,

© f>ginG edans G = [f>[g
G G

Speziell: o Spécialement:
f|ZfinG edans G = [IfIZ|[fl2+[f=]+f
G G G G

Sei o Soit fp, = Miﬂpecf(P), v = MaXper(P) = |G| cfm < ff < |G| fm
G

© Konsequenz: e Conséquence: Mittelwertsatz: e théoreme de la valeur moyenne:
Sei o Soit f€C(G), € beschr’borné(G) = Jpeg : |G| - f(P)=[f
G

© Sei o Soit (fn) € UNTFCONV(G)2 = [fo— [f
G G

fdG definiert e défini,
c

, R, |GAG,| =
(G\Gr)U(Gu\G)| =0
fiir o pourn — oo

= [f=]f
Gn G

J
R
G, G

@ Das Problem der Ubertragung des Hauptsatzes der Infinitesimalrechnung (,,Gebietsdifferen-
tiation“: e Le probléme de la transcription du théoréme fondamental du calcul infinitésimal:
”dérivation par rapport & une domaine”:)

~» Die Situation bei Funktionen mit nur einer Variablen: e La situation pour les fonctions a une seule
variable:

RYUNTIFCONY vergleiche Seite 219 o voir page 219
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0

Sei o Soit F(x) = [ f(t)dt

xo+h x0 v =1 o ]
J f@ydt— [ f(t)adt eh
F'(xq) = }1L1_r>% = - “ re[0.1]
xo+h = X
f f(f/) dt I a Xq X, + h
= lim = — lim M
h—0 h h—0 h

= }Lir% flzo+ Ah) = f(zo) = F'(zo) = f(xo) (Mittelwertsatz e théoréme des accroissements finis)
Die Situation bei Funktionen mit zwei Variablen: e La situation pour les fonctions & deux variables:

Sei e Soit f(z) € stet’cont(R),
Gn,G C R, AGCUy(P), Py€dG

J fdG— [ fdG PecdG
lim GUAC G . °
h=0 |AG] AGCU.(P)
dG o
LT ) ag)
lim = lim ————

h—0 |AG| h—0 |AG| lpeac
= f(Py) (Mittelwertsatz e théoréme des accroissements finis, P — Py fiir e pour h — 0)

Problem: e Probléme: Unbestimmte Integrale von Funktionen mit nur einer Verdnderlichen sind

Stammfunktionen und als solche Funktionen der oberen Intervallgrenze. [ f ist ein bestimmtes Integral,
G
das nicht nur von der Grésse von G, sondern auch von der Form von G abhiingt. Intervalle im R* haben

alle dieselbe Form, Gebiete aber jedoch nicht. e Les intégrales indéfinies de fonctions avec une seule
variable sont des fonctions antidérivées et donc des fonctions de la limite supérieure de l’intervalle.

J fdG est une intégrale définie, qui ne dépend pas seulement de la grandeur de G, mais aussi de la
G
forme de G. Les intervalles dans le R' ont tous la méme forme par contre aux régions.

Konsequenz: e Conséquence: Daher lisst sich der Begriff Stammfunktionen nicht direkt auf Integrale
iiber Gebieten mit verschiedener Form iibertragen. e La motion de l’anitdérivée ne se laisse donc pas
transcrire directement pour des intégrales sur des domaines a forme quelconque.

8.3 Berechnung von Doppel- und Mehrfachintegralen — Cal-
culer des intégrales doubles et multiples

8.3.1 Gebietsintegrale, allgemeine Situation — Intégrales de région, situation
générale

Sei G ein verniinftiges, beschrinktes Gebiet, f stetig und beschrinkt auf G. e Soit G une région
raisonnable et bornée, f continue et bornée sur G.
Sei o Soit G € R (Rechteck e Rectangle.)

Falls eine Funktion iiber G integrierbar ist, d.h. die Riemannsche Summen konvergieren, so folgt aus
dem ersten Lemma (Seite 301), dass der Wert des Integrals nicht von der Art der Gebietszerlegung
abhéngen kann. Man darf somit fiir die AGy, ,, die denkbar verniinftigste Form wihlen. Bei kartesischen
Koordinaten dréngen sich natiirlich achsenparallele Rechtecke auf. Dabei ist folgender Begriff iiblich:
e Si une fonction sur G est intégrable, ¢.v.d. les sommes de Riemann convergent, alors on déduit du
premier lemme (a la page 301) que la valeur de lintégrale ne peut pas dépendre de la maniére de la
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partition de la région. On peut donc choisir la forme la plus raisonnable pour les AGy . Pour les
coordonnées cartésiennes il est utile de choisir des rectangles paralléles aur axes. En ce cadre la notion
sutvante est utile:

Definition: e Définition: Fiir AG C R? heisst AG Flichenelement, fir AG C R3
heisst AG Volumenelement, fiir AG C R™ heisst AG m—
dimensionales Volumenelement. e Pour AG C R?, AG
s’appelle élément de surface, pour AG C R3®, AG s’appelle
élément de volume, pour AG C R™, AG s’appelle élément
de volume a dimension m.

Im Falle einer Rechteckzerlegung erhalten wir fiir das Fldchenelement bei einer Zerlegung in je m Streifen
in  und in y—Richtung: e Awu cas de la partition en rectangles nous obtenons pour l’élément de surface
pour une décomposition en m bandes en direction de x et m bandes en direction d’y:

AGhnmz = AGp = ARy, = Az Ay = it V1Y (z1 —xl)gyl — 1)
m m m

(1) Konvexe Gebiete — Des régions convexes

vi a\(y) B b(x)
A .
'R
P G B
1
Y ’ T——a(x)
R
X, x, »X
{(al), v)} U {(B(Y),y)}
Unten: e En bas: {(z,a(z))} von e de Py bis e jusqu’d P3 iiber e par P,
Oben: e En haut: {(z,b(x))} von e de Py bis e jusqu’a Ps iiber e par Py
Links: e A gauche: {(a(y),y)} von e de Py bis e jusqu’a P, iitber e par P
Rechts: o A droite: {(B8(y),y)} von e de P, bis e jusqu’a P iiber e par Ps
. ) . m . m B(y)
Sei o Soit lim Y fr(@im,y) Azpy = lim Y f(zim,y) Azy = [ f(z,y)dz := F(y)
m—oo /7] m—oo /7] aly)

Ohne hier in die ,, Tiefen der Theorie der Doppelreihen“ hinabzusteigen, konnen wir bei Volumeninhalten
doch durch die Anschauung motiviert nachvollziehen (Umstellungen zulissig fiir stetige, positive
Funktionen wegen der absoluten Konvergenz): e Sans étudier a fond la théorie des séries doubles,
nous pouvons pour des mesures de volumes, motivé par la clarté géométrique, accepter quand—méme
(transformations admissibles pour des fonctions continues et positives & cause de la convergence absolue):

~ [ f(z.9)dG = [ fr(z,y)dR =
G R

n=m

n=m2 2
= lim Y frR@kn Ykn) ARy = lim TR(Zkns Ykn) Ao - AYm
1

n=m2—oo p_1| n=m?—o00 |_

m m mao ma
= lm 37 > fR(Tim: Yjm) ATm) - Ay = lim > ( Hm Y7 fR(Timy s Yjms) DTmy) - AYm,

M0 j=14i=1 MO0 = MO0 =1
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mo T2 B(!/)

= lim > F(y) Aym, = ?F(y) dy= [( [ f(z,y)dz)dy

m2Troe =1 1 1 a(y)

Da AR,, = Az, - Ay, = Ay, - Axyy, gilt, schliesst man ebenso durch Vertauschung der Summations-
reihenfolge: e Parce qu’il vaut AR,, = Az, - Aym = Aym - Ay, on déduit de la méme facon par
échangement de l’ordre de sommation:

T2 b(J«)
gf(x,y)dG =---=“f( ([) f(x,y) dy) dx

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Seien e Soient : G verniinftig, beschrankt, konvex e G raisonnable,
bornée, convexe,
f stetig und beschriinkt auf G e f continue et bornée sur G

Beh.: e Theé.:

y2 B(y) zo b(x)
Jfla,9)dG = [( [ f(z,y)de)dy= [( [ f(z,y)dy)dz
G Y1 a(y) 1 a(z)

1. Beispiel: e Exemple 1:

f(xay) :x'yQa
G Dreieck wie gezeigt
e G Triangle comme dans l’esquisse

ff(xay)dGZfl(fx-dey)dx:fl(x._
G 00 0

oder e ou:

1 1 1
[ [y dG = [(fz-y*d)dy= [(}
G 0 vy 0
=53¥l, 25 =5~ m

1
0 6

5|1_

sl
w
S

2. Beispiel: e Exemple 2:

f(z,y) =22 +623y, G Rechteck wie gezeigt
e Rectangle comme dans l’esquisse 21

11

2 4 2 A 2
[ flxy)dG= [([22+623yde)dy= [(2% +6%y]| )dy= [(15+382.5y)dy = 618.75
G S11 1 1
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3. Beispiel: e Exemple 3:

fz,y) = 2% + 4y,

G Figur wie gezeigt

e G Figure comme dans l’esquisse
a(z) =22, b(x) =22, 21 =0, 19 =2

=
2 22 2 . 2
[ flx,y)dG = [([ x3+4ydy)dx:f(x?’y—i—%y2|m2/)dx=f(2x4+8x2)—(x5+2x4)dx=
G 0 2 0 / 0
SRR

(2) Gebiete begrenzt durch Vertikalen — Des régions bornées par des verticales

Sei die Situation wie bei konvexen Gebieten, ausser dass G links und rechts durch vertikale Geradenstiicke
begrenzt ist. Oben sei der Rand gegeben durch b(z) und unten durch a(z).

e Soit la situation la méme que pour les régions convexes, sauf qu’a gauche et a droite G est bornée par
des segments de droites verticales. En haut le bord est donné par b(z) et en bas par a(x).

Wie im Falle (1) steht auch hier zuerst ein-
er Summation in y—Richtung und darauf in
z—-Richtung nichts im Wege. Umgekehrt kann
man jedoch nicht vorgehen. Das zeigt die Form
von G. e Comme dans le cas (1) ici aussi
on peut d’abord calculer la somme en direction
d’y et apres en direction de x. Mais on ne peut '
pas invertir cet ordre! C’est clairement visible

par la forme de G.

y

~» Konsequenz: e Conséquence:

Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

Seien e Soient: G wie beschrieben e G comme décrit
f stetig und beschrinkt auf G e f continue et bornée sur G

Beh.: e The.:

zo B(y)
Jf@y)dG = [( [ f(z,y)dy)dx
G z1 a(y)

Bsp.: e Exemple:

f@,y) =z +y,
G Figur wie gezeigt
o G Figure comme dans l’esquisse

Uy (z) = —22+1, Ug(z) = —222+2
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2
1 —22242 1 Cna?is

gf(x,y)dG=f( [ wtydy)de= [(y-a+5y’| , )dr=

-1 —z241 -1

(%+x—3x2—x3+%)dx:§

Le—

(3) Gebiete begrenzt durch Horizontale — Des régions bornées par des horizontales

Sei die Situation wie im Falle (2), ausser dass G oben und unten von Geradenstiicke resp. Horizontalen
(zwei Horizontale) begrenzt ist. Links sei der Rand gegeben durch «(x) und rechts durch §(x). e Soit
la situation la méme qu’au cas (2), sauf que en haut et en bas G est bornée par des segments de droites
horizontales. A gauche le bord est donné par «(x) et a droite par B(x).

Wie im Falle (2) steht hier zuerst einer

Summation in z—Richtung und darauf in y— A
Richtung nichts im Wege. Umgekehrt kann Y
man jedoch nicht vorgehen. Das zeigt wieder
die Form von G. e Comme dans le cas (2)
1ct ausst on peut d’abord calculer la somme en
direction de x et apres en direction d’y. Mais
on ne peut pas invertir cet ordre! C’est de nou-
veau clairement visible par la forme de G.

\ IS

~» Konsequenz: e Conséquence:

Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

Seien e Soient: G wie beschrieben e G comme décrit
f stetig und beschrinkt auf G e f continue et bornée sur G

Beh.: e The.:

y2 b(x)
Jf@y)dG = [( [ f(z,y)dy)dz
G Y1 a(x)

Bsp.: e Exemple:

flay) ==y,
G Figur wie gezeigt
o G Figure comme dans [’esquisse

W1 (y) =sin(y), Va(y) = 2 sin(y)

T 2 sin(y) T . 2 5
[ fa,y)dG=[( [ a-yde)dy= [(GU)dy = 3
G 0 sin(y) 0

8.3.2 Anwendung auf Volumenberechnungen — application pour calculer des
volumes

1. Beispiel: e Exemple 1:
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Berechne den Volumeninhalt von V unter-
halb des Rotationsparaboloids e Calculer
la mesure du wvolume de V en dessous du
paraboloide de révolution

z=f(z,y) =22 +3> +1
V' ist beschrankt durch die Koordinatenebe-
nen sowie die Ebene 2x +y = 2.
e VV est borné par les plans de coordonnées et
le plan 2z +y = 2.

z z=fx,y)=x +y +1

r=1 y=2—2x r=1

V=[flz,y)dG= [( [ 2+’ +1ldy)de= [ (2®y+ 39"+l
G

=0 y=0 x=0

y=2-2=z
o ) dx
=1

_ 14 _ 2 _ 142 — Uz _g.2 4 102° 72 77 _ 11
= O(3 10z+10z 5 ) dr = 5% — 52 + =5 6 lo—o = 16

8
Il

x

2. Beispiel: e Exemple 2:

Berechne den Volumeninhalt des Korpers, der
im ersten Oktanten liegt und begrenzt ist
durch die Koordinatenebenen und die Zylin-
der 22 +9? = 9 sowie y>+22 =9 e Calculer la
mesure du volume du corps qui est situé dans
le premier octante et est borné par les plans
de coordonnées et les cylindres 2 +y> =9 et

¥ +22=9
y=3 t=1/9—y2 y=3 _
V= [flz,y)dG = [ ( VI—y2de)dy= [ (z-/9—y2],_
G y=0 x=0 y=0
y=3 y=3 _
= [ (WV9—y2 VO—P)dy= [ 9-yPdy=9y—1y°|'" =9-3-13°=27-9=18
y=0 y=0

Interessant! m kommt nicht von im Resultat! e Intéressant! m n’apparait pas dans le résultat!

8.3.3 Uneigentliche Gebietsintegrale, Anwendung — Intégrales de région im-
propres, application

Beispiel der Berechnung eines gewdhnlichen Integrals via Gebietsintegral — Exemple: Cal-
culer une intégrale simple par une intégrale de région

Betrachten wir zuerst: e D’abord nous étudions:

0%8

b d b b d
(f f(z,y)dy)dz := lim [(] f(z,y)dy)de = lim [([ f(z,y)dr)dy =

b b
= dlim JF(d,y)dy = fdlim F(d,y)dy

(falls F(d,y) mit d — oo in [a,b] gleichméssig konvergiert, vgl. Seite 223 e si F(d,y) converge
uniformément avec d — oo dans [a, b], voir page 223)

oo b b d b oo
~ [(J @ y)dy)de = [ lim [ f(z,y)dedy = [([ f(z,y)de)dy  ~

c a a c
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Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:
f f(z,y)de € UNTFCONV

fiir o pourxe[ab] d— oo

Die verwendeten Integrale existieren e les intégrales utilisées existent

Beh.: e The.:

oo b b oo

S fa,y)dy) de = [([ f(x,y) dz) dy
Bsp.: e Exemple: Sei e Soit a,b>0

co b b oo b
oemar _ gmbz —e Y
f7dx:/(/e_*ydy)dx:/(/e_lydx)dy:/( |, )dy =
0 xr Y
0 a 0 a
b ) b . ey b .
_"_e xT U Yy b
= /( / ; —}ggo )Y =|as0 = yoo /(5 —0)dy =In(y) |, =
= In(a) — In(b) = In(%})
8.3.4 Gebietsintegrale in Polarkoordinaten — Intégrales de région en coor-
données polaires

In kartesischen Koordinaten war das

Flachenelement Az - Ay, infinitesimal dzx dy,
und der ,infinitesimale Quader f(x,y)dx dy.
e [n coordonnées cartésiennes [’élément de
surface était

Ax Ay, infinitestimalement dxdy, et
le 7rectangle cuboide infinitesimale était
[, y) de dy.

>y

AX

Nun gibt es aber Probleme, die sich einfacher in Polarkoordinaten beschreiben lassen. Man denke z.B.

an ein Gebiet, das von einer Spirale begrenzt

ist. Dann muss man konsequenterweise hier eine Gebi-

etszerlegung benutzen, die diesem Koordinatensystem angepasst ist. Das fithrt dann zu einem andern

Fldchenelement (vgl. Skizze). o Or, il y a des

problémes qui se laissent mieuxr décrire en coordonnées

polaires. Pensons a une région bornée par une spirale. Par conséquent on doit donc utiliser une partition

de région qui est mieux adaptée a cette situation.

Sektor: e Secteur:
A:¢2.7T.2_‘p,
rm=r, To=1+Ar
AG =AA
2 (r2-Ap) - (r- Ay)
- 2
A A
7@ (r5 — %)ZT@)'(U—H)'(UJFH)
A A
:T(p)-(Ar)-(2r+Ar)=A<p-A7°-(7°+7T)

Cela méne ¢ un autre élément de surface (voir esquisse.)

— dedrr
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Lemma: e Lemme: In Polarkoordinaten ist das Fldchenelement: e En coordonnées polaires
l’élément de surface est: rodr

Wir koénnen sinnvollerweise die folgenden beiden Fille unterscheiden: e Nous pouvons distinguer la
différence entre les deux cas suivants:

(1) Verdnderliche Radien: e Des rayons vari- (2) Verénderliche Winkel: e Des angles vari-
ables: ables:
r1=g1(p), r2=g2(¢) ¢1="ha(r), @2 =ha(r)

(1)

£#(n)

Damit kénnen wir analog zu den kartesischen Koordinaten die folgenden Formeln notieren:
e Nous pouvons donc noter les formules suivantes, analoguement aux coordonnées cartésiennes:

Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

Seien e Soient: G verniinftig, beschriankt, konvex
e (G raisonnable, bornée, convezxe
f stetig und beschrinkt auf G e f continue et bornée sur G

Beh.: e The.:
w2 g2(p)
Fall o Cas (1): [ f(r,p)dG = [( [ f(r,p)-rdr)de
G ®1 g1(p)
ro ha(r)
Fall o Cas (2): [ f(r,p)dG = [( [ f(r,¢)-rdp)dr
G T1 hi(r)
Bemerkung: e Remarque: Im Spezialfall f(r, ) =1 erhalten wir den Flicheninhalt!
e Dans le cas spécial f(r,p) = 1 nous obtenons la mesure de la
surface.

1. Beispiel: e Exemple 1:

z=f(z,y) =4 —a® —y> =4 —1% = fo(r)
4P2=% ro=2
V= [ ([ (4 —72)-rdr)de
©1=0 r=
<P2=E 4 2
= [ @r-5)de
1=
#2772 po=%
= [ 4dp=4¢] 702
p1=0 B
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2. Beispiel: ¢ Exemple 2:

Skizze | Esquisse

ro=2 $Y2=1, ro=2 o9
= [ ([ rdp)ydr= [ (7“4,9|m:;)d7“
ri=1 ¢1=0 ry=
ro=2 ro=2
= [ (Tl)dT‘ = [ 1d7‘
r=1 =1
=" =2-1=1
ri=1

Massstéblich: e A [ “échelle:

3. Beispiel: e Exemple 3:

Lemniskate: e Lemniscate:

r? =2 sin(2¢) r’= 2 sin(2¢)
p2=% r2=4/2sin(2¢)
G

p1=0 r1=0

¢2f7(% 2 |7~2:\/m) d

¢1=O r1=0
s 1 : 1 v2=75 1 1
fo (3 2sin(2¢))dp = —5 cos(2p) | 5 =-3(-1-(1))=352=1
PY1=

8.4 Oberflichenintegrale — Intégrales superficielles

8.4.1 Inhalte krummer Flichen — Mesures de surfaces courbes et tordues

Problem: e Probléeme: Gegeben sei f(z,y) stetig differenzierbar (d.h. die Tangentenrichtung
andert stetig) und beschriankt iiber einem verniinftigen endlichen Gebiet G. Was ist der Inhalt der durch
f erzeugten Fliche ® im R3? e Soit donnée f(x,y) continiment dérivable (¢.v.d. la direction de la
tangente change continiment) et bornée sur une région raisonnable et finie G. Quelle est la valeur de la
mesure de la surface ® qui est donnée par f dans le R3?

Idee: o Idée: Man wihle sich ein beliebiges kleines Fldchenstiick A Ay, das in einer Kugel mit
Radius 7, Platz hat. Je kleiner man den Ausschnitt wahlt, d.h. je kleiner r, ist, desto mehr nédhert
sich das gewéhlte Fliachenstiick einem Ausschnitt einer Ebene. Das wird sichtbar, wenn man die Sache
vergrossert. Approximiere nun solche kleine parallelogrammartige Flédchenstiicke durch passende ebene
Parallelogramme ATy und berechne deren Inhalt mittels des Vektorprodukts. So kann man durch
Summation zu einer Approximation des ganzen Flidcheninhaltes gelangen. AAx und ATy konnen so
gewdhlt werden, dass sie z.B. iiber achsenparallelen Flidchenelementen AGy in der Grundebene liegen.
o Choisir un élément de surface quelconque et assez petit AAy qui peut étre inscrit dans une sphére
du rayon r,. Plus petit choisit—on ce segment, ¢.v.d. plus petit est r,, plus on s’approche avec le
segment de surface choisi d’un segment d’un plan. C’est rendu visible par un agrandissement de la chose.
Approzime maintenant de tels segments petits et semblables a un parallélogramme par un parallélogramme
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plan ATy convenable et calcule la mesure a l'aide du produit vectoriel. Ainsi on peut arriver a une
approximation de la mesure de la surface entiere par sommation. AAy et ATy peuvent élre choisis de
maniere qu’ils soient situés sur les éléments de surface paralléles aux axes AGy, dans le plan fondamental.

Sei o Soit {AG}} eine zuléssige Gebietszerlegung e une partition de région admissible.
Sei o Soit f(zr,yr) = 2k, (Tk,yr) € Gk, (Tk, Yk, 2k) € Ak

n n
~ Al = ZIIAAkI ~ ZIIATkI

Sei dj, = Diagonallidnge von AG), (Rechteck). o Soit di, = longueur de la diagonale de AGy, (rectangle).
Sei e Soit d = Maxy dy, d,by Seitenvektoren von e vecteurs latéraux de ATy,

~ d’k,gk sind natiirlich Tangentialvektoren an die Funktionsfliche. e d’k,gk sont naturellement des
vecteurs tangentiels a la surface de fonction.

Wir stehen nun vor dem Problem, dass bisher Inhalte allgemeiner gekriimmter Flichen gar nie definiert
worden sind. Es ist aber wohl inuitiv einsichtig, dass sich solche Inhalte sinnvoll wie folgt definieren
lassen: e Maintenant nous avons le probléme que nous n’avons jamais défini les mesures de surfaces
courbées et tortues. Mais on wvoit clairement et de fagon intuitive que de telles mesures peuvent étre
définies comme il suit:

n —
Definition: e Définition: Inhalt e Mesure A := dlimoz ATy nl, ATk n| = |Gkn X bkl
n k1

n
dlim >T|ATy | fihrt offensichtlich zu einem Riemannschen Integral e nous méne clairement a une
n—0 k1

intégrale de Riemann.

Bei solchen Integralen kann bekanntlich der Punkt Py P(zk, yx) € AGy, 4, in dem AT} ,, innerhalb der
zuliissigen Gebietszerlegung bestimmt wird, beliebig gewihlt werden. e Quant a ces intégrales le point
Py, = P(xg,yr) € AGy, .y, peut élre choisi ce fagon quelconque dans le ATy, pour une partition de
région qui convient, comme NoOus SAGVONS.

Nun gilt es, iiber AG}, ,, das AT}, ,, zu bilden. AT}, ,, wird durch die Seitenvektoren @ iiber Az und b iiber
Ay bestimmt: o Maintenant il faut construire sur AGy, , le ATy, . ATy, est donnée par les vecteurs
latérauz @ sur Az et b sur Ay.

Z.B. ist die y—Komponente von a gleich 0, die z—Komponente jedoch ist Ax mal Steigung von f in
y—Richtung. f muss demnach differenzierbar sein! e P.ex. le composant y de @ est égal a 0, le composant
z par contre est Ax fois la pente de [ en direction d’y. f doit donc étre dérivable.

~» Das ergibt: e Nous obtenons:

Ax flx,, v
a= 0
fo(Py) - Ax y
Entsprechend: e Correspondant: 2
0 Ve
b= Ay i \/‘4
fy(Pe) - Ay

Dann wird der Inhalt |AT} ,|: e Puis on obtient pour le contenu de |ATy ,|:

(1P - Ax- Ay
ATyl = lax Bl = | | ~f)(P)- Az~ Ay | | = |8z~ Ayl [(FE(POP + (P + 1=
Az - Ay
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= |AGH - /(2P + (fy(Pe))? +1

Wir erhalten somit: e Nowus obtenons donc:

Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

Seien e Soient: G verniinftig, beschrinkt e G raisonnable, bornée
[ stetig differenzierbar und beschrénkt auf G e f dérivable continiment
et bornée sur G

Beh.: e The.:

A= [dA= [ \J(fs(P)? + (f3(P)? +1dG
G G

I /(P02 + (£(Pe)? + L dy
G

Definition: e Définition: | dA heisst Oberflichenintegral e s’appelle intégrale de sur-
G

face

Es ist dem Leser iiberlassen, die Formel an bekannten Beispielen (Parallelogramme) zu iiberpriifen.
Die Kugel zeigt, dass die Rechnungen mit dieser Formel umstindlich werden (vgl. Seite 320). Da im
Integranden eine Wurzel steht, ist allgemein nicht zu erwarten, dass man auf einfache Weise bekannte
Stammfunktionen finden kann. Fiir die numerische Integration ist die Formel jedoch geeignet. e Nous
laissons au lecteur d’examiner la formule aux exemples connus (parallélogramme). La sphére montre que
les calculs deviennent compliqués a laide de cette formule (voir page 320). Comme il y a une racine
carrée dans la fonction intégrée on ne peut pas s’attendre a trouver facilement une antidérivée. Mais
pour lintégration numérique la formule est convenable.

1. Beispiel: e Exemple 1:

flzy) =32 +y°
G vgl. Skizze o G wvoir esquisse

A

I PO+ (PO + Tdedy =[] BT o T Laody = [ [ V0517 dudy

1 1 3 1 g 3
x-\/10+4y2|3dy:{y-(1O+4y2)2 dy:ll—2(10+4y2)2 |O:%

Il
Ot

Bemerkung: e Remarque:

Mit solchen Integralen kann man z.B. das Gewicht von Blech— oder Plastic—Fléchen berechen.
o A l'aide d’intégrales de ce type on peut p.ex. calculer le poids de surfaces en tole ou en plastic.

2. Beispiel: e Exemple 2:
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Inhalt der Oberfliche einer , Eierschachtel“: e Mesure de la surface d’un carton a oeufs:

f(z,y) = sin(z +y) + sin(z — y),
z,y € [0,47]
Numerisch mit Mathematica:

e Numériquement avec Mathematica:
A =~ 269.357

: 0 \

l;; ;‘ \;"ﬂ'
¥ 'o‘\\\x.

u Wi

8.4.2 Ausdehnung des Begriffs fiir beliebige Koordinatensysteme — Exten-
sion de la notion pour des systémes de coordonnées quelconques

Kompliziert im Raum gewundene Fldchen ® konnen allgemein nicht als Funktionsflichen in einem
kartesischen Koordinatensystem gegeben werden. e En général on ne peut pas donner des surfaces ®
qui se dressent de maniere compliquée dans l’espace comme surfaces de fonctions dans un systeme de
coordonnées cartésiennes

Analog zu Kurven kann man jedoch Flichen in Parameterdarstellung geben. D.h. mit andern Worten:
als Vektorfunktionen mit zwei Variablen, die man hier {iblicherweise ,, Parameter” nennt.

o Mais aloguement aux courbes on peut donner les surfaces par représentation paramétrique. En
d’autres mots ¢.v.d.: comme fonctions vectorielles avec deux variables qu’on appelle dans ce cas de
coutume des "paramétres”.

Bsp.: e Exemple:

e [0,7], velo,n],
x(u,v)
O F(u,v)= | y(u,v) | =
) z(u2, )
= | In(1 4 u+v) sin(u + v)
u sin(u v)

Dabei seien z(u,v),y(u,v), z(u,v) stetig differenzierbare Funktionen iiber einem Definitionsbereich
D, = D, = D, = G. Dann wird die durch #(u,v) im Raum definierte Fliche ® glatt, d.h. die
Tangentenvektoren ¢, und &7, kénnen sich nicht sprunghaft dndern. e Soient z(u,v),y(u,v), z(u,v)
des fonctions dérivables de fagcon continue sur une domaine de définition D, = D, = D, = G. Puis
la surface ® définie dans lespace par d(u,v) devient lisse, ¢.v.d. les vecteurs tangentiels &, et &l ne
peuvent pas abruptement changer de direction.

Eine hinreichende Bedingung fir die Existenz zwei verschiedener Tangentialvektoren in verschiedene
Richtungen ist &, }f&l, d o Une condition suffisante pour ’existence de deux vecteurs tangentiels en
des directions différentes est al, Wal, ¢ud.:

' x & #0 oder o ou M= (7,,7)=| v,y, | = Rang(M)=2

v
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Wir betrachten nun zwei Kurven in ®: e Nous considérons maintenant deux courbes dans P:
Cy ={d(u,v) | u=up} und e et Co={d(u,v)|v=uv9}

Sei o Soit &(up,vy) :='p,

Fiir die Tangentenvektoren an C und Cs gilt: e Pour les vecteurs tangentiels a C1 et Co on a la condition:

Ad(u,v) 93 (u,v)

. =
Ci: A_%U | — a_,(au | =0,
~Ad(u,v d(u,v)
Co: Av o0 v

~» &, und &) spannen in Py in der Tangentialebene an die betrachtete Fléiche ein Parallelogramm auf.
e 7, et &, tendent a Py dans le plan tangentiel un parallélogramme & la surface considérée.

Damit hat man die folgende Situation gegeben: e On a donc donnée la situation suivante:

AV _ R
_ AT T G \/ﬂ
N
\ Lt
\\=7‘ u

Auf G haben wir damit ein kartesisches Koordinatensystem (Gitternetz) mit den Koordinaten u, v, den
Maschenweiten Awu, Av und dem Flichenelement |AG| = |Au - Av|. Das Gitternetz in G wird durch &
in ein Gitternetz auf ® abgebildet. Dort sei das zu |AG| gehorige Flichenelement mit |AA| bezeichnet.
e Sur G nous avons donc un systéme de coordonnées (réseau quadrillé) avec les coordonnées u, v, les
distances de coordonnées Au, Av et I’élément de surface |AG| = |Au - Av|. Le réseau quadrillé dans G

est appliqué par & dans un réseau quadrillé sur ®. La, nous appelons ’élément de surface qui appartient
a |AG| donc |AA|.

Z.B. auf C5 gilt dann: e P. ex sur Cs nous avons le fait:

Ad(u,vg) = 7, (ug, vo) - Au, Ad(ug,v) = &, (ug,vg) - Av
(Definition der Ableitung oder auch Mittelwertsatz der Differentialrechnung e Définition de la dérivée
ou aussi théoréme des accroissements finis)

Damit kann |AA| approximiert werden: e Ainsi nous pouvons approzimer |AA|:

|AA| = |AG(u,v0) X Ad(ug,v)|

~ [(77, (w0, vo) - Au) x (7, (uo, vo) - Av)|

= |Au- Av| - |}, (ug, vo) X &%, (ug, vo)]

z.B. e p.ex.

Ad(u,vg) = &(u+ Au,vg) — d(u,vg) =
lut AU’ZOZL — J{u, ) Au = 7, (u,v0) - Au
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Sei o Soit Py n = (uo, . 0, ), AGkn CUp, (Pin), ™n = Maxpry , — 0 mit e avecn — oo
Damit wird bei beliebigm Py, € AGj ,: o Nous obtenons donc pour des Py, € AGy, n quelconques:

~ Z |AA1€ nl = Z |AA1€ nl = Z 7%, (Pk n) 7, (Pk,n)l |Au - Av| —

k=1

—>ff| Py ) x & ( Py, v |dudv—f| Py, v) X 3(Py,v)| dG := [ dA
G

)

Damit ldsst sich der Flicheninhalt einer durch &(u,v) gegebenen Fliche im R?® definieren. Ein solcher
ist ja bis jetzt nie definiert worden: e Nous pouvons donc définir la mesure d’une surface quelconque
donnée par G(u,v) dans le R3. On n’a encore jamais défini de telle mesure::

Definition: e Définition: |A| = f dA = f| (Py.v) X &, (Py.v)| dG
_ffl u v XU,U(Pu’U |dudv

Kontrolle: e Controle:

Sind wu, v speziell kartesische Koordinaten, so muss wieder die dort hergeleitete Formel herauskommen:
e Si u,v sont des coordonnées cartésiennes spéciales, on doit obtenir dans ce cas la formule qu’on a
déduit plus haut:

x(u, v) x x
d(u,v) = | ylu,v) | =, ,-. Y = Y
z(u, v) z(2,y) f(z,y)
T T 1 0
= |07, (u, v) x & (u,v)| = | Y X Y | = 0 X 1 | =
/ f(z,9), f(z,y)), fa(2,y) fy(@,y)
—| —if,; = TP+ (R 1 = dG =\ (=127 + (= ;)7 + 1dwdy

Wir finden also hier das schon bekannte Flédchenelement. e Ici nous trouvons donc l’élément de surface
déja connu.

Bsp.: e Exemple: Nachrechnung der Kugeloberfliche: e Contréole du résultat pour la surface de la
spheére:

NN

Kugelkoordinaten: e coordonnées sphériques:
u:=, v:=9, R:=const., ¢ €0,27], ¥ €0, g] ~» halbe Sphére. e demi—sphére

R cos(yp) sin(¥)
d(u,v) = &(p,¥) = | R sin(p) sin(9)
R cos(v¥)
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—R sin(yp) sin(d) R cos(yp) cos(9)
= 0,(p,0) = | Rcos(p)sin(@) |, dy(p,J) = | R sin(p) cos(d)

321

0 —R sin(9)
—sin(¢p) sin(9) cos(p) cos(V)
= G,(p,0) x Fy(p, ) =R | cos(p)sin(¥) | x R | sin(yp) c(oﬁs)(ﬁ) =
0 —sin

@) sin*(¥

( )
= R? ( —sin(y) sin?(9) ) =
—sin?(¢) sin(®9) cos(?9) — cos? () sin(1) cos(®)

cos(y) sin?(¥) cos(p) sin(d9)
—R? | sin(e) sin®(9) | = —R? sin(¥) | sin(y) sin(d)

— COS

sin(¥) cos(¥) cos (1)
= |0, (@, 9) x 7 (e, )] = R? | sin(?)] \/0082(99) sin? (1) 4 sin?(p) sin?(9) 4 cos2 (1)
= R?|sin(v)| \/sin2(19) + cos2(9) = R? | sin(d)| V1 = R?|sin(¥)| = R? sin(¥), 9 € [0, ]

B Do 5 ,
= A=2-[[16,(p,9) x 3Y(p,9)|dpdd) =2- [[ R?*sin(¥)dpdd =2R?- [ ¢ sin(®)|,"~ di =
00 00 0

:2R2-27r-f2sin(19)d19:4R27r-(—cos(z?))|0%) =4-R%*.7
0

Bsp.: e Exemple: (Numerisch) e (Numériquement)

x(u, v) u? — v?
uwel0,x], vel0n], : F(u,v)= (y(u,v)) == (hfl(l—l—u—l—v) sin(u—l—v))

w sin(u v)

= |A] :g dA ::g |52, (Pi.n) X &(Pin)| dG = fg |52, (Pg.n) % &% (Py.n)| dudv =~ 185.967 (Mathematica)

Bsp.: e Exemple: (Numerisch) e (Numériqguement)
1
cos(a) (5 r sin (
. 1
U, 7) = | sin(a) ( = r sin (

1 . (a)
Zrsin (&
o g

~» Mobiusband e Ruban de Moébius

)+1)
)+1>

[ I HeRCY Ko)

~» A= 5.65685 (Mathematica)
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8.4.3 Anwendung Raumwinkel — Application angle solide

Gegeben sei ein Punkt S im Raum (die

»Spitze*) und eine geschlossene Kurve C' im

Raum. e Soit donné un point S dans l’espace

(la ,pointe®) et une courbe fermée C dans c
l’espace.

Wir lassen nun einen Strahl [, der von S
aus geht, C entlang gleiten. Durch die von [
erzeugte Fliche wird der Raum in zwei Teile
geteilt. o Maintenant nous faisons glisser un
rayon | qui a lorigine a S le long de C.
L’espace est ainsi partagé en deur parties.

Ein Teil des Raumes wird so von der Kurve eingeschlossen, der andere ausgeschlossen. Der eingeschlossene
Teil entspricht auch dem Sehwinkel der Kurve. e Une partie de [’espace est donc inclus de la courbe,
Uautre est exclus. La partie incluse correspond aussi a l’angle sous lequel I’on voit la courbe.

Definition: e Définition: Die Punktmenge des so eingeschlossenen Teiles des Raumes nennen
wir Raumwinkel e L’ensemble de points de la partie de l’espace
ainsi inclus s’appelle angle solide.

Das Mass des Raumwinkels ist der Flidcheninhalt auf der Ein-
heitskugel mit Zentrum in S, den der Raumwinkel ausschneidet.
e La mesure de ’angle solide est la mesure de la surface de la
sphére unité avec le centre a S, qui est coupée par l’angle solide.

Bsp.: e Exemple: Berechne das Mass des Raumwinkels eines Kreiskegels mit dem Offnungswinkel
2a = 2T”&lQO". e Clalculer la mesure de ’angle solide d’un céne circulaire avec ’angle d’ouverture de
200 = 2X=120°.

3

Bsp.: e Exemple: Nach dem Beispiel im letzten Abschnitt ist: e D’aprés [’exemple de la derniére
section on conclut:

a 27 a 27

A= [ [10,(e,0) x5y, 0)|dpdd= [ [ R*sin(9)dpdd = R*- [ sin(d) |§7r dv
00 00 0

=R?27- Ofsin(ﬁ) d9=2R>7 - (—cos(9) 0% =2R?>7 - (—cos(a) + cos(0)) =2 R? 7 - (1 — cos())
=2R?’m-h

Lemma: e Lemme:

Inhalt einer Kugelhaube e Mesure d’une
calotte sphérique

A=2R*7-(1—cos(a)):=2R?>7-h

Fir a = g bekommt man dann: e Pour oo = g on obtient:

A=212m-(1—cos(§)) =m
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8.4.4 Ausdehnung des Begriffs fiir Funktionen auf Oberflichen — Extension
de la notion pour des fonctions sur les surfaces

Einen Punkt der Oberfliche ® konnen wir weiterabbilden und somit eine Funktion auf der Oberfliche
betrachten: e Nous pouvons appliquer un point de la surface ® plus loin et donc considérer une fonction
sur la surface:

fa

—r—

fo

G NN P —rS— MCR oder e ou

P = (u,v) — d(u,v) — f(&(u,v)) := flx(u,v),y(u,v), z(u,v)) := fo(x,y, 2) == fa(P)

Statt des Flichenelements dA kann man nun das Volumenelement dV := fo(P)dG = fa(d(u,v))dG =
fo(x,y,2)dA verwenden und so ,das Integral von f {iber ® berechnen. So etwas macht z.B. in der
Physik Sinn, wenn es z.B. darum geht, die farbabhédngige Wérmeabstrahlung pro Flédcheneinheit iiber
die Oberfliche aufzusummieren. e Awu lieu de prendre I’élément de surface dA on peut prendre [’élément
de volume dV := fq(P)dG = fc(d(u,v))dG = fo(x,y, z) dA pour calculer ,l’intégrale de f sur ®. Une
telle chose a un sens p.ex. en physique ou il s’agit p.ex. de calculer la somme du rayonnement de la
chaleur par unité de surface, qui dépend de la couleur, sur toute la surface.

Wir kénnen so die Definition des Oberflichenintegrals verallgemeinern: e Nous pouvons ainsi généraliser
la définition de l'intégrale de surface:

Definition: e Définition: [ fo(z,y,2)dA = [ fa(P)dG =
A G
= [ f(&(u,v)) - |7,(Pr,n) X &(Prp)| dG =
G
= ([ fe(u,v) - |0%(Prn) X 0%(Ppn)|dudv  heisst Ober-
G

flaichenintegral e s’appelle intégrale de surface
Bsp.: e Exemple: Geg.: e Donné:

Halbkugel e Demi—sphére:
S={(r,y,2) | 2> +y*+ 22 =R? 2>0}
Parallelstromung e Courant paralléle:

a
(z,y,2) — wW(x,y,2) = | b | = const.

c
7 Normalenvektor auf S = ® e Vecteur nor-
mal sur S = ®

Ges.: o Trouver: Durchstromung e Courant qui traverse D = [[(@, 1) dA
S
Lésung: e Solution:
Verwende Parameterdarstellung: e Utilise représentation paramétrique: U :=x, v :=1y

~ G = Kreis o Cercle = K := {(u,v) | 0 <u?+v*> < R?}
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U - U
o L, O 1
~r 0 = v ,n:—:— v
R? — 2 — 2 R R R2 —y2 — 2
o
1 0 R2 — 2 — 2
— 0 — 1 — — v
~ 0, = ~u , 0 = v , O X ) =
RZ — 02 — 2
R? — u? — 0?2 R? —u? —? 1
P 1= u? 02 Y (u2+02+R2—u2—02)%
gl x anl = = =
R2 w2 — 02 " RZ 2 _ 2 R2 — 02 — 2

a u
1 1
f(@(u,v) = (w,m)y =(| b B v ):E(au—i—bv—l—cx/RQ—uQ—UQ)
c R? —u? — 0?2

sz(q,mdA:ff%(au#—bv#—cx/RQ—u2—v2) |7, x &,| dudv =
Z//%(au-l—bv—i-cx/RQ—uQ—vQ)-—/R du dv =

3

/s

R? —y2 — 2

b b
((— autov dudv—// autbu dudv—l—//cdudvzh]lg
RQ—UQ—’UQ R? — 2 — 2
s

Iy=c [[dudv=c-R* m (S: Kreis o sphére)
5

au—+bv
ff R? —u? — 2

u:=r-cos(p), v:i=r-sin(p), dudv=r-drdp
(bekanntes Flidchenelement e élément de surface connu.)

dudv ~ Verwende Polarkoordinaten! e Utilise coordonnées polaires!

27 R

27 R . S i - s
_T ar-cos(p) +br sm(glo) Crdrdp = //TQ a COS(‘P)Q‘H? QSm(‘P) dr deo

00 /R?—(r-cos(p))? — (r-sin(p))? 50 R
R 27 R 2m
/‘“" /()d)d+ b (/()d)d 0

cos T s "=
0 VvV R? v \/1%27 o
ﬁ,—/ %’_/
-0 =0

= L+I=0+c-R> nm=c-R> 1

8.5 Mehrfachintegrale — Intégrales multiples

8.5.1 Allgemeines — Généralités

Bei den Integralen von Funktionen iiber Gebieten haben wir z.B. das Volumen unter der Funktionsfliche
von f(x,y) berechnet durch: e Quant aux intégrales de fonctions sur des régions nous avons p.ex.
calculé le volume sous la surface de la fonction f(x,y) comme il suit:

z2 B(y)

ffxde JC [ flz,y)dy)da

z1 a(y)
Dabei sind wir von zuléssigen Gebietszerlegungen ausgegangen. e Pour arriver au but nous avons utilisé
des partitions de régions admissibles.
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Falls man statt Funktionen f(z,y) iiber einem Gebiet G nun Funkionen f(z,y, z) iliber einem Volumen

V betrachtet — oder etwa Funkionen f(x1,%2,...,2,) iiber einem n-dimensionalen Volumen yn),
entsteht kein grundsétzlich neues Problem. e Si nous considérons maintenant des fonctions f(x,y, z)
sur un volume V. — ou bien des fonctions f(x1,xa,...,x,) sur un volume V() de dimension n, au lieu

de considérer des fonctions f(x,y) sur une région G, le probléme ne change bas de fagon fondamentale.

Man muss dann an Stelle einer Gebietszerlegung in analoger Weise eine n—dimensionale Volumen-
zerlegung beniitzen. Und statt Flichenelemente wie z.B. Az - Ay fiir G C R? treten dann z.B. fiir
V C R? Volumenelemente Az - Ay - Az auf u.s.w. e Alors on doit utiliser au lieu d’une partition
de région de facon analogue une partition de volume de dimension n. Et au lieu des éléments de
surface comme p.ex. Ax-Ay pour G C R? on a donc pour V. C R? des éléments de volume Ax-Ay-Az etc..

7.B. im R3 muss dann ein solches Volumenele-
ment AV in einer Kugel vom Radius r,, Platz
haben und wir lassen dann wieder r,, — 0
gehen. e P.ex. dans le R? on doit pouvoir in-
scrire un tel élément de volume AV dans une
sphére avec le rayon r,, et nous faisons aller
TTTL - 0

Entsprechend im R™ sind es n—dimensionale
Kugeln. e Par correspondance on a dans le
R"™ des spheéres de dimension n.

Das fiithrt dann in kartesischen Koordinaten auf:
o En coordonnées cartésiennes cela méne donc a:

m

f f(J?, Y, Z) = f f(J?, Y, Z) dV := fff f(J?, Y, Z) av = rhglo Z f(ka% Yk,m, Zk,m) AV
1% 1% 1% m—0 %

Dabei ist: o On a donc:

m

q s t
S (@ ks Ykoms Zl.m) AV =335 f(®k 1, Yjss Zirg) ATkt AYj s Azi g, 2z.B. mit: e p.ex. avec:
k1 i1 J1 k1
Az Ayj s Az g = Az Ay, Az, uws.w e etc.

Im Falle, wo V' ein Quader ist, erhalten wir: e Dans le cas ou V est un rectangle cuboide on obtient:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

Seien e Soient: V Quader e G rectangles cuboides
f stetig und beschrinkt auf V' e f continue et bornée sur V-

Beh.: e The.:

22 Y2 T2

[ f(x,y,2)dV = [ [ [ f(x,y,2)dxdydz

\% Z1 Y1 T1
Wichtig: e Important: In den andern Fillen, wo V durch irgendwelche Funktionsflichen
beschréinkt ist, muss man sich eine giinstige Integrationsreihenfolge iiberlegen. Dabei gibt es 3! = 6

Mboglichkeiten. Eventuell muss man den Korper erst giinstig zerlegen. e Dans les autres cas ot V est
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borné par des surfaces de fonctions quelconques, on doit bien réfiéchir l’ordre d’intégration. Il y a 3! = 6
possibilités. Eventuellement il faut d’abord décomposer le corps de maniere favorable.

Beispiel einer Moglichkeit: o Ezemple d’une

possibilité: z=4(xy)
V: Grundfliche e Surface a base
z=®1(z,y)
Deckflache e Surface a haut / = il y
z = (I)Q (x; y) X x= 2(y) \\-@~~/éggﬁ 2= 4,(xy)

Nach der Integration iiber =z e apres
lintégration sur z: Unterer Rand: e Bord

inférieur: = p1(y)
Oberer Rand: e Bord supérieur:
T = 2(y)
Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:

V verniinftig, wie beschrieben e V raisonnable, comme décrit
f stetig und beschriinkt auf V' e f continue et bornée sur V-

Beh.: e The.:

2o p2(y) P2(z,y)

[ fx,y,2)dV=[ [ | flz,y,2)dzdydz

14 z1 p1(y) @1(z,y)

Analog geht man vor bei Vierfachintegralen und héheren. e On agit de facon analogue quand il s’agit
d’intégrales quadruples et plus.

Bemerkung: e Remarque:

In der Praxis taucht sehr oft das Problem auf, die Funktionen, die die Integrationsgrenzen beschreiben,
richtig zu finden. Dabei handelt es sich um ein geometrisches Problem. Dazu gibt es kein allgemeines
Rezept. e En pratique on a souvent le probléeme de trouver les fonctions qui donnent correctement les
limites de l’intégration. Il s’agit ici d’un probleme géométrique. Pour cela il n'y a pas de recette
générale.

8.5.2 Beispiele in kartesischen Koordinaten — Exemples en coordonnées
cartésiennes

1. Beispiel: e Exemple 1:
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Gesucht: Volumeninhalt?

o Trouver: Mesure du volume? ~ V7
y=4 T=+\/Y z=4—y

V= [( [ (] 1dz)dr)dy

y=0 g=— \/y z=0

y=4 L=+\/g z=4—y
= S [ (=], )dz)dy
y=0 z=—/y
y=4 z=+/y
= [( [ 4-ydr)dy
y=0 T=—\/y
y=4 r=+/Y
=T - 2Ty
y=0
y=4
(4—y)- VG- 2dy
y=0
o Tty dy =2 (42t — 28T S0 (4243 248y 20
= O(y y2)dy = (3y 5y)|y:0 (3 5 )_15
y:

2. Beispiel: e Exemple 2:

Bei einer andern Integrationsreihenfolge wird die Rechnung einfacher: e Si [’on choisit un ordre
d’intégration différent, le calcul devient plus simple:

rx=2 y=4 z=4-—y r=2 y=4 cmdy
V= [ ([ (] ldg)dyydz= [ ([ (z]., )dy)de=
r=—2 y=z2 2=0 T=—2 y=x2
r=2 y=4 r=2 Yt r=2
= [ (] d4-ydyde= [ (4dy—3*[_,)dz= [ (8—4a’+ja)dx=
r=—2 y=x2 r=—2 y= r=—2

5 |°”:2 _ 256
z=—2 15

=8z— 323+ s
3. Beispiel: e Exemple 3:

Der eben behandelte Korper habe die Massendichte f(z,y, z) = = + 1. Was ist seine totale Masse?:
e Le corps qu’on vient de traiter ait la densité de masse f(x,y,z) = x + 1. Quelle est sa masse totale?

rx=2 y=4 z=4-—y r=2 y=4 sy
m= [ ([ ([ s+ld)dy)de= [ ([ ((@+1)-z]_, ")dy)de=
r=—2 y=x2 2=0 r=—2 y=x2
r=2 y=4 =2 ) vt
= [ ([ @+)-@-ydy)de= [ (@+1) (4y—3z9*[_,)dv=
T=—2 y=g2 r=—2
r=2 x=2
= [ (@+1)-8—42?+iatyde= [ ($2°+22*—42°-1622+8x+32)dx =
r=—2 r=—2
!
8.5.3 Integrale in Zylinderkoordinaten — Intégrales en coordonnées cylin-
driques

Wie wir bereits wissen, bietet es beim Rechnen Vorteile, wenn wir das verwendete Koordinatensystem
dem vorhandenen Problem anpassen und nicht umgekehrt. In der Elektrizitétslehre z.B. hat man es oft
mit Leitern zu tun, die man als achsensymmetrische, radialsymmetrische Zylinder annehmen kann. Hier
verwenden wir beim Integrieren mit Vorteil Zylinderkoordinaten. e Comme nous savons déja, pour le
calcul c’est un aventage, si mous adaptons le systéeme de coordonnées utilisé au probléme qu’on traite
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et mon pas le contraire. En électrophysique p.ex. on a souvent des fils €lectriques qu’on traite commme
des cylindres symétriqes par rapport a l’axe et des cylindres a symétrie radiale. Ici il est aventageux d’
utiliser des coordonnées cylindriques.

Zylinderkoordinaten sind wie folgt
definiert: On définit les coordonnées cylin-
driques de la facon suivante:

Statt x,y, z (kartesisch) verwenden wir:
o Au lieu de x,y, z (cartésien) nous utilisons:

Radius: e Rayon: r
Winkel: e Angle: ¢
Achse: o Aze: z

Damit erhalten wir: e Nous obtenons donc:

A A A
AVZVQ—Vl=7“%-7T-ﬁ-AZ—T%-W-ﬁ-AZZ(T%—T%)-/fr-ﬁ-Azz
- 2 A
(r2+7“1)-(76227761)-A<pA :( Tl;_ T)-A?‘-A(pAZZ(?‘l-i-?T)-AT-A(pAZ

Beim Integrieren hat man bei 3 Koordinaten
wieder 3! = 6 Moglichkeiten fiir die Reihen-
folge. Ein Beispiel ist in der Skizze gezeigt.
e Pour l'intégration avec 3 coordonnées on a,
quant a l’ordre, de nouveau 3! = 6 possibilités.
L’esquisse montre un exemple.

Formel: e Formule: Beispiel einer Moglichkeit o Exemple d’une possibilité
Vor.: e Hyp.:

V verniinftig, Zylinderkoordinaten wie beschrieben e V' raisonnable, coor-
données cylindriques comme décrit,
f stetig und beschriinkt auf V' e f continue et bornée sur V-

Beh.: e The.:

p2 Ra(p) ha(r,p)

ff(ra(paz)dvz f f f f(T,QO,Z)TdZdT‘d()O
v P1 R1(p) hi(r,p)

Man bestimme den Schwerpunkt einer homo-
genen Halbkugel, die mit der Schnittfliche auf
der xy—FEbene liegt mit der z—Achse als Sym-
metrieachse! e Calculer le centre de grav-
itation d’une demi-sphére homogéene qui est
placée avec la surface de section sur le plan
xy! L’axe z est 'axe de symétrie.
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Sei o Soit V. =m (Masse e masse).
Man hat hier nur das Problem, die z—Koordinate zs des Schwerpunktes S zu bestimmen.
e Ici on a le probléme de calculer la coordonnée z (symbole zs) du centre de gravitation S.

Hebelgesetz: o Lois du levier:

[zdV )
Vo ZZLA‘/'ﬁZS V= fdeﬁzs—VT V=2 Rr
27 R VR?— 2R 2R
/de // / zrdzdrde = //—z 2;0377 dr dyp = // Hrdrde =
00 0
27
1, —rt 7“2R2 7 r1 e=2r  R* R*
/2(4 2 702d"9/ dp = ‘le g Tty T
0
[ zdV
i
s — =<--R

8.5.4 Integrale in Kugelkoordinaten — Intégrales en coordonnées sphériques

Bekannt sind die Kugelkoordinaten: e Nous connaissons les coordonnées sphériques:

x =r-cos(p) - sin(F)
y =1 -sin(yp) - sin()
z=r -cos(ﬁ)
r= /22 +y? + 22
p= arctan(g)

r z

/x2+y2+22)

Das Volumenelement entnehmen wir der Geometrie, hier ,,etwas heuristisch“: (Eine genauere Herleitung
wird spéiter (Seite 335) mit Hilfe der Funktionaldeterminante moglich sein.) o Nous déduisons l’élément
de volume de la géométrie, ici par l'expérience: (Plus tard (page 335) nous serons capables de faire une
déduction plus exacte & 'aide du déterminant fonctionnel.)

¥ = arccos(

Ar

r-Ag-sin(v)

r-Av

AV = (r-Ap-sin(9)) - (r- A9) - (Ar) =12 -sin(?) - ArAp - AY ~ dV = r? - sin(9) dr dp dd

Beim Integrieren hat man wieder 3! = 6 Moglichkeiten fiir die Reihenfolge. e Pour l’intégration on a,
quant a l’ordre, de nouveau 3! = 6 possibilités.
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Formel: e Formule: Beispiel der Moglichkeit (konstanter Grenzen) e Exemple de la
possibilité de limites constantes

Vor.: e Hyp.:

V' verniinftig, Kugelkoordinaten wie beschrieben e V' raisonnable, coor-
données sphériques comme décrit,
f stetig und beschrinkt auf V' e f continue et bornée sur V

Beh.: e The.:

Y2 p2 Ra

[ fryp,0)dV = [ [ [ f(r,e,9) r?-sin(?9)drdedd
v v1 ¢1 Ry

1. Beispiel: e Exemple 1:

Man berechne den Volumeninhalt des
gezeigten Abschnittes eines ,,Schnitzes® S.
e Calculer la mesure du volume d’une tranche
de sphére S comme on voit dans l’esquisse.

Gewinne daraus das Volumenelement AV
zuriick!

e Reconstitue en calculant l’élément de volume
AV/

PrAP=¢

[ r? - sin(9) dr dp dv
0
)1,

v=191 |¢1+A¢

Y1

% (R1)® - (1 — cos(h)) - A - = % (R1)* - Ag - (1 — cos(d1))

Ry + Ry

Sei o Soit R, = 5

AS(W) = = (RS — R3)- Ap- (1 — cos(d1)) = % -(Ry— R1)-(R3+ Ry -Ri 4+ R?) - Ap- (1 —cos()) =

Q

W —W| =

(AR)-(3-R2%)-A¢-(1—cos(¥)) = AR-R% - Ap- (1 — cos(v1))

AV = AS(¥2) — AS(W1) = AR-R2, - Ap - ((1 — cos(92)) — (1 — cos(1)))

=AR-R% - Ap- (cos(¥1) — cos(dz))
Beniitze die Potenzreihenentwicklung e Utilise de développement en série de puissance:
cosﬂ(ﬂl) )
cos(¥2) = cos(ty) + —%—= - AY + Rest(¥) = cos(¥1) — sin(1) - AY 4+ Rest()
= cos(1) — cos(Ve) = cos(191) — cos(¥1) + sin(¥1) - AY — Rest(d) = +sin(dq) - Av

(Hier sind nun die hoheren Glieder (A9)2, (A9)3,... weggelassen. e Ici les termes d’ordre supérieur
(AY)2, (AY)3,... manquent.)

= AV~ AR-R2 -Ap-sin(¥;)- Ad = R, -sin(th) - AR- Ap - AY
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2. Beispiel: e Exemple 2

Man berechne den Volumeninhalt der
gezeigten Kugelkalotte (Haube). e Calculer Ar=R
la mesure de volume de la calotte qu’on voit
dans l’esquisse.

(Kegel N Kugel e Cdne N sphere) s
2mc R 9 . 1 5 r=nr 27
V=[av={[[[r -81n(19)d7“d19d<p=§7“ |, - (—cos(d ))| -<p|0 =
K . 000 )

g(Rl)g-(l—COS(C))-Q-ﬂ' = VZTW(R) (1 = cos(c))
3. Beispiel: e Exemple 3:
Sei o Soit f(r,p,9) =k-r%, [ f(r,p,9)dV =? (K wie oben e K comme en haut.)

K
2w c R 2w c R

[ f(rp,9)dV = dez [ [ [k-r*-r? sin(W)drddde= [ [ [k-r*-sin(d)drddde=
K . 000 ) 000

:k-gm (=cos(@) |\ o = k- 5”( ). (1 — cos(c))

8.6 Substitutionsregel: Transformation von Gebietsintegralen
— Regle: Transformation d’intégrales de domaine

8.6.1 Der Fall mit zwei Variablen — Le cas avec deux variables

Sei gegeben: e Soit donné: f(x,y), Df =G C R?

Dazu sei eine bijektive Abbildung P gegeben, die ein Gebiet () in G abbildet und fiir unsere Zwecke stetig
differenzierbar ist. e Soit en plus donnée une application bijective (I;, qui applique une région (¢.v.d. une
domaine) Q dans G et qui est dérivable de fagon continue.

Situation: e Situation:

ot alr oder o ou
()= ()= (Flarm) = e oL

Wir beniitzen jetzt, dass der Wert eines Integrals nicht von der Gebietszerlegung abhéngt. Dabei habe
ein Flachenelement AG} , in einer Umgebung mit dem Radius 7y, Platz: e Nous utilisons le fait que
la valeur d’une intégrale ne dépend pas de la partition de région. Un élément de surface AGy, , puisse
étre inscrit dans un voisinage avec le rayon vy n:

Sei o Soit 1, —M&X(?“k n)
n
J G = lim 55 [ i) Al =l S [ 0i0)  IAGE|
Wr_> :1

Tn—

Dabei sind AGk,, und AGj, ,, die Flichenelemente zu zwei verschiedenen Zerlegungen.
o AGkn et AGL,, sont les éléments de surface pour deux patitions différentes.
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Sei nun: e Soit maintenant:

|AGk‘,n| - Axk‘,n : Ayk‘,n = Ax- Ay A
Ayl |[AV
|AG:JL| = |Afz,n X Ag’z,n| = v 4 Ai*
= |Axlt',n| ’ |Ag‘z,n| ’ Sln((lok‘ﬂb) = k
—[AF] |A7] “sin() o
~ |AGy,| = |[AG*| ist ein Parallelogramminhalt e est donc la mesure de la surface d’un par-

allélogramme.
(Der Kiirze wegen lassen wir die Indices weg, behalten sie aber in Erinnerung. e Pour pouvoir écrire
plus brievement, nous laissons tomber les index, mais nous nous les rappelons.)

Wir bezichen nun die erwihnte Abbildung ®(u,v), (u,v) € @ in die Betrachtung ein und
beniitzen, dass fiir differenzierbare Funktionen gilt: f(x + Az) =~ f(x) + fi(x) - Az. e Nous
incluons maintenant application (I;(u,v), (u,v) € Q mentionnée dans nos considérations et nous

tenons compte qu’elles wvalent pour des fonctions dérivables: f(x + Ax) = f(z) + fi(x) - Az.

(U, V + AV) gre (U + AU, V + AV) 'y
] —
u, v
v (u,v) Aa
A -
\\ bij.
v|+ AV % \
v—1 ] ~cont. diff.
\ y X
) >
P q
u| Ju+Au - U

[AG*| = |AT* x AT ) )
= |(B(u+ Au,v) — B(u,v)) x (B, v+ Av) - B(u,v)))]

¢(u+ Au,v) ¢(u,v) ¢(u, v+ Av) ¢(u,v)
= |( w(u’—i_AU’aU) - w(UaU) ) X ( w(UaU +AU) - w(UaU) )l
0 0 0 0
(p(u’ + AU’) U) - (P(U, U) (P(U, v+ AU) - (P(U, U)
= |( w(u’—i_AU’aU) _w(UaU) X ( w(UaU +AU) _w(UaU) |
0 0
@ (u,v) - Au o (u, v) - Av
~ (| dulw,v) - Au | x (| ¢, (u,0) - Av ] |
0 0
A Lol . . o L . . | uluv) (v . .
= |, (u, v) - Yl (u,v) - Av - Au — ) (u,v) - @) (u,v) - Av - Au| = | ‘ o () () |- |Aul - |Av]
| ) e () | ,
=1 )l [I18 18
Daraus folgt: e Nous déduisons donc:
/ /
Lemma: e Lemme: |AG*| — dG* =+ (W'}L(U’U) wy(u,v)> du dv
(p'U(u’ U) w'[) (u’ U)
Problem: e Probleme: |AG} [ = |AZ*|-|Ay*|-sin(p) kann negativ sein, denn sin(yp) kann als

Winkelmass negativ werden. e Peut devenir négatif comme mesure de surface car sin(yp) peut devenir
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négatif comme mesure d’angle.
Wenn wir annehmen, dass Au und Av positive Differenzen sind, gilt aber immer noch:
e Si nous admettons que Au et Av sont des différences positives, on a quand—-méme encore:

Pr(u,0) 4, (u, ) w(u,v) Py (u, v)

Das heisst, das Vorzeichen hiingt einerseits von der Reihenfolge der gewihlten Funktionen z = ¢(u,v)
und y = ¥(u,v) ab. Andererseits sollte zu wachsendem x und y auch gleichzeitig wachsende oder
gleichzeitig fallende x = p(u,v) und y = ¥(u,v) gehdren, sonst kehrt sich bei der einen Variablen die
Integrationsrichtung um, bei der andern nicht, was zu einem Vorzeichenwechsel fithrt. e C.v.d. que le
signe dépend d’une part de ordre des fonctions choisies © = p(u,v) et y = (u,v). D’autre part on
devrait avoir pour des x ety croissants des x = p(u,v) et des y = ¥(u,v) croissants ou décroissants en
meéme temps, sinon la direction d’intégration d’une des variables s’invertit, pour l'autre variable cela n’a
pas lieu, c’est pourquoi il y a changement de signe.

& (u,v) ) (u,v) ‘:_ &, v) @ (u0)

Um die Sache hier etwas zu kléren, definieren wir den Umlaufsinn der Randkurve G eines Gebietes G.
e Pour clarifier un peu la chose nous définissons la sens de parcours du contour OG d’une domaine G.

Definition: e Définition:

In G sei ein Koordinatengitter gegeben. Wenn
darin die zweite Achse (Koordinatenlinie) aus
der ersten Achse (Koordinatenlinie) durch
Rechtsdrehung um einen Winkel @ € (0,7)
gewonnen werden kann, sagen wir, die Rand-
kurve resp. damit das Gebiet habe positiven
Umlaufsinn. Ansonst ist der Umlaufsinn
negativ.

e Soit donné dans G un systéme de coordonnées. Si l'on peut obtenir le deuxiéeme aze (ligne de
coordonnée) du premier (ligne de coordonnée) par une rotation & droite d’un angle o € (0,7), nous
disons que le contour resp. la région a un sens de parcours positif. Si non il est négatif.

Ein Koordinatensystem orientiert also die Ebene resp. das Gebiet im Sinne der Vektorrechnung.
e Un systéme de coordonnées oriente donc le plan resp. la région comme on ’utilise pour le calcul vectoriel.

Aus dem bisher Gesagten geht nun hervor, dass das Flidchenelement |AG,*€7n| genau dann positiv ist,
wenn @ und G denselben Umlaufsinn haben. e De ce qu’on vient de dire on peut déduire que I’élément
de surface |AG,*€7n| est positif exactement quand Q et G ont le méme sens de parcours.

Weiter definieren wir: e En outre nous définissons:

. o s ol (u,v) @ (u,v) o(z,y)
Definition: e Définition: det M = uw v =
Yo (u,v) g, (u, v) d(u,v)

heisst Funktionaldeterminante oder Jacobische Determi-
nante?3
e s’appelle déterminant fonctionnel ou déterminant de Ja-
cobi?3.

23Carl Gustav Jacob Jacobi, 1804 — 1851
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

.6 (9 ()= (20

D stetig diff’bar, bijektiv e dérivable de facon continue, bijective,
po @y _9wy)

I(u,v)  O(u,v)

Beh.: e The.:

ff(xay) dG = iff(@(uav)aw(uav)) ) 5(%@ dQ, dQ = dudv
G Q a(uav)

+: G, @Q haben gleichen Umlaufsinn e G, Q ont le méme sens de parcours
—: Sonst e Autrement

I(x,
Schreibweise: e Facon d’ écrire: Die Schreibweise aEx y; du dv ist analog zur Schreibweise
U, v
x . - o o O(x,y) .
dx = a dt bei der gewodhnlichen Substitutionsregel. e La facon d’écrire B, v) dudv est analogue a la
U,V
d
facon d’écrire dx = d—f dt pour la régle de substitution simple.

Bsp.: e Exemple: fe}y% dG =7
G

INER NI
|
|

N | =

~» Achtung: e Attention: Bei der Abbildung (u,v) — (x,y) kehrt sich der Umlaufsinn um!
o A lapplication (u,v) — (x,y) le sens de parcours s’invertit!

2w
y—o _u = gg = [ 2@y __/ s Y qudu= b // :
T = /e+ dG /e 8(U,U)dUdU_ ev - ( )dudv—2 ([ evdu)dv
G Q Q 1 —w

8.6.2 Verallgemeinerung — Généralisation

Im Falle von mehr als zwei Variablen fithrt man eine analoge Betrachtung. Im Falle von drei Variablen
tritt an die Stelle eines Parallelogrammes A(Q ein Spat und an Stelle des durch + den Betrag eines
Vektorprodukts gegebenen Parallelogramminhalts das Spatprodukt, also wieder eine Determinante. An
Stelle der Orientierung der Ebene tritt hier die Orientierung des Raumes. Im R™ hat man dann den
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Volumeninhalt eines m—dimensionalen Spates. e Dans le cas ou il y a plus de deux variables on procéde
de facon analoque. Si l’on a trois variables, on a au lieu d’un parallélogramme AQ un parallélépipéde et
au lieuw de £ la valeur absolue du produit vectoriel qui livre la mesure de la surface du parallélogramme, on
a le produit mixte, donc de nouveu le déterminant. Ici on a au lieu de l’orientation du plan l’orientation
de lespace. Dans le R™ on a par conséquent la mesure du volume du parallélépipéde de dimension m.

Unter analogen Voraussetzungen wie bei zwei Variablen erhalten wir danach die Formeln:
e Sous les hypotheses analogues comme dans le cas avec deux variabl. nous obtenons les formules:

Formel: e Formule: [ f(z,y,2)dV = [ f(z,y,2)dx dyd=z

v v
A, ¥, X)

-+ LAY XD

Aif((p(u,U,w),w(u,v,w),x(u,v,w)) A, v, w du dv dw

/f(xla'- 5 = =

. ( )
8(,01,...,()07,1

+ e Um)s e U)o Em) g,
Aif((pl(ul, s U w1 (u1 Um)) i1, i, duq du

Bsp.: e Exemple: Das Volumenelement in Kugelkoordinaten: e L’élément de volume en coordonnées
sphériques:

Kugelkoordinaten: e Coordonnées sphériques:

u=r, v=p, w="1
x=r-cos(p) sin(d), y=r-cos(p)-sin(d), z=r-cos()

or or v
or dp QU cos() sin(¥) —r sin(yp) sin(d) r cos(p) cos(F)
w = % gy g—g = | sin(y) sin(?) r cos(p) sin(d) 7 sin(p) cos(¥) | =
(u, v, w) 82 8(5 i cos(¥) 0 —r sin(19)

o dp N
—r? sin®(¥9) COSQ(go — 72 sin?(p) sm( ) cos?(9) — 12 cos?(p) sin(19) cos? () — 72 sin®(p) sin®(¥)
= —r2 sin®(9) (sin’(p) 4 cos?(p)) — r? sm(19) cos?(1) (sin?(p) + cos?(p))
= —r2 sin®(9) — r? sin(9) cos?(¥) = —r? sin() (sin?(V) 4 cos?(¥)) = —r? sin(VY)

Das System (r,¢,d) bildet aber ein Linkssystem, was zu einem negativen Vorzeichen fiihrt. (Ein
Rechtssystem wére z.B. (¢, r,1)) Damit ist das Volumenelement von 8.5.4 bestétigt.

o Le systeme (r, p, 1) est un systéme de sens indirect, ce qui cause le signe négatif. (Un systéme de sens
indirect serait p.ex. (@, r,19)). Alors l’élément de volume de 8.5.4 est confirmé.

Korollar: e Corollaire: Vor.: e Hyp.:

Kugelkoordinaten e coordonnées sphériques

Beh.: e The.:

Funktionaldeterminante e Déterminant de Jacobi:
8($, Y, Z) 2 1

e 9

o) sin(?9)
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8.6.3 Beispiel — Exemple

(r - cos(u) + 4) sin(v)
w(u,v,r)=| (r (51?(u) + 4) sin(v)

x(u,v,r) = (r-cos(u) + 4) sin(v),
y(u,v,7) = (r - sin(u) + 4) sin(v),
2(u, v, 1) = cos(v),

= V] = |fwdudvdr| =7
Vv 8(“,1},7”)
a(xayaz) _ 2 3 2 3
~ A o) —r cos”(u) sin®(v) — rsin®(u) sin”(v),
2w 1 4
~ V=1 [ [ [—rcos?(u)sin®(v) — rsin®(u) sin®(v) dr dv du| = ?ﬂ == 4.18879
000



Kapitel e Chapitre 9

Differentialgeometrie: Kurven —
Géomeétrie différentielle: Courbes

9.1 Grundlagen — Bases

9.1.1 Kurvendefinitionen — Définitions de courbes
Allgemeine Kurve — Courbe générique

Wir betrachten eine vektorwertige Funktion: e Considérons une fonction a valeurs vectorielles:

p1(t)
u(t) = : , wi(t) stet’cont (i =1,2,...,n)
on(t)
Definition: e Définition: {OP=19(t) | t €I, O = Ursprung e Origine}

heisst Kurve im R" e s’appelle courbe dans le R™.

Beispiele: e Exemples:

t 1 10t
1. 9(t) = ((s:?r?((t))> + 5 ((s:ior?((wﬁ))> ~» Zykloide im R? e cycloide dans le R?
cos(t)
2. ¥(t) = | sin(t) | ~ Schraubenlinie im R3 e Hélice circulaire dans le R3
t
Geschlossene Kurve — Courbe fermée

Sei e Soit U(t) definiert auf e défini sur I = [t1,t2] CR

Definition: e Définition: Die Kurve heisst geschlossen, falls gilt: e La courbe est une courbe
fermée, s’il vaut: U(t;) = 0(t2)

337
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Py: U(ty) = U(t2) :
~» Kreuzungspunkt e Point de croisement v/

v(t)
1 -

Definition: e Définition: Eine Kurve heisst einfach geschlossen, wenn sie keinen
Kreuzungspunkt hat. e La courbe s’appelle fermée de fagon
simple, si elle est libre de points de croissement.

9.1.2 Gebiete — Régions

Von der Analysis I her wissen wir: e De l’analyse I nous savons:

Im R? umschliesst eine einfach geschlossene Kurve ein zusammenhingendes Gebiet. e Dans le R?
une courbe fermée de facon simple contourne une région connexe.

Offenes Gebiet: Ohne Rand 0G e Région
ouverte: Sans le bord O0G

G
Abgeschlossenes Gebiet:

Mit Rand G = GUIG
¢ Région fermée:
Avec le bord G = GU 0G

In einem einfach zusammenhingenden Gebi-
et G lésst sich die Randkurve innerhalb von
G stetig zu einem Punkt zusammenziehen. In
einem mehrfach zusammenhéngenden Gebiet
gelingt das nicht immer wegen den Lochern.
e Dans une région connexe de facon sim-
ple une courbe de bord se laisse déformer
a Uintérieur de la région de fagon continue
jusqua ce qu’on m'ait qu’un point. Dans une
région connexe de facon multiple on n’y ar-
rive pas toujours & cause des trous.

9.1.3 Tangentenvektor, Tangentialebene — Vecteur tangent, plan tangent
Ausgangslage — Situation départ

e1(t)
Sei o Soit U(t) = : Kurve e courbe— Sei e Soit ¢;(t) stetig diff’bar e dérivable de fagon

on(t)
continue (i =1,2,...,n)

~» Die Koordinatenfunktionen ¢;(t) haben keinen Knick. (Die Graphen der ¢;(¢) nannten wir glatt.)
e Les fonctions de coordonnées n'ont pas de pli (coude, genou). (Nous avons appelé les graphes de ces
courbes p;(t) lisses.)
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Idee des Tangentenvektors — Idée du vecteur tangent

Wir gehen hier davon aus, dass die Tangente an eine Flugkurve eine physikalische Realitét ist, die wir
noch mathematisch beschreiben miissen. e Ici nous partons du fait que la tangente a une courbe de vol
représente une réalité physique qu’il faut encore décrire de fagon mathématique.

Sei o Soit AU = v(tg + At) — U(to)

Fiir At — 0 ndhert sich die Richtung von Av
immer mehr der Tangentenrichtung (£7).
e Pour At — 0 la direction de AU s’approche

de plus en plus a la direction de la tangente
(7).

AV = || V'(t)
(AV =0)

Adf
Fiir At > 0 hat A_:f) dieselbe Richtung wie o. (Fiir At < 0 ist die Richtung entgegengesetzt.)

—

A
e Pour At >0, A_:f) posséde la méme direction que U. (Pour At < 0 la direction est opposée.)

~» Parallelitat: e Parallelisme:

—

=
Ar Y

i(to + At) — i(to)
At

o AT
A7 ist eine Anndherung an die Richtung von +7. e A7 est une approrimation de la direction de 7.

A A
Fiir | lim —U| # 0 konnen wir daher die Tangentenrichtung durch die Richtung von lim = definieren.
At—0 At 7 At—0 At

Ay AV
P lim — Sfini irecti lim —.
e Pour |A%ri>10 Al | # 0 nous pouvons donc définir la direction de la tangente par Alm —
Definition: e Définition:
A
= Ay (t) 4euld) Api(t)
?.= lim — = lim — : = 1li : =1l : = u(t
vy v B ST AR i) R R
A(pn(t) % A‘Pn(t)
Bemerkung: e Remarque: Falls das Koordinatensystem so gelegt ist, dass in tg die 1.

Koordinatenachse parallel zu 7 ist so gilt: e Si le systeme de coordonnées est situé de facon que la
premiere aze de coordonnées est parallele a T, il faut:
@' (to)
0
v'(tg) = : .~ @h(to) = ... = ¢l (to) = 0. Horizontale Tangenten an die Graphen der

0
Koordinatenfunktionen. e Tangentes horizontales aux graphes des fonctions de coordonnées.)

Die Kenntnisse aus der Vektorgeometrie erlauben uns nun sofort die Parametergleichung fiir die Tangente
aufzuschreiben: e Les connaissances provenant de la géométrie vectorielle nous permettent maintenant
tout de suite de noter ’équation paramétrique pour la tangente:

Formel: e Formule: To(t) = U(to) +t- 7' (to)
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Singulidre Punkte — Des points clos

Fiir 7/(ty) = 0 existiert kein Tangentenvektor (Linge 0). Die Kurve kann hier einen singuliren Punkt
besitzen. e Pour v'(tyg) = 0 le vecteur tangent n’existe pas. (Longueur 0). Ce point de la courbe peut
étre un point solide singulier ou clos.

Beispiele: e Exemples:
2
(t) = (1&4>’ tel—a,a=1
~ U(t) = v(-t)
t = 0 ~ Umkehrpunkt. e Poit de rebrousse-
ment

() = <t2>, t€l-aa =1

3
t =0 ~» Spitze. e Pointe.

Im Falle v/(t) # 0 existiert ein endlich langer Tangentenvektor und daher eine Tangentenrichtung. Daher
sagen wir: e Dans le cas U'(t) # 0 il existe un vecteur tangent et donc une direction de la tangente.
Nous disons donc:

Definition: e Définition: Im Falle 7'(t) # 0 heisst die Kurve glatt e Dans le cas o'(t) # 0
la courbe s’appelle lisse

Die Normalenebene — Le plan des normales

Fiir einen Vektor ®(s), der in die Ebene ®
zeigt, muss gelten: e Pour un vecteur (I;(s)
qui pointe dans le plan ®, la formule suivante
doit s’appliquer:

(®(s) = T(to), 7" (o)) = (57,5 (to)) = 0 (L)

Die Normalenebene & wird somit durch den Vektor (f(s) in der folgenden Gleichung beschrieben:
e Le plan des normales ® est donc décrit par le vecteur ®(s) dans l’équation suivante:

Formel: e Formule: (®(s) — T(to), T’ (tg)) = 0
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9.2 Kriimmung von Kurven — Courbure de courbes
9.2.1 Ebene Kurven — Définition de la courbure

Wir definieren die Kritmmung einer Kurve

in einem Punkt P als die Anderung der yx) =1(x)
Tangentenrichtung pro Wegldnge in diesem As
Punkt. Dieses Verhéltnis kann auch als /
Anderungsgeschwindigkeit der Tangentenrich-

tung verstanden werden, wenn man die

Kurve mit gleichbleibender Geschwindigkeit '
durchfihrt. Grosse Kriimmung bedeutet da-

her rasche Richtungsénderung.

e Nous définissons la courbure d’une courbe dans un point P comme changement de la direction de la
Tangente par longueur de chemin dans ce point. Ce rapport peut étre compris aussi commme vitesse du
changement de la direction de la tangente, si l’on glisse le long de la courbe avec une vitesse constante.
Une courbure grande signifie donc un chagement de direction rapide.

d d
Definition: e Définition: Kriimmung: e Courbure: ko = |d—(p|, k=2
s s

Bemerkung: e Remarque:

sgn(x) hingt von der Richtung ab, in der die Kurve durchlaufen wird. e sgn(x) dépend de la direction,
dans laquelle on parcourt la courbe.

9.2.2 Ebene Kurven — Des courbes planes
Kartesische Koordinaten — Coordonnées cartésiennes
As Ay
As ~ \/Az? + Ay? — 1+ (=)
5 Ay = Ax +(Ax) y
ds
i 1 ! 2
- 2 = VT @)
X
T | ot
Nun gilt: e Il vaut:
de 1 y(@)”
f =t = @ =arctan(y’) = —— = ¢! = (arctan(y/))), = ————— - V=
v =tan(e) = p=arctany) = 77 =l = (arctan(y)s = {rpre - 00)) = T
Andererseits gilt: e D’autre part, il vaut:
de _deg(s) ds(x) _  de  ds @) L @)
- ' _Sgn(ds)mdx:"@_lhl_ -

dx ds dx

"

y(z)

Formel: e Formule: = I\
(+ @)

Bsp.: e Exemple:

2

Loyl@)=f(z)=2% =0, y(z)=f(r) =22, y'(2)=f"(2) =2 = k= (11 (2-02)32 =2
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2. y(@) = fla) = sin(@), v =2, o (5) = [(5) = cos(5 = 0), y'(2) = ["(a) = —sin(5) =1 =
1
= e
Bemerkung: e Remarque: ~» Korollar: e Corollaire: (mn
f@) = y(a) — {Min, Max} = f'(2)=g/(2) =0 = n= A W@ _ oy

1+ (@))% ([1+(0)2)3?

Speziell: e Spécialement: y(z) =y(r)" =0 = k=0

Polarkoordinaten — Coordonnées polaires

Ar ﬁ Aa
g, z.p
2 g,
P +A¥P a
R ¥
b=r-A¥y
b=r(p)- Alp)
¥ As Ar ds
As mf(Ar)2 (0 = VA2 72 (A, T2 = [(F)2 472 = 5= /(1) 472 = 55
Fiir Ao — 0 geht auch Ap — 0 o Pour Aa — 0 il vaut aussi Ap — 0
(~ g1~ g2)
= Z-f+anl = fra
b r-Alyp) r T
t N — = — 2
arctan A Ar (2—;) N =
r
~ (3 ~ arctan(—
= a~x (= arc an(rfp)
A
Kriimmung (nach Definition): e Courbure (d’aprés la définition): k= Ahmo (‘PA“‘ @)
s— S
. Alp+a) Ap Ap A« 1 , 1
= K= lim Ay As AirilO(A(p + A(p) ﬁ_; (1+a,) o
1 1 7“/ . 7«’ —r. 7,./1 1
(1+ (arctan(il))fp)- =(1+ a— ) — ee _
Te ()2 + 12 1+ (E) (rl,) ()2 412
(1+ (ry)? ,T:P'TZP_T'TZW). 1 )P () e,
(rp)? + 1 () (P2 + )12~ ()2 +12) - ()2 + r2)1/2
2 )l
()2 +1r2)3/2
242 (r")2 —p. "
Formel: e Formule: K= ( W) P

(GARESEE
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Bsp.: e Exemple:

2 2 2
B 2421200 G242 B B
Lrie)=¢ = k= (2 + 272 = (1 272 =0 = k=2

2¢ 20 _ P . o 2¢
eY+2-e e’ e 2-e 19 1
= ¥ = = = /2 ¥ = = —
2. r(p)=e? = kK (7§ 2y EGEE 2 e =0 = & 7
Vektorfunktionen — Fonctions vectorielles
t
Sei o Soit U= (x( )>
y(t)

Von den kartesisch definierten Funktionen her wissen wir: e Des fonctions définies dans les systemes
cartésiens nous Savons:

y(@)" T _ y
= |(1 = (y’(x))2)3/2|’ y(z) =19y, = = x_g (). ~ Kurz: e Bref: v
t
o Py AR s d P A dy, de ()5 U et oyl 1
oda? dax o df Iflx dt duz dt 4z (x})? x}
Kurz: e Bref: yl = 4 x(x;)g a
_ y(x)” _ y' =y 2" 1 ¥ \2\3/2 _ N2 \2\3/2 1
= |(1 + (y’(x))2)3/2| =1 (z/)3 ||(1 n (%)2)3/2|a (L+ ()97 = ()" + ()% ()3
= K:|y//.x1_y/.x//|/\»
(7 + PP
Formel: e Formule: Vor.: e Hyp.:
a(t)
u(t) = | y(t) |, [ #0, z(t),y(t) € DA(I)
0
Beh.: e The.:
|U”(t) X Ul(t)l | yll . xl _ y/ . xl/ |
R = - =
7' (8)]° ((y)? + (a7)?)3/2
t2
Bsp.: e Exemple: #(t)= | 3
0
6t - 2t — 3t? - 2 6t2 6
= r=| = = 140
((2t)2 + (3t2)2)3/2 (412 + 9t4)3/2 |t - (4+9t2)3/2
9.2.3 Kriimmungsradius — Rayon de courbure

Problem: e Probléme:
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Geg.: e Donné:
Punkt P einer Kurve C, Kriimmung ro(P). e Point P d’une courbe C, courbure rko(P).

Ges.: e Trouver: Kreis mit gleicher Kriitmmung ko(P) (Schmiegekreis in P, am besten passender
Kreis). e Cercle avec la courbure ro(P) (Cercle qui s’approche de la courbe & P, cercle qui convient le
mieut).

As ds 1 1
AsmpAp = pr o p=2o — =
SRPAY S PR R P TG T
ds
C Iyl
. 1
Formel: e Formule: (£Kriimmungsradius e +Rayon de courbure) p=—
K
Bsp.: e Exemp.: f(z) =sin(z), z= g = k=1
(Vgl. Seite 342 o Voir page 3/2)
™
= p-(2)=1
r(3)
9.2.4 Kurven im Raum — Courbes dans 1’espace

Geg.: e Donné: Kurve e Courbe v

-

V()

t— U(t), t€la,b],y={0(t)} b
V(t) = X(s)
Sei o Soit ¥(t) = | y(

0]

Idee: e Idée: Fiihre die Bogenlidnge s als neuen Parameter ein. e Introduire la longueur de 1’arc
s comme nouveau paramétre.

Normalerweise ist die Kurve verniinftig parametrisiert gegeben mit irgend einem Parameter ¢. Fiir die
Kurvenldnge muss dann gelten: s = h(t), h streng monoton und bijektiv. e Normalement la courbe est
donnée en forme paramétrisée de fagon raisonnable avec un parameétre quelconque t. Pour la longueur
de Uare il vaut donc s = h(t), h strictement monotone et bijective.
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Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.: Wie beschrieben die Kurve durch ¢(t) und Z(s)

e Comme décrit la courve par U(t) et Z(s)
Beh.: e The.:

Wir stellen uns jetzt einige niitzlichen Formeln bereit:
e Nous déduisons maintenant quelques formules utiles:

Azx
Af=| Ay | = As=|As = /Az?+ Ay® + Az?
Az

~+ Formal: e Formellement: ds = \/dx? + dy? + dz?
, ds \/de—i—dy + dz? \/dx +dy? +d2® [da? | dy? | d2?

AT dt? TERPTERT?
i
= sp= V(@2 + W)+ 2= v | =15
z
v (t v (t
Lemma e Lemme = &y’ = — /( ) = t_‘(l) = €5,
St ||

~» Einheitsvektor in Tangentenrichtung! e Vecteur unité en direction de la tangente!

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

u(t) = Z(s) differenzierbare Kurve
o U(t) = Z(s) courbe dérivable,

t = verniinftiger Parameter,

e t = paramétre raisonnable,

s = Bogenldnge

e s = longueur de [’arc

Beh.: e The.:

1) st = 5]
2) _‘6 - ew ) |ew | =1
Zs' Einheitsvektor in Tangentenrichtung!
o T, vecteur unité en direction de la tangente!

Dann gilt: e Conséquence:
%, ? = (Z", %) = (&5, , €5, ) = 1,
(€.e)=1e* =1

(|fsl|2); = (T, %) = 2 (T, %s") =
1, =0

= Ty L F,"




346 KAPITEL ¢ CHAPITRE 9. KURVEN — COURBES

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

(t) = Z(s) differenzierbare Kurve
= #(s) courbe dérivable,
= verniinftiger Parameter,
t = parameétre raisonnable,
= Bogenlénge e s = longueur de l’arc

Beh.: e The.:

AT

%i(s) AKX % || 7, C,
A% (AX. - 0)
N JKi(s +As)

Betrachte: e Ftudier:

N
\j

X(s) AR b=1-Ap

[Xi(s +As)| =1

= |AZ| = | (s + As) — s '(s)| = Ay

. AZ
1m
As—0 As

d
~» Kriimmung e Courbure kg := |d—(p| =
s

Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

u(t) = Z(s),
s = Bogenlinge als Parameter
e s = longueur de l’arc comme parametre

Beh.: e The.:

Problem: e Probleme: Die ungewdhnliche Parametrisierung Z(s) muss berechnet oder aber
umgangen werden. e La paramétrisation inhabituelle doit étre calculée ou contournée.

Rechnung: e Calcul: Sei Z(s) eine zuliissige Umparametrisierung von o(t). e Soit £(s) une autre
paramétrisation valable de U(t).

As  |ABW)]  J(BER), M) AG(t) Ad(t) AG(t) ,  ds __
At At At :\/< >:\/( A T )=
g _ s _dV(W')? _ d(w )" 1 (T, )2) Y2 2 (5, G (@, 0u") (W0 ")

T e T T dt i 2
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" d*t (Ut Ia Utt ”>

= 5 =— =

42 s}

d’v  d d d d
Weiter: e En outre: Utt "= W = aﬁtl == a(fsl St) - afsl 52 +fél . ES;
d d . d . 9
. . :%( <) E( AREARS s'-asg Tos" - (s1)° + 75" sy
= Mit Lemma von Seite 345: o Avec le lemme de page 345
S i T A SR AN U TR (AR 0}
” (s7)? 2 s (s)? A
. 1 . T (0, Uy "

(vgl. oben e voir en haut) = AL (U — <(52)2 >)
Mit dem Satz von Seite 345: e Awvec le théoréme de la page 345:

B . . B o (T I,U " .

S R = [ = (5 = Fal = e (e DI g

(Ut I)Ut I> (Utlaﬁt I>

|_‘ . —»/.(Utl,z—)*tt//>|:

— //|_ Vet — |Ut'|2

Formel: e Formule: Ko = |Zss 7 ,|2

W : |Utt” : |Ut |2 - Utl : (Utl,Utt”H

In dieser Formel wird eine beliebige zuldssige Parametrisierung der Kurve verwendet!
e Dans cette formule on utilise une paramétrisation quelconque de la formule!

Eine Umrechnung: e Un calcul pour changer la formule:

1 . . . L. . vp! .

KQ = (W . |Utt” . |’Utll2 — ’Utl . (Ut I;Utt”>|)2 (l—a /|3 |Utt” ) |Utl - |UZ/| (Utlavtt I>|)2 =

1 O . _,
= W . (’Utt | |_, I| (’Utl,’Utt I> Utt | |—a /| (’Utl,’Utt I>> =

t
— 1 . (lUtt II|2 . |Utll2 (Utt " | | (Ut ;Utt”» + |Utll2 . ((Utlaﬁtt //>)2) —

|7, /| I* ’| |7,/ |?

GG (e "1 |5 = 2 (G, 0 (T T ) + (B, 00 ")) =

t

1 oo S S
= W (Ve " Uy I) : (UtlaUtl> - ((Utlavtt II))Q)
x T T
Sei o Soit V()= |y |, o' =9 |, Ou"=0] =~
1 oo S o
Formel: e Formule: K2 = W (Ve " Ty I) - (T !, Utl> - ((Utla Ut II))Q)
t

(@2 4+ 32 + £2) - (2% + 9% + 22) — (@ + gij + £5)?
($2 +yQ +22)3

Bsp.: e Exemple: Schraubenlinie: e Hélice circulaire:

cos(t) —sin(t) — cos(t)
()= | sin(t) |, &' =| cos(t) |, " =| —sin(t) | = k?=
t 1 0

(sin®(t) 4 cos?(t) 4+ 0) - (cos?(t) + sin®(t) + 12) — ((—sin(t)) - (= cos(t)) + cos(t) - (—sin(t)) + 1 -0)?)
(sin(t) 4 cos2(t) + 12)3
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:1-2—(0+0)2) 2

1 N 1 1 9
= — = — R = — = — =
1+ 1)3 PER 2 Pk
9.3 Das begleitende Dreibein — Le triedre attaché a la courbe
(mobile)
9.3.1 Das lokale Koordinatensystem — Le systéme de coordonnées locales
Betrachte e Ftudier:
T(s)
. AT
T(s +As)
Definition: e Définition:
Tangentenvektor: e Vecteur tangent: T:=2,’ (bekannt e connu)
.1 dT
Normalenvektor: e Vecteur normal: N :i=—- Ts
Kk ds
Binormalenvektor: e Vecteur binormal: B:=T x N

Wir wissen: e Nous savons: |Zs'| =1
Problem: e Probléme:

Wie berechnet man auf einfache Weise N? o Comment est-ce qu’on calcule N de facon simple?

- 1 dT 1 dz,’ 1 " 7
L . = - Tes = [Nl =1
~> - ds |fss ,,| ds |fss //| Tss | |

~» N ist der Einheitsvektor in Richtung Kriimmungsmittelpunkt.
o N est le vecteur unité en direction du centre de courbure.

~s B ist ebenfalls Einheitsvektor. e B est aussi vecteur unité.

Berechnung von N (vgl. Seite 347): e Calcul de N (voir page 347):

1 S = 2
fss " = (D}t " il _a<v,t :ett >
<Ut;t> <Ut,Ut> < , /)
. 1 1 1 v (U, U
-~ N= " _ AT — )
] T T E ] ey T T e

Weiter: e En outre:
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- v v - - - - - - - -
T= = 2 =0 @)= @) s =T s = T |
St o ,
1 1 /8
:f II:_ J_',",II:—-( )
== =g ),
- 1 1 1 TN
Formel: e Formule: N=—+—— %,/ =~ — ( 1_):5 )
|$ss ”l K |Utl| |Utl| t
Bemerkung: e Remarque: Mit Hilfe von N und s ldsst sich der Kriimmungsmittelpunkt
berechnen. (Mathematica-Ubung.) e A l'aide de N et de k l'on
peut calculer le centre de la courbure. (Excercice avec Mathemati-
ca.)

Eigenschaft: e Qualité: Zu einem Punkt P auf der Kurve bildet {f, N, E} ein lokales
Koordinatensystem. e Pour un point P de la courbe, {T', N, B}
forme un systéeme de coordonnées locales.

Definition: e Définition: {f, N, E} heisst das begleitende Dreibein e s’appelle le triede

attaché a la courbe.

9.3.2 Fernet—Serret’sche Gleichungen — Equations de Fernet—Serret

Ohne Beweis seien hier die Fernet—Serret’sche Gleichungen gegeben: e Nous donnons ici les équations
de Fernet-Serret sans preuve:

Formel: e Formule:

dT .
1. — =k-N
ds "
N , .
2.d—:—/@ T+7-B
ds
dB .
3. — =—7-N
ds i

Analog zu k definiert man die Torsion 7: e Analoguement a K, on définit la torsion 7:

_ds

T de

¢ = Anderung des Binormalenwinkels.

e ¢ = Chagement de l’angle de la binormale.

Definition: e Définition: T

1 .
o = — heisst Torsionsradius. e s’appelle rayon de la torsion.
T

Bemerkung: e Remarque:

Die Torsion ist ein Mass fiir die Verdrehung der Kurve.
e La "torsion” est une mesure pour la torsion de la courbe.

Ahnlich wie fiir & gilt fiir 7: o Ce qui vaut pour k, vaut analoguement aussi pour T:
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. . _ 2 Ty oz o O U, T
Formel. ° Formule. T=p" " m =p - W
9.3.3 Konstruktion eines Schlauches — Construction d’un tube
Zusammenfassung: e Résumé:
z(t)
1. Kurve o Courve ¢(t) = | y(t) | = Z(s), s = Kurvenlinge e longueur de la courbe
z(t)

2. Tangentenvektor: e Vecteur de la direction de la tangente:

Fog_ o '(t) ()
° st’ | (t)]

3. Kriimmung: e Courbure:

4. Normalenvektor: e Vecteur normal:

. 1 dT 1 1 1 AN
goldl_ 1 L L (i
P P B FAT RN

5. Binormalenvektor: e Vecteur binormal:

6. Begleitendes Dreibein e Triédre mobile {T,N, B}

Schlauchkonstruktion: e Construction d’un tube:

1. Kurve mit gestrecktem Dreibein: e Courbe avec triedre mobile étendu étendre:

— — —

W(t) = 5(t) + AT +uN +v B

2. Schlauch rund: e Tube rond:

A=0, p=rpcos(p), v=rgsin(p)

3. Schlauch beliebig: e Tube quelconque:

A=0, p=alt,e) cos(p), v=">t) sin(p)
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Remove["Global ‘*"];

(* Schlauchdefinitionen *)
x[t_]:=4 Cos[t]; yl[t_]:=4 Sin[t];z[t_]:=t;
alt_,f_1:=1; blt_,f_1:=1;

(* Rechnung *)
vit_J:={x[t],y[t],z[t]};
kp[t_]:=Sqrt[((v>’ [t].v’ [t (v’ [t]. v’ [tD-(v’ [t].v>’ [t])"2)/ (v’ [t]) . (v’ [t]1)) "3 1;

tT[t_1:= v’ [t]/Sqrt v’ [t].v’ [t]1];
oN[t_]:= 1/kp[t] 1/Sqrtlv’[t].v’[t]] DI[v’[t] /Sqrtlv’[t].v’[t]1],t];
bB[t_]:= Cross[tT[t],nN[t]];

wlt_,f_1:= v[tl+alt,f] Cos[f] nN[t]+b[t,f] Sin[f] bB[t];
(* Plot *)
ParametricPlot3D[Evaluate[w[t,f]],{t,0,2Pi},{f,0,2Pi}];

~  Output 1

Neue Schlauchdefinitionen:

Remove ["Global‘*"];

(* Schlauchdefinitionen *)

x[t_1=4 Cos[t]; y[t_]:=4 Sin[t];z[t_]:=t;

alt_,f_]:= (Abs[Cos[3t]1+0.2); bl[t_,f_]1:= (Abs[Cos[3t]]1+0.2)/2;

~»  Output 2

Output 2
Output 1
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9.4 Evolute und Evolvente — Développée et développante

9.4.1 Einfiihrung — Introduction

Gegeben sei der Graph C einer Kurve t +— #(t) im R?, bei der in jedem Punkt der
Kriimmungsmittelpunkt M existiert. Wir betrachten derart , verniinftige® Kurven, bei denen die
Kriimmungsmittelpunkte wieder eine Kurve Cyy bildet (t — w(t)). o Soit donnée une courbe t — U(t)
dans le R? dont le graphe soit C et qui posséde pour chaque poit le centre de courbure M. Nous considérons
des courbes "raisonnables” dont les centres de courbure forment de nouveau une courbe Cpy (t — w(t)).

Definition: e Définition: Die Kurve C}; der Kriitmmungsmittelpunkte zu C' heisst Evolute
zu C'. Umgekehrt heisst C Evolvente zu C);. e La courbe Cyy
des centres de courbure de C' s’appelle développée de C. D’autre
part C' s’appelle développante de C);.

Sei o Soit 1 L U'(t)
(7 normiert, e normé, v’(t) Tangentenvektor.
e vecteur tangent.)

1
W) =) A=)+
u'(t)

=D g =D g v

n +7/2 |U’ t)| +7/2 " €
() x V') 8

= R”, =0
ggp <=0

(vgl. Seite 343 e woir page 343)

7 (1))}
— L .D R S
[ x a/(t)] T

v ()
|07 (8) x @' (t)]

Dy ryo -0 (t)
Die Rechnung (Ubung!) zeigt, dass gilt: e Le calcul (excercice!) montre que: w'(t) L @' (t)

Satz: e Théoréme: w'(t) || @ (Tangente an Cp; o Tangente ¢ Chy)

Weiter kann man zeigen, dass fiir die Evolvente gilt: e FEn outre on peut montrer pour ldéveloppante il
; As Ap ds dp
vaut: — R —, — = —— ~»

At T At dt  dt

Satz: e Théoréme: Die Bogenldnge As zwischen zwei Punkten der Evolute ist gleich der Dif-
ferenz der Kriimmungsradien Ap der entsprechenden Punkte der Evolvente.
e La longueur de l'arc As entre deux points de la développée est égal a
la différence des rayons de courbure Ap des points correspondants de la
développante.

Konsequenz: e Conséquence: Die Evolvente ist die Abwicklungskurve der Evolute.
e La développante est le développement de la développée.
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9.4.2 Beispiele — Exemples

—
2
0.5 0.5 1.5
Evolute an f(z) = 22 Evolvente an den Einheitskreis.
o Développée de f(z) = x2. e Développante du cercle unité.
2 [22/322/3 4 1|3/2 o [ cos(t) + tsin(¢)
_ 1 2/3,2/3 Zt)y=1 "
w(z) = 3 + 2%/ °x —
(z) =3 ( ETIEEES sin(t) — t cos(t)

Mathematica—Code Evolute: e Code de Mathematica, développée:

Remove["Global ‘*"]

a=1;
x[t_]:=t;
ylt_]1:=t"2;

vt _1:={x[t],y[t]};

tang[t_,t0_]:= Evaluate[(v[u]l + D[v([ul,ul t)/.u->t0];

nlt_,t0_]:= Evaluate[(v[ul + {-D[v[ul,ul [[2]1],D[v[ul,ul [[1]11} t)/.u->t0];
pl=ParametricPlot[v[t],{t,-2,2},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p2[a_] :=ParametricPlot[tang[t,al,{t,-2,2},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p3la_] :=ParametricPlot[n[t,a],{t,-3,3},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
k[t_]:=Abs[D[x[t],{t,1}] D[y[t],{t,2}]-D[y[t],{t,1}] DIx[t],{t,2}]1]1/Abs[(D[x[t],{t,1}]"2
+D[y[t],{t,1}]1°2)"(3/2)];

r[t_]:=Evaluate[1/k[t]];

m[t0_] :=v[t0]+(n[1,t0]-v[t0])*r[t0]/Norm[(n[1,t0]-v[t0])];

shla_] :=Show[Graphics [{PointSize[0.03] ,Point [m[al],

Point[v[a]]

},p1,p2[al,p3[al,DisplayFunction->$DisplayFunction,AspectRatio->Automatic];
cl=(s-m[s]1[[111)/s;

xX == s-cl s //InputForm;

solv=Solve[xX == s - (s*Abs[1 + 4*s72]7(3/2))/Sqrt[1 + 4*Abs[s]~2],{s}1[[1]];

f [xX_] :=Evaluate[m[s] [[2]]/.s0lv];

p4=Plot [f [xX],{xX,0,5},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity] ;

p5=Plot [f [-xX],{xX,-5,0},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];

Show [Graphics [{PointSize [0.03] ,Point[m[a]l],
Point[v[al],Line[{{-2,0},{2,0}}],Line[{{0,-2},{0,4}}]1}],p1,p2[a]l,p3[al,p4,p5,
DisplayFunction->$DisplayFunction,AspectRatio->Automatic];

Print["f[x] = ",f[x]]

Mathematica—Code Evolvente: e Code de Mathematica, développante:
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Remove ["Global ‘*"]

aa = 1;

r0=1;

r[t_,a_]:= t rO{Cos[al,Sinl[al};

nl[t_,a_]:= r[1,al]+ t r0 {Sin[a],-Cos[al};

evolv[a_]:= r[1,al+ a r0 {Sin[a],-Cos[al};
plla_]:=ParametricPlot[r[t,al,{t,0,1},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p2[a_] :=ParametricPlot[n[t,a],{t,0,1},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
p3=ParametricPlot[evolv[a],{a,0,3},AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->Identity];
Show [pl[aal,p2[aal,p3,Graphics[{Circle[r0{0,0},1],Line [{r0{-1.2,0},r0{1.2,0}}],
Line[{r0{0,-1.2},r0{0,1.2,0}}], PointSize[0.02] ,Point[r[1,aal],Point[nlaa,aal] ,Point[r[1,0]]1}],
AspectRatio->Automatic,DisplayFunction->$DisplayFunction];

D[evolv[u] ,u]

9.4.3 Evolute (Vertiefung) — Développée (approfondissement)

Wir studieren die Evolute 3 zu einer gegebenen Kurve a in R?:
o Nous étudions la développée 3 & une courbe donnée o dans R2:

Definition: e Définition: Die Kurve 9(t), t € I = [a,b] heisst regulir <
e La courbe #(t), t € I = [a,b] s’appelle réguliere <

1. U/(t) existiert in I e ¥'(t) existe dans I
2. [9(t)] >0
Symbol: e Symbole: ¥(t) € REG

Definition: e Définition: 0’(t) nennen wir Geschwindigkeit der Kurve.
e Nous appellons U’ (t) la vitesse de la courbe.

Wir verwenden weiter: e En outre nous utilisons:

J:z(? _01> = Jri=J- :(_01 —01>:_E’ o) = (552)

O Py= 1(to)
M := M (to) := Kriimmungsmittelpunkt
o M := M(to) := centre de courbure
tg(X) = vi(to) + A?'(go)
L —y(to L
nim () = 0(to) +A7i(to) = U(to) +A- (J-U(to))

—

=

Cx't)y"() —2"(t) -yt (W), T-0'(1) 1
Ralt) = Va2 +y'@2) [BPr pall) =
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Definition: e Définition: Evolute zu a: e Développée quant a «:

mit e avec €,, = 7l -7, W(t) == w(U(t))
o s ST O A0
——
U o =[v(1)]
=o(t) + ()] J-0'(t) == 0(t) + f(t) - T -0 (¢), ft) = = [v(0) tel

Sei o Soit h:t+—— s:=h(t), mit e avec h: T AR {h(t) | t € I}, 0(t) = a(t), W(t)=p(¢).

~ Bla(t)) = (Boa)(t) = (Boa)(h™(s)) = (Bo(aoh™h))(s), mit e avec t=h""(s).
Sei e Soit s = Kurvenldnge: e longueur de la courbe: s=h(t) = ft |07 (¢)| dt.
to

|5/(t)] >0 = s=h(t) monoton wachsend e s = h(t) croissante de facon monotone

-1
= % >0 = % = W >0
t h(t) dt " T dt
~ e=flEela= T e o) - / [ (b () ds = / 570 g 14
° (to) =i >0 M )
h(t) ds d "
~ 5=h<{0> 7 () s~ 1= = / 17" (W () ds = [T, (W™ ()] = 1T (R (5))]
h(to)

~ A(s) = a(h™(s), |a(s)ls" =[(a(h™}(s))s"[=1

Lemma: e Lemme: Bei einer reguldren Kurve (z.B. «) kann die Wegléinge s als Parameter be-
nutzt werden. Dann ist fiir & = «(s) die absolute Geschwindigkeit = 1.
e Quant a une courbe réguliere on peut utiliser la longueur comme
paramétre. Alors la courbe a une vitesse absolue = 1.

~ Sei e Soit «a(s)=1(s), |v'(s)] =1
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Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:

~ Esgilt: o Ilvaut: 3,: 0"(s) = p(s) - J-0'(s)

Sei o Soit |0/(t)| =1, B(t) =w(t) =0(t)+p 152;5? =u(t) + % ~J-U(t)
o B =0 =0+ (W) =00+ ()T T T )
_ UI _Kl(t) . UI l . Ak UI _ UI _ Kl(t) . UI = _ Kl(t) UI
J2=—FE
= B) =w’(t) || fa
Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:
u(t) € REG, |U/(t)| =1 B
B0) = ) = 70) + p- )
(Evolute) e (Développée)
Beh.: e The.:
B0 =00 =~ Oy ()|
(r())?

Konsequenz: e Conséquence: Die Tangente von [ ist parallel zur Normalen von «.
e La tangente de (B est paralléle a la normale de a.

Problem: e Probleme: Seci e Soit wy(t) =v(t) +q(t)-J-0'(t), |7'(t)] =1.
Gibt es andere Kurven der Form w,(t) # w(t), deren Tangente parallel zur Normalen von « ist?
o Est-ce qu’il y a d’autres courbes wWy(t) # wW(t) dont la tangente soit paralléle a o ?

Sei o Soit Wy(t) # W(t), Wy(t) =T(t) +q(t) - J-T'(¢), |7'(t) =1

~ g () =T () + (q(t) - T T(E) =T (W) +q() - T T ) +qlt) T T

=ka-J T (1)
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=0'(t) +q(t)" - T T () +q(t) o J2 0 () =0 (1) +qt) - T T () = q(t) - Ko T ()
=0'(t)- (11—q(ﬁ)-fw) +q(ﬁ)'-J-U'Eﬁ) I7i(t)=J-5'(t) = T'(t)- (1 —q(t) - #a) =0

= q(t) = — =P = Wy(t) = wW(t) ~ Widerspruch! e Contradiction!
@

Satz: e Théoréme:

Vor.: e Hyp.:
a(t) =0(t) € REG
[0'(t)] =1
Bt) = wq(t) = (t) +q(t) - J - 7'(1)
Beh.: e The.:
1. B(t) Evolute e 3(t) Développée = q(t) = pa(t)
2. 5(t) Evolute e §(t) Développée < Tangenteg = Normale,

9.4.4 Evolvente (Vertiefung) — Développante (approfondissement)

Sei o Soit 3:1=]a,b]— R", mit e avec t»ﬂwﬁ(t), w't) =1, cel,
(s = Kurvenlénge) e (s = longueur de la courbe)

Definition: e Définition: Evolvente zu (§: e Développante quant a :

V8.e(8) 1= (8) 1= Z(s) = W(s) + (¢ = s) W'(s),
v

. - - w’(t
B0 #1 = 3elt) =10 = () = 00 +(s0)—5(0) 1)
to
Es gilt: e Il vaut: s(te) — s(ty) = [ |@’(t)] dt
t1
Satz: e Théoréme: Die Evolvente einer reguldren ebenen Kurve § wird durch die Abwick-

lungskurve einer um § gewickelten gestreckten Fadens gegeben.
e La développante d’une courbe réguliere B est donmnée par la courbe de
débobinage (dévidage) d’un fil (aiguillée) étendu qui est enroulé autour de

0.
Beweis: e Preuve:
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir setzen:
e Sans restreindre la situation générale, nous pouvons admettre:
— _
- .
Z(s) ~ Tangentenldnge: e Longueur de la tangente:

= FE) —d(s)] = |(@(s) + (c = 5) w'(s)) — w(s)]
© Z(c—s) @'(s) = |e—s|
——rt

=1
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Lemma: e Lemme: Vor.: e Hyp.:
B:1I=la,b — RY, snﬂwﬁ(s)
v8.¢(s) = v(s): Evolvente e Développante
Beh.: o The.:
_ sgn(rp(s))
K’Y( ) |C . 5|
Beweis: e Preuve: Z(s) = w(s) + (c— s)w'(s), |w'(s)|=1

Z"(s Z'(s —(c—8)? - (rp(s))?
o y(s) = L) ol ) 0 = (e 5 (ko))
T2 = ~(e— 8) - ma(s) () = [P =TSP =]~ (e 8) - mols) - (S

~ iy (8) - |F1(9)P = K (s) - [e = s - |rp(s)] = —(c = 9) - (kp(s))®

—(c—9)% - (rp())® _ —sgn((ks(5))*) ©

= = =
"8 = B T ()P o= 3]

Bemerkung: e Remarque: Wir haben zudem gezeigt: o On vient de démotrer:

Z/(s) = (c— 8)0"(s) = (c— 8) - rs(s) - T - ()
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:
B:I=]a,b— R s RiZR w(s), |W'(s)| =1
v8.c(s) = v(s): Evolvente e développante
Beh.: o The.:

G Evolute zu +.
e (3 développée de .

Beweis: e Preuve:

1 J-Z’
Evolute zu «: e Développée de ~yv: &(s) :=u(s) = Z(s) + : |27(5) Ky(8) = sgnlrs(s))

|c— s
Es gilt: o Il vaut: Z(s) = wW(s) + (c—s)w'(s), Z'(s) =(c—s)W"(s) = (c—s) - ka(s) - J -wW'(s)

e=s|  J-((c—s)-rals) - T-@(s))

sgulrs(s) N~ ) rals) - -@/(s)]

e=s|  (<1)-((c—s) - ms(s) - 0(s)
sgu(rs(s) (e —9)] - Ira(s)] |
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Kapitel ¢ Chapitre 10

Anhang 1: Komplexe Funktionen,
konforme Abbildungen — Annexe 1:
Fonctions complexes, applications
conformes

Bemerkung: e Remarque:

Dieser Teil ist dem Skript , Algebra“ des Autors entnommen. Dort werden die komplexen Zahlen
eingefiihrt.
o (Cette partie est prise du script ”"Algébre” (de lauteur). On y trouve une introduction dans les nombres
complexes.

10.1 Differenzierbarkeit, Wege — Dérivés, chemins

10.1.1 Grundlagen, Stetigkeit — Fondements, continuité

Wir verwenden einige Begriffe, die schon von frither bekannt sein sollten, also nicht mehr neu definiert
werden miissen. e Nous utilisons quelques motions que mous avons déja définies et que mous pPouvons
donc utiliser.

Kurven, Wege e Des courbes, chemins: Stetige Funktionen
o Fonctions continues R~ C , zB. e per.teR, f: t— f(t)=cos(t)+isin(t) e C

Gebietsabbildungen e Applications de domaines: Funktionen
e Fonctions C L C , zB. @ per.2€C, f: 2+ f(t)=22€C

Allgemein: o Généralement f: G=Dy — G*=W;, f: z— f(z) =w
oder o ou f: z=x+iyr— w=f(2) =u(2) +iw(z) =ulx+iy) +iv(x +iy)
mit e avec u(z)+ Re(f(2)), v(z) = Im(f(2))

361
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C C c A

f .
v ( 9,
C -

Y () kz
> -
d
/ v -
Wichtig: e Important:  Stetige Funktionen. e Fonctions continues.
Definition: e Définition: f stetig in e continue ¢ zp < lim f(2) = f(20)

Z—20

oder e ou lim w = wy
zZ—2z0

»Epsilontisch® e A laide des quantificateurs: ¥e=035>0Y2eU;(20)
w = f(z) € Uc(f(20)) = Ue(wo)

Anschaulich: Nahe z haben nahe f(z) = w zur Folge.
e Explicite: Des z tout prés l'un de l'autre ont comme images des f(z) = w tout prés U'un de 'autre.

Folgerung: e Conclusion: f (stetig in e continue ¢ ) 20 < u(z) (und e et) v(2)
( stetig in e continue &) 2o

Konsequenz: e Conséquence:
u(z+iy) (und e et)v(x+iy) (stetigin e continue ¢ )z (und e et)y (notwendig e nécessaire).

Folgende Aussagen beweist man wie in R, indem man den Abstand in R durch den in C ersetzt:
e On prouve les théses qui suivent comme celles dans R en remplacant la distance dans R par celle dans C:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f1(2), f2(2) ( stetigin e continue a ) zp, A1, A2 € C

Beh.: e The.:
1. M fi(2) + Aafa(z) (stetig in e continue a ) 2o

2. f1(z) - fo(z) ( stetig in e continue &) 2o
fi(z)
f2(2)

4. fi(z0) = wo, f2(z) ( stetig in e continue 4 ) wy < f2(f1(2)) (
stetig in e continue a4 ) 2o

3. f2(20) #0 =

( stetig in e continue d ) 2g

Folgerung: e Conclusion: Polynome e Polynomes: p(z)=cp2"+...+c1z+ o
( stetig in e continu ¢ ) C (Vz € C)
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Stetigkeit in einem Gebiet: o Continu dans un domaine:

Definition:

e Définition:

f (stetig in e continue ¢ ) G < f ( stetig in e continu a )

Vze G

10.1.2 Differenzierbarkeit — Dérivabilité (différentiabilité)

f(z,)

C
R
f(2)

I

Definition:

e Définition:

Bsp.: e Exemple:
1. f(2) =a-z+b, D(z)=

2. f(z) =2% D(2)=

f(2) - f(z,)

Sei o Soit Us(z0) ={z|0< |z — 2] < 6}
Betrachte e Etudier

D(z) := f(z) = f(20)

in e dans U(;(zo)
zZ— 20

(D(z): Differenzenquotient
différences)

e Quotient des

1. f komplex differenzierbar (in z)
e f dérivable de maniére complexe (dans zg)
< lim D(z) existiert e existe.

2. f komplex differenzierbar mit der Ableitung a
o [ dérivable de maniere complere avec le dérivé a
< lim D(z) =a:= f'(20)
z—20

3. f holomorph? (regulir analytisch) in G
e f holomorphe? dans G
< f'(z) existiert e existe V,cq

az+b— (azg+b)

a(z — zp)

zZ— 20
22— 22 _ (z2+20)(z — 20)
zZ— 20 zZ— 20

=a = lim D(z) =a

Z— 20 z—20

=(z+2) = lim D(z) =22

zZ—20

3. f(z) =Re(z) +2iIm(z) =z +2iy, Dy =C, d(z) = 1(2) = /(=) = (z = 20) + 21y = 90)

zZ— 20 (x —x0) +i(y — yo)

Betrachte zwei verschiedene Wege: o Considérer deux chemins différentes:

A z.=x+iy, Z"=x"+iy, Sei o Soitzg =x9+ 1
0o 0 0 0 0 Yo,
iy, \“< = / Z =g +iy, 2 ="+ iy
Zx,+iy |7V C
iy LTV
0 X, x' >
- 2i(y — 2i(y —
© 7 —z: lim D(Z)= lim (2o = 7o) + ! W~ 30) = 2t T Y W — ) =2
# =z #=z0 (zo—xo) +i(y —yo) == (Y — o)
" __ 2 - _ "o
@ 2" —zp: lim D(z”)= lim (& o) + 2 (40 — yo) = lim u =142

2" —zg

=z (2" = w0) + i (Yo — o)

z'—zo (x” — $0)

2Qriech. e gréc holo: ganz, vollig, unversehrt e entier, morphe: Gestalt o forme
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= lim D(z') # lim D(z”), lim D(z) existiert nicht e n’existe pas.

z'—zq 2" —zo z2— 20

~»  Schon die einfache Funktion f(z) = Re(z) + 24 Im(z) ist nicht holomorph. Holomorph ist
also etwas Spezielles. e Déja la fonction simple f(z) = Re(z) + 2iIm(z) n’est pas holomorphe.
Holomorphe signifie donc quelque chose de spécial.

10.1.3 Differenzierbarkeitsregeln — Regles pour dérivabilité

Wenn nichts bemerkt ist, gehen die Beweise wie im Reellen (indem man den Abstand in R durch den in
C ersetzt). o S’il n’y a pas de remarques, les preuves fonctionnent comme avec les nombres réells (en
remplacant la distance dans R par celle dans C).

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(2),9(z) ( holomorph in e holomorphe dans ) G, a,beC

Beh.: e The.:
1. f,g (stetigin e continue ¢ ) G

2. Linearitét: e Linéarité
F(z)=a- f(z) +b-g(z) holomorphin e holomorphe dans G N
Fi(z) =a-f'(z) +0-4'(2)

3. Produktenregel: e Régle du produit
F(z) = f(2) - g(z) holomorph in e holomorphe dans G A
Fi(z) = ['(2) -9(2) + f(2) - g'(2)

4. Quotientenregel: e Régle du quotient
Sei o Soit F(z) = M, 9(z0) # 0 = F(z) holomorph in

9(2)
e holomorphe dans G N F'(z) = ') g(?;(;){Q(z) 9'(2)

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(z) holomorph in e holomorphe dans G, f : G — f(G) C G*, f :
z+— f(z) =w

g holomorph in e holomorphe dans G*, g : G* — g(G*) = G**
F=fog, f(2)=f(9(2))

Beh.: e The.:

Kettenregel: e Regle conjointe:
F(z) holomorph in e holomorphe dans G A

FI(z) = F((2) - /(2) = f'(w) g/ () = 0. %
d d

oder e ouF'(z):E (2)@ (2)
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Folgerung: e Conclusion:

1. Polynomfunktionen sind holomorph in
C. e Les fonctions polynomiales sont
holomorphes dans C.

2. Rationale Funktionen sind holomorph in
C, wenn der Nenner # 0 ist. e Les
fonctions rationnelles sont holomorphes
dans C, si le dénominateur est # 0.

Problem: e Probléme: Beim Differenzieren im Reellen hat die Ableitung die Bedeutung einer Tan-
gentensteigung. Aus Dimensionsgriinden lisst sich diese Bedeutung bei der komplexen Differenzierbarkeit
nicht gebrauchen. Was ist dann der Sinn komplexer Ableitungen? Eine Interpretation werden wir spéter
bei den konformen Abbildungen gewinnen kénnen.

o Quant aux dérivés au réel, le dérivé a la signification de la montée de la tangente. Pour des raisons de la
dimension on ne peut plus utiliser cette signification pour les dérivés complexes. Qu’est-ce qui est donc la
signification des dérivés complexes? On obtiendra une interprétation quand on traitera les applications
conformes.

10.1.4 Wege in C — Chemins dans C

Betrachte o Considérer I =[a,b]={t€R |a <t <b} sowie e ainsi que
x(t),y(t) diff’bar in e dérivable dans I.

Sei o Soit z(t) = x(t) +iy(t), [—C

Bsp.: e Exemple: [ =[0,27], z(t) = sin(t) + icos(t) (Abbildung von I auf den Einheitskreis in C.
o Application de I sur le cercle unité dans C)

Definition: e Définition: Eine stetige Abbildung e Une application continue
y: I+— C mit e avect—— z(t)
heisst Weg in C e s’appelle chemin dans C,

|v| = {z(t) | t € I'} heisst Spur v. 7 e s’appelle trace d. v

z(a) = Ay =

2(b)=Ey Anfangspunkt e Point initial

/\Z(t) z(b) = Ey := Endpunkt e Point final

z(a) W ’ C

Geschlossene Wege e Chemins fermés: A, = F,

Inverser Weg (—v) zu v e Chemins inverses (—v) d :
Sei o Soitt=b+a—t, t'!=b+a—t,—y: ' — w(t') (=2(¢t)), (t' €la,b] =t € [a,b]).
Lauft ¢ von a nach b, so lduft ¢’ von b nach a. e Sit passe de a a b, t' passe de b a a.

Definition: e Définition: Differenzierbarer Weg e Chemin dérivable:
vt z(t) = 2(t) + i y(t) differenzierbar e dérivable
< x(t),y(t) diff’bar e dérivable.

Z'(t) = x(t) +iy(t) ~ Ableitung. e Dérivé.
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Regeln: e Regles: LA,=E, Ay=E_,
2.l =1-1l
3. —(=1) =~

(Wie man sofort sieht... e Comme on voit tout de suite. .. )

10.1.5 Differenzierbare Wege in C — Chemins dérivables dans C
Wir wissen: e On sait: v diff’bar e dérivable = Ableitung e dérivé : 2'(t) = x(t) +iy(t)
"(t
~»  Tangentenvektor an den Weg v e vecteur tangentiel du chemin v: Z'(t) = (x ( )>
Y

R | C C l
v f
A /\
71 ()l

Definition: e Définition: Bildweg von v e Chemin image de v

Foy=f): tr w(t) = f=(t), tel

Eigenschaften: L. f(v) ist wieder Weg e est de nouveau chemin
e Qualités: 2. 1f(V)| = f(yD

3. Ay = Ag() = f(Ay)

4. Ep(y) = Ep(y)) = f(Ey)

Weiter gilt die Kettenregel (Beweis analog im Reellen):
e En outre la régle conjointe est valable (preuve analogue au réel):

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f holomorph in e holomorphe dans G,
v diff’barer Weg e chemin dérivable: t — z(t), |y| C G, te T

Beh.: e The.:

Fiir den Bildweg gilt e Pour le chemin image on constate:
1. w(t) = f(2(t)) ist diff’'bar in I e est dérivable dans I

d N A
2. w(t) = w'(t) = ' (:(0) - () = 7=/(2) - 722(0)

(Komplexe und reelle Ableitungen gemischt! e Dérivés complezes et
réels mélangés)
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Bsp.: e Exemple: [ =[0,1],v: t——2(t) =t>+i(t+1), f: 2+ 2°
~ f(Y) st (it D)2 =w(t) = w(t) =22-2(t) =212 +i(t + 1)) - (2t +14)

d d d
Bemerkung: e Remarque: 2'(t) = az(ﬁ) a1 x(t) +zay( )y =a'(t) + iy ()
~» Integral e [ntegmle
2t)+C = [Zt)dt= [2'(t)dt+i [y (t)dt =x(t) +iy(t) +C

10.2 Konforme Abbildungen — Applications conformes

wy(t)
f(z(t)
/> z(t) '\‘ f(z,)

f (Zo)

[,

~ I
[, wi(t)

Sei e Soit f(z0) #£0,

f(z0) = |f’(zo | - (cos(a) +isin(a)) =
=r-e"

mit e avec |f'(20)] =7, a= Arg(f'(20))

Betrachte: e Considérer: ~ diff’bar in e dérivable dans G, I >t — z(t) € C,
Speziell: e Spécialement: z(to) = zo, 2'(to) # 0.

Nach Voraussetzung ist: e Selon la hypothése on trouve: z'(ty) # 0
~»  Tangentenvektor existiert, die Kurve (Weg) ist glatt.
o Vecteur tangentiel existe, la courbe (chemin) est lisse.

Untersuchung von e Examen de f oy := f(7):

w(t) = f(z(t)) & w'(t)=f(z(t) -2 (t), w'(to) =f'(2(to)) - 2'(to) = f'(20) - '(t0).

N e d

#0 #0
Bei der Multiplikation in C addieren sich die Argumente:
o A la multiplication dans C les arguments s’additionnent:
Arg(w'(tg)) = Arg(f'(20)) +Arg(Z' (to)), speziell: e spécialement:
—_——

~ Fir o Pour 50, f(0): Arg(wj(ta)) = a + Arg(zp(to)).

~ Fiir o Pour v, f(n): Arg(w](tg)) = a+ Arg(z1(to))-

= 1 = Arg(w(to)) — Arg(wh (o)) = (o + Arg(sh(t0))) — (o + Arg(24 (to))
= (Arg(2)(t0))) — (Arg(z1(t0))) = vo = ®o =1

Definition: e Définition: Eine Abbildung heisst winkeltreu oder konform, wenn sich der
Schnittwinkel zweier differenzierbarer Wege (X zwischen Tangen-
tenvektoren # 6) bei der Abbildung nicht d&ndert. e Une applica-
tion s’appelle conforme, si pour deuxr chemins dérivables [’angle
d’intersection (X entre les vecteurs tangentiels # 6) ne change pas
a Dapplication.
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Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f holomorph e holomorphe , f'(2) #0 in e dans G

Beh.: e The.:

f konform in e conforme dans G

10.3 Mobius—Transformationen — Transformations de Mdobius

10.4 Definitionen — Définitions

b
Definition: e Définition: fu(z) = az——i—i_—d, ¢ # 0 heisst Mobiustransformation.
cz
e s’appelle transformation de Mdbius.

Solche Abbildungen spielen in der technischen Praxis eine Rolle. e Ces applications jouent un certain
role dans la pratique technique.

Klassisch gilt: e On prétend classiquement: Dy = C \ {—%}

Um eine geschlossene Theorie zu erhalten, ist es aber hier notwendig, den Definitionsbereich fiir den Fall

—% auszudehnen: e Pour obtenir une théorie fermée, il est nécessaire d’élargir le domaine de définition

d

c’

ausst pour le cas —
Betrachtung: e On trouve:
Sei o Soit far(2) =u(z)+iv(z), z— -2 = r=|fu(2)] = (u? +0?2)7 — oo.

C erweitern: e Elargir C := CU {0},

. oo = Nordpol der Gauss’schen Zahlenkugel.
r e 00 = pole nord de la sphére des nombres de
Gauss.
N
ZD C
Definition: e Définition: fM(—%) =00, fu(oc): =12

b 242
(z =00 = fulz)= % =7 % — %) Man sieht unmittelbar: e On voit tout de suite:
P = bij. -
Satz: e Théoréme: fu: C—C

fa konform fiir e conforme pour c-b#d-a, z# 0o, z # —%

(Kontrolle der Bijektivitit: Algebraische Umformung. e Contrdle de la bijectivité: Transcription
dw—b ad — be )

cw—a’ ') = (cz+ d)?

algébrique: fy/ (w) = 2 = —
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Korollar: e Corollaire: fﬂ_; ist auch Mobiustransformation, speziell:
° fj\_/[1 est aussi transformation de Mdbius, spécialement:

S}

<
|
—

<
|
—

ol

10.4.1 Eigenschaften — Qualités

b .-
Betrachte: e considérer: f: z+— Zj——:—_d = % 1+ Z+ %)

~

Sei e Soit: Trans. :> (Verschiebung e Translation), Inv. :> (Kehrwert bilden e calculer linverse),

Rot. :> (Drehstreckung e rotation et allongement).

Dann kann man f wie folgt zusammensetzen: e Alors on peut composer f comme il suit:

z Trans. w—,z—i-é v, 1_ 1 Rot. 9.(9_@), 1 (_(Q__a-d). 1 ) Trans.
- ¢ w_z-i-% c a ¢ z+4 e 2 z4 4
Trans. a  a ,b d 1 a b_d az+b
e 22 (2 2. - (1 a cy\ —
c+c (a c) z—i—% c( +z+%) cz+d

~>  Eine Mobiustransformation lédsst sich aus Drehstreckungen, Verschiebungen und einer Inversion
w — % zusammensetzen. e On peut composer les transformations de Mdbius par des translations, des
rotations et allongements et des inversions w — %

Problem: e Probléme: Drehstreckungen und Verschiebungen sind Ahnlichkeitsabbildungen, fithren
also Geraden in Geraden und Kreise in Kreise iiber. Was aber macht die Inversion?

e Translations, rotations et allongements sont des applications qui appliquent les figures géométriques a
des figures semblables. Mais qu’est-ce que font les inversions?

Durch z(t) sei eine Gerade in C gegeben. e Soit donné une droite par z(t).
Es gilt: o On constate: z(t) = e zy(t): ~

Gerade durch Drehung entstanden aus zo(t) ({z0(t)} in spezieller Lage | x—Achse.)
e Droite qui est obtenue par rotation de zo(t) ({z0(t)} en situation spéciale L aze x .)

) 1 - 1 t
t) = ez(t) — —x = e 2(t) = it =0 (1+i—)=mz-(1+iA
z(t)=e ZO()'—)z(t) e o) zo(t) =xp+it=1mo-( —|—sz) xo - (1 +13A)
(xo # 0: Streckung e allongement).
(2o =0:20(t) =it — % =L =—il, dh Gerade — Gerade o ¢.v.d. droite — droite.)
1
~»  Reduziertes Problem: e probléme réduit: Gerade e Droite 1 +i\ —— Y =7

1
Es gilt: o On constate: 1 —— 1 und e et oco+— 0. 3 bildet die Mitte zwischen 0 und 1 e est le milieu

entre 0 et 1.

1
Daher betrachten wir das Bild in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung in (0, 5) verschoben ist.

e A cause de ¢a nous considérons un systéme de coordonnés dont lorigine est déplagée a (0, 5)
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Somit miissen wir die folgende Abbildung studieren: e Ainsi nous devons étudier ’application suivante:
1 1

1+iA— T o Wir formen um: e Transcription:

(3
| 1 1|_|1—M 1|_|1—i)\—%(1+)\2)|_|—i)\+%1_%)\2|_|1 1_2M+_A2|_
1+ix 20 1+X 2 1+ A2 = T4 a2 =15 T =
1 |1—2i)\—)\2|_1 |(1—i)\)2|_1 1+X% 1
2 142 _21 1+A2 ' 2 14X 2
~ iy gl g T cemst

~»  Das Bild der Gerade ist ein Kreis e L’mage de la droite est un cercle.

Setzt man die Abbildungen wieder zusammen, so folgt, dass eine Gerade in jedem Fall entweder auf eine
Gerade oder auf einen Kreis abgebildet wird. e Si l’on compose les applications on voit qu’une droite
est appliquée dans tous les cas sur une droite ou bien sur un cercle.

c C
20 Q’ - B
N
g” g’

1
Fiir die Umkehrabbildung h=' von h: z — = gilt h = h~!. Aus obiger Betrachtung folgt, dass unter
z

h eine nicht zentrisch liegende Gerade in einen nicht zentrisch liegenden Kreis, umgekehrt also ein nicht
zentrisch liegender Kreis in eine nicht zentrisch liegende Gerade abgebildet wird. Ein zentrisch liegender
Kreis wird unter h bekanntlich auf einen ebensolchen Kreis abgebildet.

1
o Pour Uapplication inverse h™" de h: z+—— — on constate h = h™'. Comme on vient de voir il résulte

que sous h une droite non-centrale est appliguée sur un cercle non-central et d’autre part un cercle
non—central est appliqué sur une droite non—centrale. Un cercle central est appliqué sous h sur un cercle
pareil, comme on sait.

Konsequenz e Conséquence:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f = Mobiustransformation e transformation de Mobius,
K = { Kreise, Geraden, e cercles, droites }

Beh.: e The.:

f: K+ K bijektiv e bijectif
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10.5 Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen — Equa-
tions différentielles de Cauchy-Riemann

10.5.1 Herleitung — Déduction

Sei o Soit f(z) = u(z,y) +iv(zr,y) holomorph e holomorphe ,

Az—0 - Az—0 Az

Betrachte e Etudier:

20 = xo + 1Yo

z1 =20+ Az =x0+i (Yo + Ay) =20 + 1Ay
2o = 2o + Azo = (xg + Ax) + iy = 20 + Ax

C ° ﬂhﬂ |7’z|\ C
Auf e Sur~;:
flzo + Az) — f(z0)  w(zo+Ax) —u(z0)  .v(z0+Ax)—v(z0) Au  Awv ou . Ov
D = = = — _— o _—
(2) Az Ax Tt Ax Ax+ZAx - 8x+28x
Auf e Sur s:
D(z) = fz0 + Az) — f(20) _ u(zo +2Ay) — u(zp) +Z,U(ZQ +2Ay) —v(20) _ 'Au iy 'Av
Az 1Ay 1Ay 1Ay 1Ay
ou i ov
- —+ .
10y Oy

lim D(z) = f'(20) darf nicht vom Weg v;, abhéingen e ne doit pas dépendre du chemin ~y. Daher gilt:

zZ—2z0
ou ov ou  Ov
o Ainsi on constate: f'(z2) = — +i— = — + —

') ox Oor 10y Oy
Diese Betrachtung lisst sich auch umkehren. e Cette déduction se laisse aussi inverser. ~

Satz: e Théoréme: Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichungen

e Equations différentielles de Cauchy—Riemann:

0 0 0 0
f holomorph in e holomorphe dans G < au_r A @ _ %
or Oy oy ox

in e dans G

Mit diesen Differentialgleichungen lésst sich oft rasch entscheiden, ob eine gegebene Funktion holomorph
ist. ® A l'aide de ces équations différentielles on peut souvent vérifier rapidement si une fonction donnée
est holomorphe.

10.5.2 Harmonische Funktionen — Fonctions harmoniques

2 2 82

Sei o Soit A := E + oy (allgemeiner e généralement: A :== >/, a—xk)

Definition: e Définition: f heisst harmonisch in e s’appelle harmonique dans G :
< Af=0 in e dans G
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Aus der Analysis ist bekannt, dass fiir einigermassen ,anstindige“ Funktionen f gilt:

02 02
oxdy  Oydx’
In der sogenannten ,,Funktionentheorie* wird bewiesen, dass eine in einem Gebiet holomorphe Funktion
immer in eine Potenzreihe entwickelt werden kann, also mindestens zweimal differenzierbar ist.
e Dans la théorie des fonctions compleres on prouve qu’une fonction holomorphe dans un domaine G
peut toujours étre développée dans une série de puissances. Par conséquence elle est au moins deuzx fois
dérivable.
Wir definieren nun: e Nous utilisons la définition suivante:

e De l’analyse on sait que pour des fonctions ”convenables” f on a:

Definition: e Définition: f harmonisch in e harmonique dans G
= Af=0 in e dans G

Daher sieht man durch einfache Rechnung mit Hilfe von Cauchy—Riemann:
e Alors on voit par un calcul simple a l’aide de Cauchy—Riemann:

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f holomorph in e holomorphe dans G

Beh.: e The.:

f harmonisch in e harmonique dans G

Konsequenz: e Conséquence:
f(z) =u(z) +iv(z) holomorph in e holomorphe dans G
< u(z),v(z) holomorph in e holomorphe dans G

Damit haben wir das Riistzeug fiir die Diskussion wichtiger transzendenter komplexer Funktionen:
Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, trigonometrische Funktionen, Arcusfunctionen u.s.w..

e A laide de ce matériel la discussion d’importantes fonctions complexes trascendantes nous est fa-
cilitée: la fonction exponentielle, le logarithme, les fonctions trigonométriques, les fonctions circulaires
tnverses etc..

10.6 Komplexe Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion
— Fonctions exponentielle et logarithme complexes

Im Reellen kann die Eulersche Exponentialfunktion durch folgende drei Eigenschaften definiert werden:
e Dans les nombres réels on peut définir la fonction exponentielle d’Euler par les trois qualités suivantes:

1. f diff’bar in R e f dérivable dans R
2. Vaer f(x) :fl(x)
3. f0)=1

In der Theorie der Differentialgleichungen wird gezeigt, dass eine Losung f existiert und auch eindeutig
bestimmt ist als Losung des gegebenen Anfangswertproblems.

e Dans la théorie des équations différentielles on démontre que la solution [ existe et qu’elle est univoque
comme solution du probléeme des valeurs initiales.
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Diese Problemstellung lasst sich samt Losungskonzept ins Komplexe tibertragen. Dabei spielt Cauchy—
Riemann eine wichtige Rolle. e Ce probléme se laisse transférer dans le complexe. Le concept pour la
solution est le méme. Cauchy—Riemann joue ici un roéle important. Vdist

Sei e Soit z=x +1iy. Bekannt: e Nous connaissons déja: e®, e := cos(y) + isin(y).

Bemerkung: e Remarque:

Benutze die Potenzreihenentwicklung e Utiliser les séries de puissances: ~»

2 4 6 8 10 SN2 S\ \6 S8 © V10
R A A A - _ o)t o)t () (i9)° | (ip)
COS((‘O)_1_§+Z_a+§_l—()!+"'_l+ o1 + 1 + ol + i + 10! +...
. 3 . 5 . 7 . 9 . 3 . 5 . 7 . 9
N L A L L AL % o o) Gy i) (i)
oo @) (i) (i)t () (i9)° | (i9)" | (i9)® | (i)’ _ g
cosip) i sinfp) = Lip+ =+ Al 51 6! 7l T TR
= cos(p) + i sin(p) = '¥
Wir définieren damit: e Nous définissons donc:
Definition: e Définition: f(z) = = et = e . W =% . (cos(y) + isin(y))
(Exponentialfunktion e Fonction exponentielle )
Die rechte Seite ist bekannt e On connait déja le coté droite.
~  u(z,y) =e* - cos(y), v(x,y) =e"-sin(y).
Fiir v und v gilt: e Pour u et v on calcule:
0 0 A 0 0 A
% = 8_2 =e"-cos(y) A 8—Z = —% =¢" - cos(y).
Damit ist f holomorph. e Donc f est holomorphe.
Dabher ist der Differentialquotient wegunabhéingig.
e Alors le quotient différentiel ne depend pas du chemin.
Wir kénnen daher rechnen: e Alors on peut calculer:
. flzo + Az) — f(20) . flzo + Ax) — f(20) o erotAr — g
flw) = Jim, Az A, A A A,
eTotAz+tiyo _ oTotiyo eTo+AT | oiyo _ oTo . oiYo eTotAr _ oo )
lim = lim = lim —— ¢ =
Az—0 Az Az—0 Azx Az—0 Ax

— %0 . oWo — TotiYo — %0
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~  f(z) = € erfiillt die Differentialgleichung e f(z) = e* satisfait I’équation différentielle:
f(z)=/f'(2) in e dansC.

Zudem gilt: o En plus on voit: f(0) = e+ =0 = 1.

Weiter folgt aus der Theorie der Differentialgleichung die Eindeutigkeit der Losung.
e En outre on peut déduire de la théorie des équations différentielles que la solution est univoque.

Satz: e Théoréme: f(2) = e* ist die einzige Funktion, die folgende Bedingungen erfiillt
o f(2) =¢* est la seule fonction qui satisfasse les conditions suivantes:

1. f diff’bar in R e f dérivable dans R
2. Vaer @ f(z) = f'(x)
3. f0) =1

Die folgenden Reglen lassen sich einfach nachpriifen mit Hilfe von: e Les regles suivantes se laissent
vérifier a 'aide de: e* =e” - (cos(y) +isin(y)).

Dabei benutzen wir folgende Bezeichnung: e Nous y utilisons la notation suivante:

Sp i={z =x+i(y +2nm) | y € (—7, 7]} heisst Periodenstreifen e s’appelle bande de période,
C:=C\{0}.

Regeln: e Régles: 1. le*| = e* = efte@)
2. Arg(e*) =y = Im(z)
3. e 1?2 = g1 . g2
4 0F — AT _ o2 _ o7 | gi2nm
5. S P2 ¢

{Horizontale Geraden e Droites horizontales} — {zentrische Strahlen
e rayons centraux}

{Vertikale Geraden e Droites verticales} — {zentrische Kreise e cer-
cles centraux}

-60 ~40 =Z0 20 40
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Wegen der Bijektivitit von f(z) = e* = w auf (S, x C) existiert jeweils die Umkehrfunktion f;*(w) = z,
allerdings abhéngig von n (Standard in der Literatur: n = 0). e A cause de la bijectivité de f(z) = €* = w
sur (S, x C) la fonction inverse f,1(w) = z existe, mais elle dépend de n. (Standard dans la littérature:
n=0).

Bemerkung: e Remarque:

Mit Hilfe des Begriffs der Riemannschen Fliche gelingt es, die Umkehrfunktion eindeutig zu machen.
Dazu Unterscheiden wir verschiedene komplexe Bildebenen (Cn mit f: S, — (Cn Da der Rand der
Streifen S, auf R(7) abgebildet wird, denkt man sich alle diese C,, lings der negativen reellen Achse
aufgeschnitten und dort mit den beiden Nachbarn (Cn_l und Cn—i—l verklebt. Das entstehende Gebilde R
(eine Riemannsche Flidche) gleicht dann einer Wendeltreppe (nahe beim Ursprung hinkt der Vergleich
aber). Fiir (C x R) ist dann f bijektiv.

e A [l'aide de la notion de la surface de Riemann on arrive a rendre univoque la fonction inverse.
Pour cela nous distinguons différents plans images complezes C,, : f: S, — C,,. Comme le bord de
la bande S, est appliqué sur R(), on s’imagine tous ces C,, coupés le long de Uaze réel négatif et collés
aux deur vo0isins (Cn_l et Cn+1- La construction obtenue R (une surface de Riemann) ressemble d un
escalier tournant (& proximité de l’origine la comparaison est mauvaise). Sur (C x R) f est bijectif.

Definition: e Définition: Die eben besprochene Umkehrfunktion f~! : C, — S, heisst
natiirliche Logarithmusfunktion e La fonction inverse f=! :
C,, — S, dont on vient de parler s’appelle logarithme naturel.
f(w) = In(w) — =

Ublicherweise werden wir In auf dem Standardstreifen Sy betrachten.
o Normalement nous allons considérer le In sur la bande standard Sg.

Es ist: o On trowve: f : z = x + iy — f(z2) = e* = e*(cos(y) +isin(y)) = u(z,y) + iv(x,y) = w,
r=|w| =e¢", Arg(w)=y.

~ fflrw=utiv— fflw)=h(w)=z2=2+iy

mit e avec x = In|w|, y= Arg(w) = arctan(?) ~

Satz: e Théoréme: Vor.: e Hyp.:

f(z) =¢*=w, z€ 5

Beh.: e The.:

fot(w) = In(w) = In |w| + iArg(w) = In |e?| + iArg(e?) = 2

Bsp.: e Exemple: Seci o Soit x € R*. fy(—x) = Ing(—z) = In(z) + iArg(—x) = In(z) + i,
Speziell: o Spécialement: fy ' (—1) =1Ing(—1) = In(1) +iArg(—1) = 0 + ir = i7.

10.7 Trigonometrische Funktionen, Arkusfunktionen — Fonc-
tions trigonométriques, fonctions circulaires inverses

Bekannt sind die Eulerschen Identititen: e Nowus connaissons les identités d’Euler:

eF® = cos(p) % isin(yp)
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Damit lésst sich Sinus und Cosinus rein analytisch definieren, also losgelost von Geometrie.
o A laide de ces identités on peut définir les fonctions sinus et cosinus de maniere pure analytique,
¢.v.d. indépendamment de la géométrie.
e — et e et sin(x) 1
sin(x) := ————, cos(x) := ——, tan(x) = , cot(z)= , x€R
- (z) 21 (z) 2 (z) cos(x) (z) tan(x)

Diese Formeln lassen sich jetzt fiir komplexe z verallgemeinern. e Maintenant nous pouvons généraliser

ces formules pour des z complexes. ~  Sei e Soit ze€ C
eiz — etz elz e—iz
Definition: e Définition: sin(z) = —5 cos(z) 1= %,
i
sin(z 1
tan(z) = ( ), cot(z) = ——,
cos(z) tan(z)

arcsin(w) = z fiir e pour w =sin(z) u.s.w e et

Bemerkung: e Remarque: Die im Reellen geltenden Regeln bleiben erhalten.
e Les regles connues du réel restent valables:

1. Differentiationsregeln e Régles pour les dérivés:
Z.B. e P.cx. (sin(z)), = cos(z)

2. Additionstheoreme e Théorémes de l’addition
3. Regeln fiir Nullstellen e Régles pour les zéros

4. ... u.s.w e etc.

Ein Beispiel e Un exemple:

Problem: e Probleme: Was ist das Bild des kartesischen Koordinatengitters unter der Cosinusfunk-
tion? e Quel est I’image de la grille des coordonnés cartesiens sous la fonction cosinus?
ei(w—i—iy) + e—i(w—i—iy) e L oY + e~ . oY

cos(z) = cos(z +iy) =

2 B 2
_ (cos(z) + isin(x)) - 7Y + (cos(—z) + isin(—x)) - e¥
2
_ (cos(z) 4+ isin(x)) - e Y + (cos(z) —isin(z)) - e¥ _ cos(z) - (e¥ + e Y) —i(sin(z) - (e¥ —eY))
2
= cos(z) - cosh(y) — isin(z) sinh(y). ~  cos(z)= (C;Sn(é;)sfzi?g»

In der Regel sind somit die Bilder der horizontalen Geraden Ellipsen, die Bilder der vertikalen Geraden
Hyperbeln. e Donc normalement les images des droites horizontales sond des ellipses, les images des
droites verticales sont des hyperboles.

10.8 Anwendungen — Applications

10.8.1 Idee — Idée

Oft gelingt es Probleme zu l6sen, indem man die gegebene geometrisch komplizierte Situation konform
in eine einfachere Situation abbildet. Wenn sich bei einer solchen bijektiven Abbildung die Problembe-
dingungen einfach auf die neue Situation iibertragen, kann man das Problem in der neuen Situation
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16sen und dann die Lésung zuriickabbilden.

e Souvent on arrive a résoudre le probleme en appliquant la situation compliquée donnée de fagon
conforme en une situation plus simple. Quand, pour une telle application bijective, les conditions du
probleme sont les mémes que pour la nouvelle situation, on peut résoudre le probleme la et aprés
appliquer la solution a l’inverse.

7.B. soll der Potentialverlauf zwischen einem Fahrleitungsdraht und einer Briicke studiert werden. Nimmt
man im Querschnitt die Briicke als Gerade und den Draht als Kreis an, so kann man eine konforme Abbil-
dung konstruieren, die diese Situation auf zwei konzentrische Kreise abbildet. Dort ist der Potentialverlauf
offensichtlich (Zentralfeld).

e Par exemple il faut étudier la différence de potentiel entre un pont et le caténaire (ligne de contact)
d’un train. Dans la coupe on prend le pont comme droite et le fil comme cercle. Alors on peut construire
une application conforme qui transforme cette situation en deux cercles concentriques. La la différence
du potentiel est bien claire (champs centrale).

10.8.2 Smith—Diagramm — Diagramme de Smith
z—1

z+
wichtige Rolle. Das Bild des rechtwinkligen Koordinatennetzes der z-Ebene in der w Ebene heisst

Smith—Diagramm (Smith-Chart).

€ C eine

In der Elektrotechnik spielt die Mébiustransformation C 3> z —— w = f(z) =

-1
e En électronique la transformation de Mdobius C > 2z — w = f(z) = Z? € C joue un role
z
important. L’tmage du systeme de coordonnés du plan z dans le plan w s’appelle diagramme de Smith

(Smith-Chart).

f erzeugt vom rechtwinkligen Koordinaten-
netzes der z—Ebene in der w Ebene folgendes
Bild (vgl. Fig.):

e [ crée dans le plan w ['tmage suivante du
systéme de coordonnés du plan z (voir fig.):

Das Bild der vertikalen Geraden der z—Ebene mit den Realanteilen x = 0 ist der Einheitskreis. Die
Bilder aller andern Vertikalen sind Kreise, die im Einheitskreis drin liegen, diesen in w = 1 beriihren
und mit wachsendem Re(z) kleiner werden. Die horizontalen Halbgeraden gehen in Kreislinien iiber, die
die erwéhnten Kreise senkrecht schneiden. e L’mage de la droite verticale avec la partie réelle x = 0
du plan z est le cercle unité. Les images des autres droites verticales sont des cercles, qui sont situés
dans le cercle unité et qui touchent celui ¢ w = 1 et qui deviennent de plus en plus petit avec Re(z)
s’agrandissant. Les demi—droites horizontales deviennent des parties de cercle qui sont perpendiculaires
auzx cercles mentionées aux points d’intersection.

) 1 %—1 1—=z z—1
Es gilt: e Il vaut: f(3)= T = =—f(2)

Lyl 14z 1+z
Konsequenz: e Conséquence: Im Smidt—Diagramm kann man die Inversen einer komplexen Zahl z
graphisch einfach durch Spiegelung an den Ursprung bestimmen. Es gilt: f(1) = —f(2).

e Dans le diagramme de Smidt on peut trouver linverse d’un nombre complexe de facon simple:
Graphiquement par la réflexion a 'origine. Il vaut: f(%) = —f(2).
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Konstruktion — Construction

Mit Mathematica: o A l'aide de Mathematica:

flz_]1:=(z-1)/(z+1);
zi[t_,a_l:=t + a I;
z2[t_,b_l:=b + t I;
ulz_]:={Relf[z]],Im[£f[z]]};

pl=ParametricPlot[Evaluate[Table[ul[z1[t,al],{a,-5,5}]1]1,{t,-5,5}, AspectRatio->Automatic];
p2=ParametricPlot[Evaluate[Table[ul[z2[t,al],{a,-5,5}]1]1,{t,-5,5}, AspectRatio—>Automatic];
Show [p1,p2];

pl pl Show[p1,p2]

10.8.3 Joukowski—Profil — Profil de Joukowski

Wir studieren ein konkretes Beispiel: Nous étudions un exemple concret:

Gegeben sei in der komplexen Ebene C der Kreis: e Soit donné le cercle dans le plan compleze:
t— 2(t) = V0.97 - e"t + (0.1 + 0.44), t € [0,27].

Betrachte dazu noch die komplexe Abbildung: e Etudions en plus l’application complexe:

1
<p:z»—><p(z)=z+;.

Hiermit wird folgendes Bild der Kurve z(t) definiert:
o Ainsi on a défini l'image suivante de la courbe z(t):

Die Kurve w(t) in C zeigt ein stromlin-
ienférmiges Profil.

Dieses Kurvenprofil spielt in der Aerodynamik
(z.B. beim Tragfliigel) oder bei Turbinen-
schaufeln eine Rolle. Es heisst Joukowski—
Profil.

o Cette courbe w(t) dans C montre un profil
‘aérodynamique’.

Ce profil joue wun réle important dans
Daérodynamique (p.ex. d laile d’avion) ou
Uaube de tourbine. Il s’appelle profil de
Joukowsks.
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10.8.4 Zeigerdiagramme — diagrammes—vecteurs

In der Elektrotechnik ist es im Zusammenhang mit Wechselstrom iiblich, den Strom I und die Spannung
U mit Hilfe von Zeigern (Vektoren) in Form von komplexen Zahlen zu schreiben. Auf diese Weise lassen
sich verschiedene Strome uns Spannungen einfach addieren.

e Dans [’électrotechnique, a propos de courant alternatif, il est usuel d’écrire le courant I et la tension
U a laide de vecteurs ou de rayons comme nombres complexes. De cette maniere il est plus simple
d’additionner des courans ou des tensions.

Bsp.: e Exemple: [ ==Iycos(w-t+ ¢r), U=Uycos(w-t+ ¢u)

~+ Allgemein: e Généralement:
zocos(w -t + 990)> O

ZRe = 20C08(w -t + o), Zrm = zosin(w -t + o) ~ Z= (Zo sin(w - £ + o)

- Sei o Soit

Z1=Aq - el wtter
525142 . 61wt+<‘02
FEA - elwtte

~ Es gilt: o Il vaut:

> A=l sl
(Z1,21 + o)

¢ = @1 +arccos(5 557
Zeiger I Vecteurs ou rayons |21 - |21 + 22

~ Aj-cos(wt+ 1)+ Ag-cos(w-t+ o) =

4 (cos(w “t+ <p1)> Ay (cos(w “t+ ) (Z1, 21 + Zo)
sin(w -t + ¢1) sin(w -t + ¢2) |Z1] - |21 + 22|

> | - cos(w - t + @1 + arccos(

10.9 Darstellung komplexer Funktionen — Représentation de
fonctions complexes

10.9.1 Beispiel einer Kurve — Exemple d’une courbe
Geg.: e Donné:

1 : L

z(t) = T g(t) =1+41it, z(t) := o0

Code: (Mathematica)

z[t_] :=1/(1 + 1 t);

ParametricPlot [{Re[z[t]], Im[z[t]]}, {t, -5, 5}, AspectRatio —-> Automatic];
amplitude[t_] := Norm[z[t]];

Plot[amplitude[t], {t, -5, 5}];

Plot[Arglz[t]], {t, -5, 5}1;

Output: (Mathematica)



380 KAPITEL ¢ CHAPITRE 10. A. 1 KOMPLEXE FUNKTIONEN — FONCTIONS COMPLEXES

Rechts: Die Funktionskurve im Komplexen. 0.4
e A droite: La courbe de la fonction dans le
complexe.

0.2

Unten links: Der Betrag des Funktionswerts.
e Fn bas a gauche: La wvaleur absolue de la
valeur de la fonction.

Unten rechts: Das Argument des Funktions-
werts.

e [n bas a droite: La valeur de l’argument de
la fonction.

-4 -2 2 4
1,
.81
0\5
0.6 -4 -2 2 4
-0.5
0. 4|
-1+
0. 2|

10.9.2 Beispiel einer rationalen Funktion — Exemple: Fonction rationnelle

Geg.: e Donné:
222 — 2z
f(Z) T 23_22+1
Code: (Mathematica)

flz_.] = (222 -2)/(2"3 -2"2+ 1)
zls_, t_.] :=s + I t;
uls_, t_] Norm[f[z[s, t11];
wlis_, t_] Arg(flz[s, t11];
Plot3D[uls, tl, {s, -2, 2}, {t, -2, 2},

PlotPoints -> 50, PlotRange -> {0, 15}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
Plot3D[w[s, tl, {s, -2, 2}, {t, -2, 2},

PlotPoints -> 50, PlotRange -> {-5, 5}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
Plot3D[Relf[z[s, t11], {s, -2, 2}, {t, -2, 2},

PlotPoints -> 50, PlotRange -> {-5, 5}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
Plot3D[Im[f[z[s, t111, {s, -2, 2}, {t, -2, 2},

PlotPoints -> 50, PlotRange -> {-5, 5}, ViewPoint -> {-1.3, +2.4, 2.}];
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Output: (Mathematica)

Unten links: Der Betrag des Funktionswerts.
e Fn bas a gauche: La valeur absolue de la valeur de la fonction.

Unten rechts: Das Argument des Funktionswerts.
e FEn bas a droite: La valeur de ’argument de la fonction.

0
Dol
% 'l/l"lll N
Q0
20
Y

K

0
o
o0

R
O
i
[

%,

00
ol
"
X

:t'
e
b,

XY
oy,

LIAY S
R R ILLLLLLL
2RI K R
O SN O NS m e,
S S

LR
LR
LR
LA

Unten links: Der Realanteil des Funktionswerts.
e Fn bas a gauche: La valeur reelle de la valeur de la fonction.

Unten rechts: Der Imaginédranteil des Funktionswerts.
e FEn bas a droite: La valeur imaginaire la valeur de la fonction.
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ZRLATARELAAN LEILT o,
BRI Z174] e
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SN e
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Kapitel e Chapitre 11

Anhang 2 : Komplexe Weg— oder
Kurvenintegrale — Annexe 2:
Intégrales curvilignes complexes

Bemerkung: e Remarque:

Dieser Teil ist einem andern Skript des Autors entnommen, das bisher nur in deutscher Sprache
vorhanden ist.

e (lette partie est prise d’un autre script de auteur. Jusqu’a maintenant ce script n’a été préparé qu’en
allemand.

11.1 Grundlagen aus der Funktionentheorie — Bases de la
théorie de fonctions

Die Kapitel iiber die Einfiihrung in die komplexen Zahlen und die Einfiihrung in die holomorphen Funktionen
(Funktionentheorie) sind im Algebra—Skript des Autors wiedergegeben. Des Umfangs wegen werden sie daher
hier nicht nochmals aufgefiihrt. Der Leser ist gebeten, im Algebra—Script nachzuschlagen.

11.1.1 Definition des Kurvenintegrals — Définition de ’intégrale curviligne

C' Einfach geschlossene Kurve, doppelpunktfrei,
einmal durchlaufen, z; = 2(a), 22 = 2(b), 2(t) l
stetig diff’'bar

C Z;

b

/ f(2)dz = / (ue, y)+iv(, y)) (dz-tidy) = / F(2) = (t) dt
C

C a

383
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11.1.2 Satze, Eigenschaften — Théorémes, propriétés, qualités
Abschitzung

Sei L = Weglange von C', M = I\/Iaxc(f(z)) (~ IfR)] <M, z=2(), t€lab])
z e

= |/'f<z> dz| < /'|f<z>| de| < ML
¢ C

c

Stammfunktionseigenschaft

Sei f holomorph in G, 0G = C, F(z) ist
Stammfunktion von f(z) in G = GUIG

= /f(z) dz = F(z1) — F(22)
c

Integralsatz von Cauchy

Sei C einfach geschlossen, f holomorph auf G = G U dG

= j(cf(z)dz:o

Umkehrung des Integralsatzes von Cauchy: Satz von Morera

Seien ..., Ck, ... geschlossene Kurve in G.
Sei f stetigin G und Ve,cq: §o f(2)dz =0 ‘

= f holomorph in G
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Summensatz der Randintegrale

G, sei ein ,,Loch" in G mit Rand 0Gy,
k=1,....n, ,neN ‘
[ sei holomorph in G\ U, _, G«

(in Gy, kann die Holomorphie verletzt sein)
IG, = Cy,

= ‘7{0 f(z)dz = kz::l . f(z)dz

Integralformel von Cauchy

Sei f holomorph auf G = G U 0G
C = OG sei einfach geschlossen, a = zp € G ‘

= f(Zo)_L Md%

C27i Joz— 2
)y — f(z) C
f (ZO) - 21 ji (Z _ ZQ)"+1 dz .a

Abschitzungsformel von Cauchy

Sei f holomorph auf einem Kreis K, K = K U 9K mit Mittelpunkt @ = zo und dem Radius .
f sei beschrankt auf C = 0K |f(z2)| < M, z€ C=0K

M -n!

= 11" < =

Satz von Liouville

Sei f holomorph und |f(z)| beschrinkt in C
= f(2) = const., z€C

11.1.3 Residuenrechnung — Méthode des résidus
Laurent—Entwicklung

Sei 2y = Zentrum eines Kreises K mit dem Radius R, K = K \ {2}, K C G.
Sei f holomorph in G resp. auf dem Rand 0K von K. (In 2z braucht f nicht holomorph zu sein.)
(o)
= Laurent-Entwicklung: f(z) = Z en (2 —20)"

n=—oo

_ £)
Cn = 2m1 ng (Z — ZO)TH—l dz
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Residuum

1
Das Residuum von f(z) in z = z ist der Koeffizient c_; = (z — z9) ! = in der Laurent-Entwicklung

zZ — 20
von f(z) um z = zp, wobei die Laurent-Reihe fir z € (0, R), d.h. fir 0 < |z — z9| < R konvergiert. (R =

Kreisradius von K.)

Res f(z):=c_1

z = 2k

Residuensatz

Sei f holomorph in G mit Ausnahme endlich vie-
ler Punkte z1,20,...,2, € K C G, C =0G l

- L f(z)dzzi: Res  f(2)
oK

2w J, _
‘ k=1 # = %k

-
Methoden zur Residuenberechnung
1. Beschaffe die Laurent—Reihe von f(z) um z = z5. ~ Lese ¢y = Res ab.
= 2k
2. Fall wo f(z) in zg einen Pol 1. Ordnung hat: Benutze die Regel von Bernulli
~ Res = lim f(2) (2 — 20)
Z = 2k Z20
3. Sei f(z) := g(_z) g(z) und h(z) holomorph in U,,, h(z) =0, h'(20) #0~ Res = 9(z0)
(2) 2=z, N(2)
. . . 1 d o1 ,
4. Fall wo f(z) in 2z einen Pol m—ter Ordnung hat: Res  lim (=) ((z = 20)™ f(2))
z=z2—20 (m—1)! "dz
5. .
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11.2 Berechnung bestimmter Integrale —  Calculer des
intégrales définies

Zur Methode

Sei f(z) holomorph, z.B. fiir 3(z) > 0 (obere Halbebene H) mit Ausnahme der Punkte 21, 22, ...,2, € H.
Es gelte dort zudem |z - f(z)| — O fiir z — oo. (D.h. | f(2)| wéchst schwacher als |z|.) Dann gilt wegen der
Abschatzungsformel von Cauchy fiir Halbkreiskurven C'y in H um den Ursprung O mit Radius R:

| [ f(z)dz| < [ |f(2)||dz| <M -L=M-R-m=Max f(z) “R-m—0.
Cu CH z

—0, |z|—o0

- 7f(x)dx+/f(z)dz:ff(z)dz:%rii: Res  f(2)
“oo Cr oK k=1

Z = Zk

z=x€R =0

= /f(x)dxz%riZ Res f(2)

k=1 %= %k

Mit Hilfe des Residuensatzes gelingt nun die
Berechnung von reellen Integralen, deren direkte
exakte Integration im Reellen oft nicht moglich ‘
ist. (Das geschieht jetzt via komplexe Wege,

Veranschaulichung der Idee vergleiche nebenste-
hende Skizze.) CR

-R R

Beispiele von Resultaten

Leider zeigt es sich, dass die Berechnung praktischer Beispiele oft Seiten fiillt. Daher sei fiir die Umsetzung
auf die Literatur verwiesen, z.B. auf die von Francois Fricker verfasste Ausgabe die Vorlesung ,, Einfiihrung in
die Funktionentheorie” von Prof. Heinz Huber.

Einige mit der Residuenmethode gewonnene Resultate seien hier angefiigt:

1. Sei R eine rationale Funktion der reellen Funktionen sin(t) und cos(t) ~ R(sin(t), cos(t)). Daraus
lassen sich folgende Formeln gewinnen:

Ofwm =27v2 O/W(Sin(t))%dt = oy (2:)

2. Seien P(z) und Q(z) reelle Polynome in x. Wie oben erwihnt kénnen wir nun iiber grosse Halbkreise

R
o p P
integrieren und verwenden: [ Ex; dx = Rlim / QEJC; dz.
Zeo R —00 x
R
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Sei nun pgrad (Q) > 2 + pgrad (P). Nun l&sst sich herleiten:

[P@, P(:)
_icmmd — 2 Re 50

Im(zr)>0

Damit kann man z.B. die folgenden Formeln gewinnen:

oo

z2m T, . 2m+1 4
/md.ﬁ:g(&n( o 7T))
—o0

3.8 P(2) =am 2™ +am_12"" 1+ ... 4arz+ag, Q(z)=2"+b,_ 12" +...+brz+by (b, =1).
Sei dabei n > m und Q(t) # 0, ¢ € R. Sei weiter A € R Damit |3sst sich errechnen:

o}

P(t).i)\td: ;. R P(Z).'L')\z
_4 @) ) e Im(%;bo(zei 2K Q(z) “™

Sei Vi : |ag| < C, |bg] < C ~ C € RT. Weiter kann man fir a < —2(C + 1) und b > 2(C + 1)
abschitzen (a € R™, b e RT):

b &S]
P(t) CeiNt g P(t) it 4 1 1
l!(ﬂ “_l o =N

Z.B. lasst sich damit das folgende Integral berechnen:

(o)
et Mt -~V T V2
— .M =T g 1 X2
/t4 1dt meelt T2 sm(4+ ) [A])

—00

In Real- und iMaginaranteil aufespaltet ergibt das:

[ 00 gy i Y2

P sin( + 5~

—00

und

/ sin(At) d=0
41

—00

Die letzte Gleichung ist trivial (ungerade Funktion).

4. Mit der Residuenmethode kann man nun auch die folgenden Fresnelschen Integrale berechnen:

[o} [o )

/COSQ(t) dt = /sinQ(t) dt:\/g

—00 —00
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Anhang 3 — Annexe 3

12.1 Hinweise — Indications

12.1.1 Haufig verwendete Abkiirzungen -

utilisées
Vor. e Hyp.
Beh. o The .
Bew. e Pre.

12.1.2 Literatur — Littérature

Hier eine kleine Auswahl, die jeweils den
grossten Teil des gesamten Stoffes abdeckt:
Leupold u.a., Mathematik 1, 2

Swobowsky, Analyse

Swobowsky, Calculus

Glyn James, Modern Engineering Mathemat-
ics,

Advanced Modern Engeneering Mathematics
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