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Kapitel 1

Einleitung und Voraussetzung

Liebe Leserin, lieber Leser

Dieses Skript soll es dem Leser ermdglichen, sich rasch ein einfithrendes Verstindnis
von der Infinitesimalrechnung verschaffen zu kénnen. Mit Infinitesimalrechnung ist die
Differential- und Integralrechnung gemeint. Diese ist von Leibniz und unabhéngig davon
auch von Newton um ca. 1675 entdeckt worden.

Das damit gegebene Regelnwerk, auch Calculus oder ,Kalkiil“, bildet heute praktisch
weltweit ein Hauptziel der gymnasialen Schulmathematik, da an der Universitét in vielen
Wissenschaften nicht mehr darauf verzichtet werden kann. Fiir Personen, welche die
Infinitesimalrechnung noch nicht kennen, jedoch Teile daraus bald brauchen werden, soll
diese Einfithrung gedacht sein.

Es geht hier somit um Fragen wie die folgenden: ,,Was ist differenzieren?“ [ Was ist
integrieren?* ,Was ist eine Differentialgleichung?*“ Dabei wird vorausgesetzt, dass der
Leser weiss, was eine Funktion ist. Der Funktionsbegriff wird hier nicht erklért.

Im Sommer 1996 Der Autor
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Kapitel 2

Infinitesimalrechnung — Crash—Kurs

2.1 Differentialrechnung

2.1.1 Zwei Problemstellungen

Ein Problem aus der Geometrie

1
Wir betrachten die Parabel y = 5 z2. Unter ,,Parabel“ versteht man iiblicherweise eine

geometrische Figur, wie sie z.B. als Graph der Funktion # — f(z) = az? mit a = 5

vorkommt. Anhand der entstehenden Kurve kann man jetzt geometrische Fragen stellen.
Zum Beispiel die Frage: ,, Wie gross ist die Steigung der Tangente an die Kurve bei x = 17 ©
Und weiter die Anschlussfrage: ,, Welche Gerade konnte man hier als Tangente definieren?
Und wie konnte man eine solche Tangente exakt konstruieren, also nicht bloss von Auge
anpassen?

A Y =1(x) oder A Y =f() oder
y =s(t) y = s(t)
,?
?
X X
— T ' — T '
X,  odert X, oders
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Ein Problem aus der Physik

Ein Autofahrer fahrt zur Abfahrtszeit

t, in Bern weg zu einem nahegelege- s ‘y = s(t)

nen Dorf. Noch in Bern wird er zur S,

Zeit to mit iibersetzter Geschwindigkeit

geblitzt. Dann verlangsamt er sein S ]

Tempo. Zur Zeit ¢, liest er 25km/h s

auf seinem Tacho ab. Ausserorts dann °

beschleunigt er wieder stark und er- S, t
reicht sein Ziel mit grossem Tempo ge- t t t t .

rade noch rechtzeitig. a0 1 °

Der Autofahrer hatte bei seiner Wegfahrt Zeugen, welche iiber seine Abfahrtszeit
Bescheid wissen. Ebenso hat er Zeugen bei seiner Ankunft. Er kann beweisen, dass er
exakt 12 Minuten, also 1/5h unterwegs war. Die Fahrtdistanz ist nach der Strassenkarte
auch bekannt. Sie betrégt 10 km. Damit hat er also 10 km in 12 Minuten zuriickgelegt.
In 5 - 12 Minuten=1h wéren das 5 - 10 km=50 km, also 50 km/h. Nachdem er dann per
Post die Busse von der Polizei erhalten hat, ruft er diese an und erklért, er hétte eine
Geschwindigkeit von 50 km/h gehabt, was ja erlaubt sei. Er konne das beweisen. Die
Polizei jedoch antwortet ihm, dies sei vielleicht eine Durchschnittsgeschwindigkeit. Man
habe ihn jedoch nach Abzug einer Messtoleranz bei einer Momentangeschwindigkeit
von 65km/h geblitzt. Dafiir miisse er nun kréftig bezahlen. Unser Autofahrer will die
Welt nicht mehr verstehen. Er verlangt, dass ihm die Polizei den Begriff ,Momen-
tangeschwindigkeit® erkldren soll. Nach langem Hin und Her holt man schliesslich einen
Mathematiker, welcher nun ebenfalls sein Gliick beim Erkléren der Sache versucht. Hat
er wohl Gliick? Und was sagt er den beiden, dem Autofahrer und dem Polizisten?

Da der Autofahrer und der Polizist in

der Schule ein wenig Algebra gehabt ‘ y = f(x)

haben und sie wissen, dass man x i
als Variable benutzen kann, verwen- b
det der Mathematiker jetzt fiir die Zeit

diese bekannte Variable x. Aus gleichen

Griinden bezeichnet er aus Riicksicht 0%
auf die beiden den Weg mit y = f(x). V, X

Er argumentiert dann wie folgt: “x Ax X -
b

Im Moment, einem ganz kleinen Zeitabschnitt also, als der Autofahrer geblitzt worden
war, verstrich die Zeit von z, (a wie Anfang) bis 2, (b wie Ende). In dieser Zeit
legte das Auto die Strecke von y, bis y, zuriick. Zur Zeitdifferenz x, — x, gehort also
die Wegdifferenz y, — y,. In dieseAm kleinen Moment erhélt man daher eine ,,Momen-
e Yo — Ya _y

tangeschwindigkei = A, In der Physik schreibt man dafiir iiblicherweise
Tp — Xq x

Sp— Sa  As __. ) ) ) ) .
1 AL Die Sache wird umso genauer, je kleiner dabei t, —t, = At gemacht wird.
b~ la
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Das genauste Resultat erhélt man im Fall, wo At = 0 wird.

Nun schauen sich der Autofahrer und der Polizist fragend an und schiitteln beide die
Kopfe. Der dort dividiert ja durch null! Beide wollten davonlaufen, wenn da nicht noch
die Busse gewesen wire und wenn ihnen der Mathematiker nicht erklart hétte, dass das
in ihrem praktischen Fall ja gar nicht so genau sein muss. Denn da gébe es ja noch die
Messtoleranz. Leider wissen wir nicht, wie die drei dann verblieben sind. Denn fiir unsere
Sache miissen wir die Sache exankt zu einem Ende bringen. Die Ausrede der praktischen
Ungenauigkeit bringt uns so wenig weiter wie das spétere Davonlaufen der beiden.

2.1.2 Die Lo6sung des Problems: Von der Sehne zur Tangente
Der theoretische Ansatz

In der letzten Zeichnung im obigem Abschnitt auf Seite 6 sehen wir, dass dort die
h Yo — Ya _ %
Ty —x, Axw
Steigung der Sehne zwischen den Kurvenpunkten (z4; y,) und (zp; yp).
Betrachten wir nun an Stelle der
gehabten Punkte neu die Punkte ‘ y =f(x)
(x0; yo) und (z1; y1) im nebenstehen-
den Bild. Da ist wieder die Sehnenstei-
gung zu diesen Kurvenpunkten. Hier
konnen wir beobachten, dass man den
Moment enger und damit genauer
fassen kann, wenn man zum Punk-
tepaar {(xo; yo), (z2;y2)} tbergeht. 7 X X, X o
Die Sehne zwischen (z¢; y9) und Tangente °
(x2; y2) ist schon néher an der Tan-
gente als die Sehne zwischen (xo; yo)
und (x1; y1).

Momentangeschwindigkeit durc = tan(a) gegeben wird, also durch die

Sehne

Man kann sich diesen Annédherungsprozess weiter fortgesetzt denken. Wahlt man einen
neuen Punkt x3 auf der x—Achse zwischen zy und s, so wird das Resultat noch besser.
Und so fort. Ax und Ay werden dabei noch kleiner.

Ein praktisches Beispiel

Wir wollen das Gesagte direkt an einem praktischen Beispiel umsetzen. Gefragt ist die

Steigung der Tangente an die Kurve der Funktion x — f(x) = 3 z? an der Stelle z = 1.
1

1
Wir betrachten dazu den Punkt (z = 1; y = f(1) = 5 1? = 5) und einen Punkt ein wenig

1
daneben: (z+d=1+d; y= f(x+d) = f(1+d) = 5 (1+d)?). Hier gilt allgemein immer

tan(a) = Az = (x+d) —x = dund Ay = f(z +d) — f(x) = %(x+d)2)—%x2:
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1 1 1
5 (x+d)* —2?) = 5 (z+d)+2)((xr+d) —z) = 5 (22 4+ d) - d. Damit wird
A s(2z+d)-d 1(2 . 1
tan(a) = A—i = % = iw = 5(2:1: + d). Lésst man hier
Ax = d immer kleiner werden, bis der Wert 0 erreicht ist, so bekommt man
A 1
tan(a) = A—i = 523: =1 = tan(o) = x. Fir x = 1 wird so tan(o) = 1 und

T
also a = Z£450. Damit ist es uns gelungen, fiir einen Punkt der Kurve der Funktion

1
x— f(x) = 5 x? den Steigungswinkel zu berechnen.

Allgemein erhalten wir auf #hnliche Weise fir x —— f(z) = az? die Steigung
tan(a) = tan(a(x)) = 2ax. a(x) ist wiederum eine Funktion von z, denn die Steigung
der Tangente dndert ja mit x.

Wir nennen die Steigungsfunktion tan(«(z)) nun Ableitung von f(z) und schreiben

dafiir f'(z) oder 3—f(:c) Umgekehrt heisst f(z) Stammfunktion von f'(x).
x

2.1.3 Ableitungen und Stammfunktionen nach Tabellen

Ableitungen und Stammfunktionen findet man in Tabellen— oder Formelbiichern. Man
darf diese ruhig gebrauchen. Zum Beispiel gilt:

p(r) =ap 2"+ an1 2"+ ..+ asx? + a1 T + ag
= p@)=n-a, 2"+ n—1)-ap - 2" +... +2 a3 -+ a;

f(x) =sin(z) = f'(z) = cos(x)

f(x) =cos(x) = f'(x)=—sin(z)

Fiir weitere interesseante Ableitungen konsultiere man die eigenen Formelnbiicher!

2.1.4 Ein Beispiel

Wie gross ist der Steigungswinkel der Funktion z — f(z) = 32% — 422+ 22 — 7 an der
Stelle © = 27

Man berechnet sofort: = —— f'(z) =3-322—2-42+2=92>-82+2=9-22—-8-242 =
36 — 16 4+ 2 = 22. Damit wird a = arctan(22) ~ 1.52537 ~ 87.3974°.
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2.1.5 Zur Symbolik

Die Differentialrechnung ist ausgehend von Leibniz und Newton sowie auch von Jakob
I. Bernoulli in verschiedenen Schulen unabhéngig voneinander entwickelt worden. Daher
sind seit dem Beginn der Entwicklung entsprechend den Schulen verschiedene Arten von

Symbolen in Gegrauch. Wir verwenden hier hauptséchlich folgende Arten:

Nach Newton | Nach Leibniz | Andere
Stammfunktion f(x) f(x) y(x)
df d
1. Ableitung f'(x) %, ﬁ(m) z.B. y(x)
& f df
. Ablei @) = f"(x) | 5L, SL(x) | 2B
2 Ableitung | (£'())’ = /"(2) | T L (w) | B i)
arf d
n. Ableitung ™ () d—x{’ %(m)

2.2 Integralrechnung

2.2.1 Zwei Problemstellungen

Ein Problem aus der Geometrie: Flicheninhaltsberechnung

Das Problem: Wie gross ist der
Fléacheninhalt zwischen einer Funk-
tionskurve und der z—Achse iiber dem
Intervall [a, b], (z = b), das heisst von
einem gegebenen Punkt a an bis zu
einem variablen Punkt x = b7 (In der
gezeigten Skizze ist a = 0.)

Kann man allgemein bei einer
gegebenen Funktion einen solchen
Flicheninhalt unter einer Kurve (zwi-
schen Kurve und z—Achse) berechnen?

Hier geht es somit darum, einen beliebigen krummlinig begrenzten Fldacheninhalt zu
berechnen. Der Inhalt komplizierter Flachen kann man in der Regel auf den Inhalt von

Ly=fx

f(x)

Flachen zwischen einer Kurve und der xz—Achse zuriickfithren.
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Ein Problem aus der Physik: Gewichtsberechnung, Summenberechnung

In der Physik hat man oft das Prob-
lem, Summen mit vielen Summanden
zu berechnen. Die Summanden kann
man als Inhalte von Rechtecksbalken
begreifen mit einer Hohe f(xy) und ei-
ner Breite Az. Die Balkenfliche wird
dann f(zy) - Az. Dabei macht man die
Balkenbreite oft beliebig fein, d.h. Az
ist ein Wert, der ganz klein gemacht
wird. Dafiir hat man dann im Gegen-
zug sehr viele Summanden.

Solche Summen lassen sich als Ann&herung eines Inhalts einer Flidche unter einer Kurve

auffassen: F(z) = Y f(xx) - Az, n sehr gross oder gar n — 0.
k=1

Man kann dabei an die Berechnung des Gewichtes eines kompliziert geformten, krumm-
linig begrenzten Blechs denken. Oder auch an die Berechnung der potentiellen Energie
bei verdnderlicher Kraft ldngs eines immer mehr ansteigenden Weges, wo der Anteil der
wirkenden Gewichtskraft in Wegrichtung immer grosser wird:

Epor = Z Gweg(s) - As, Gweg = Gewichtskraft in Wegrichtung.
k=1

2.2.2 Eine Methode zur gemeinsamen Lésung

Da man das physikalische Problem mit den grossen Summen von vielen kleinen Sum-
manden als Approximationsform des geometrischen Problems verstehen kann, muss
man nur eine Methode zur Losung des geometrischen Problems finden. Die gesuchte
Losungsmethode wiederum lésst sich erstaunlicherweise auf die Differentialrechnung
zuriickfithren. Man spricht hier vom ,Hauptsatz der Infinitesimalrechnung®. Darauf
beruht die grosse Erfolgsgeschichte dieser Theorie.

Um zu einem Resultat zu kommen,
wollen wir den Flacheninhalt unter ein-
er Funktionskurve y = f(x) zwis-
chen den Punkten z; und z (variabel)
auf der z—Achse studieren. Wir nen-
nen diesen Inhalt F(z). Wenn wir x :
um einen kleinen Wert d = Ax ver- X X x x+d
grossern, so gelangen wir zum Punkt

x +d = x + Az auf der x—Achse.

AY=f® F{x+d)

f(x)
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Zwischen x und z + d ist beim Vergrossern bei x ein Fldchenstiick angefiigt worden,
das ungefihr die Form eines Balkens hat. Oben stimmt es zwar nicht genau, doch
bleibt fiir den Inhalt der Fehler klein im Vergleich zum angefiigten Gesamtinhalt des
Balkens. Je kleiner man d macht, desto kleiner wird der relative Fehler im Vergleich
zum Balken, da ja die Balkenhthe jeweils der neuen Situation angepasst werden muss
und dann die Kurve in ihrer Hohe im Bereich des Balkens nicht mehr stark &ndert.
Der neue Inhalt der Fliche unter der Kurve zwischen z; und x + d ist dann F'(z + d).
Fiir die Balkenfliche AF erhalten wir AF = F(z+d)—F(z) =~ f(z)-((x+d)—z) = f(z)-d.

Stellen wir uns nun die Frage, was wohl die Ableitungsfunktion von F'(z) sei, so machen
wir eine hochst interessante Entdeckung. Wir finden:

F'(z) ~ AP F(x+i)x_ Flx) A f(:c(; 4 f(x). Es wird also F'/(z) = f(z), wenn d

beliebig klein wird.

Resultat: Die Ableitung von F'(z) ist f(z). Oder umgekehrt: F'(z) ist eine Stammfunk-
tion von f(z) !

Dabei ist es wichtig zu beachten, dass die Ableitung (die Kurvensteigung) einer Konstan-
ten (horizontale Kurve!) null ist. Das kennen wir schon aus der Formel fiir die Ableitung
von Polynomen.

Somit muss F'(x) unter den Stammfunktionen von f(z) zu finden sein. Das Problem ist
hier, dass man die Konstante nicht kennt, die bei einer Stammfunktion ja auch anders
sein konnte. Doch hier hilft ein kleiner Trick:

Eine zusétzliche unbekannte Konstante zu F'(z), etwa Fj, () = F(x) + C := Fo(x), ldsst
sich als Inhalt eines zusétzlichen Flédchenstiickes, etwa desjenigen unter der Kurve von
xo bis 1 deuten. (Dieses Stiick kann auch negativ sein, wenn x, rechts von x; liegt.)
F(z) erhalten wir daraus, wenn wir vom Flacheninhalt zwischen xy und z denjenigen
zwischen zp und z; subtrahieren: F'(z) = Fo(z) — Fo(z1) = (F(2)+ C) — (F(x1) + C) =
F(z)— F(x1)4C - C =F(x) —0+0.

——

=0

Resultat: Wir erhalten den Fldcheninhalt unter einer Kurve f(x) zwischen z; und z
indem wir eine beliebige Stammfunktion Fj (z) = F(z) + C suchen und dann damit
F(z) = F,,(z) — Fy (1) berechnen. xy muss dabei gar nicht bekannt sein.
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2.2.3 Zur Symbolik

Fir den Flacheninhalt unter der Kurve zwischen 21 = a und x = b schreiben wir in
Anlehnung an die Summe der Balkeninhalte > f(xy) - Ax:
k=1

b
Inhalt:/f(x) dx

[ ist das Integralzeichen (aus der Bernoulli-Schule). Dabei handelt es sich um ein stili-
siertes grosses S, das fiir die Summe (X) steht. [ f(x) dz+C steht fiir eine Stammfunktion

von f(x).

2.2.4 Ein erstes Beispiel

Wir wollen nun den Inhalt Flédche unter
der Parabel y = f(x) = x* zwischen
r1 = 0 sowie x = 1 berechnen.

Als beliebige Stammfunktion finden

1 .
wir Fe(x) = gx‘g + C, denn es gilt

1
FC’(x):§-3-x2+O:x2.

Damit ergibt sich:

1 1 1 1 1
InhaltA:FC(l)—FC(O):(—~13+C)—(§~03+C):—~1+C——O—C):—.

3 3 3 3

Damit hat man erstmals einen Inhalt einer krummlinigen Fléche berechnet, welche sich
nicht direkt auf die Kreisflache zuriickfithren lésst.

2.2.5 Ein zweites, fast unglaubliches Beispiel

Wir wollen noch den Inhalt unter der
Kurve von f(x) = e® zwischen 27 < 0
und z = 0 berechnen. Eine Stamm- f(x) = ¢
funktion zu e* ist Feo(z) = e* + C.
Damit berechnen wir den Inhalt zu
I(x1) = (" +C) = (e" + C) =

1+C -t —(C =1—¢".

Sei z = —x1, 1 <0 1:> z > 0. Wir

Inhalt F =1

schreiben €™ =e™ = —, 2 > 0.
e
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1 1
Geht nun z; gegen —oo, so geht z gegen +o00. — ist daher von der Form — = (. Daraus
ez

00
folgt: I(—oc0) = 1. Damit haben wir eine unendlich lange und krummlinig begrenzte
Flidche gefunden, welche keinen unendlichen Inhalt hat. Denn dieser ist exakt 1.

Wir haben eben verwendet, dass, wenn
ein Zahlenwert w gegen unendlich geht,

dann der inverse Wert — gegen 0 gehen
w

muss. Das sieht man am Hohensatz. In
einem rechtwinkligen Dreieck gilt h? =
p - q, siehe Skizze. Sei nun A = 1 Dann
wird p - ¢ = h?> = 1 und damit ¢ =

x-Achse

—. Setzen wir w = p und lassen wir p

unendlich gross werden, so wandert B
ins ,, Unendliche®.

Das heisst konkret, dass dann die Gerade BC parallel zur z-Achse wird. Dieser Fall der
Parallelitdt tritt nur einmal auf. In allen andern Féllen gibt es einen Schnittpunkt B und

1
auch A # O. Im Falle der Parallelitét ist A = O, also p = 400 und ¢ = — = 0.

Wir schreiben p = £o0, weil B auch links vom Ursprung liegen kann, wobei dann A rechts
von O zu liegen kommt.

2.3 Differentialgleichungen

2.3.1 Was ist eine Differentialgleichung?

Viele Beschreibungen von realen Situationen in der physikalisch-chemischen Natur
fithren auf , Differentialgleichungen®. Das sind Gleichungen, in denen eine unbekannte
Funktion y(z) und auch Ableitungen von y(z) vorkommen. Es gilt dann, diese unbekannte
Funktion y(x) aus der Differentialgleichung zu berechnen.

2.3.2 Beispiel einer Differentialgleichung

Gegeben sei eine Anzahl A(tg) = A(0) = 100 von Hasen zum Zeitpunkt ¢y. Die Anzahl
A dndert mit der Zeit, da sich die Hasen vermehren ~» A = A(t). Dass auch Hasen
umkommen, wollen wir hier zur Vereinfachung des Problems einmal nicht beachten. Wir
gehen davon aus, dass sich die Hasen stédndig, wenn die Weibchen nicht tréchtig sind,
paaren und damit eben vermehren. Es scheint verniinftig zu sein, wenn wir annehmen,
dass die Anzahl der pro betrachtete Zeiteinheit At neu geborenen Hasen AA (Differenz
der Anzahlen zur Zeit t + At und zur Zeit t) proportional ist zur gerade vorhandenen
Anzahl Hasen. Denn wenn die Population doppelt so gross ist, so werden eben pro Zeit-
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A
einheit doppelt soviele Hasen neu geboren. Damit ist A(t) proportional zu —, At — 0.

Das kann man mit Hilfe eines Proportionalitdtsfaktors A durch die folgende Beziehung

ausdriicken: v
A A A'(t)=A(t) also = A'(t) = A(t).

Dabei ist A(0) = 100 eine Startbedingung, denn bei to = 0 beginnt die Zunahme der
Population.

A'(t) = A(t) ist hier eine Differentialgleichung, deren Losung wir schon erraten kénnen:
A(t) = c- €', denn fiir diese Funktion ist die Stammfunktion gleich ihrer Ableitung (siehe
Seite 8). ¢ kann hier beliebig gewéhlt werden. Wir kénnen somit durch die Wahl von ¢
die Bedingung A(0) = 100 erfiillen. Das gelingt durch die Wahl ¢ = 100. Damit wird
A(t) =100 - e'. So haben wir eine Differentialgleichung gelost und die gesuchte Funktion
A(t) aufgefunden.

2.4 Links zur Fortsetzung

Ein Crashkurs kann nie sehr weit fithren. Da Begriffe und Zusammenhénge erlernt
werden miissen und das Lernen ein zeitintensiver Prozess ist, den man nicht unges-
traft abkiirzen kann, wird der in unserer hiesigen Sache unerfahrene Leser noch nicht
virtuos differenzieren und integrieren kénnen. Weiteres und viel ldnger dauerndes Ler-
nen ist jetzt angesagt. Ein Trost: Die Eindringtiefe in den Stoff nimmt natiirlicherweise
mit der Zeit zu. Links zum notwendigen weiteren Eindringen in den Stoff findet man unter

http://rowicus.ch/Wir/Scripts/Scripts.html

Man beachte dort z.B die Skripte iiber ,,Grundschritte in den Zoo der Funktionen“ sowie
iiber ,, Analysis“ und ,,Mathematik 11« .

ENDE CRASH-KURS


http://rowicus.ch/Wir/Scripts/Scripts.html

2.4. LINKS ZUR FORTSETZUNG

Notizen:
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